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Casopis pro p&stovini matematiky, roé. 85 (1960), Praha

O CARTANOVE PARAMETRU NA NEPRIMKOVYCH PLOCHACH

JOsEF Vara, Brno

(Doslo dne 26. ervna 1959)

Bud %% = B(u, v) diferencidlni rovnice vrstvy ¢éar na ploSe ¥ vzta-
Zené na asymptotiky. Tuto vrstvu nazyvam u-parametrisujici vrstvou
B,, jestlize podél kazdé asymptotiky v =1, teény k fardm vrstvy
tvoli pfimkovou plochu, na niZ existuje Riccatiho soustava (R-sousta-
va) dar (tj. soustava éar vytinajici na tvoficich primkéch projektivni
bodové fady), které obsahuje &dru v =v,, pro niz  je Cartanovym pa-
rametrem ve smyslu M. BarNERA [1]. Analogicky jsou definovény
vrstvy B,. Existuje-li na ¥ nekoneénd mnoho vrstev, které jsou jak B,
tak B,, tvofi Gplnd soustava téchto éar hypergeodeticky systém.
Zv1astni pozornost je vénovéna plochdm koincidenénim.

Pojem Cartanova parametru nerozvinutelné p¥imkové plochy @ projektivni-
ho prostoru §;, pfesnéji Feéeno R-soustavy asymptotik plochy @, byl zaveden
E. CarRTANEM v préci [4]. M. BARNER zobecnil pojem Cartanova parametru pro
libovolny R-systém plochy @ v préci [1]. B. SEGRE ve svych pfednaskich [6]
pouzil pivodni Cartanovy definice ke studiu dar na n&kterych nepfimkovych
plochéch, zvlasté plochich koincidenénich.

Y2V, z

V této praci se vychdzi z vysledkid B. Segreho, jejichZ rozsifeni je umoznéno
citovanym zobecnénim pojmu Cartanova parametru, které podal M. Barner.

a) P¥imkov4 nerozvinutelna plocha @ necht je vytvorena jako soustava pii-
mek spojujicich dvojice korespondujicich bodu Fidicich éar C,, C, opsanych body
y(u), 2(u), kde  je proménny parametr v jistém intervalu. Predpokladejme, Ze
existuji a jsou spojité viechny derivace y', z’, y", 2", atd., které jsou v dalsim
uvedeny, a Ze je (¥, z,y', ') == 0. Pak

(1) x = y(u) + v 2(w)

. je bod vytvotujici p¥i prom&nnych %, v plochu @, k niZ necht ndlezi soustava
diferencidlnich rovnic

(1a) y" = oy + 92 + By’ + Br?’, 2" = aaly + %292 + By’ + Bas?
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kde, jak 1ze dokazati, volbou faktoru homogenity lze vidy dociliti, aby bylo
(2a) frn + B =0.

K¥ivky » = konst. plochy @ vytvoiuji na @ soustavu R (Doppelverhiltnisschar,
Riccatiho soustavu) éar a ve smyslu citované prace M. Barnera nutnd a posta-
éujici podminka pro to, aby parametr % byl Cartanovym parametrem této
soustavy R, za predpokladu (2a) je

(2b) 0yy + gy = 0 (Barner [1], str. 55 a 52) .

Uvedme, Ze podminkami (2ab) je Cartantv parametr soufadnicové soustavy
R dén aZ na linedrni transformace tvaru

o u* - oy

U= ——0— 0y, &g, V1, Y3 = KOnst, oy; — 105 = 0,
yu* + , 1 %35 Y15 V3 1¥s — V1%3
spojime-li je se zménou faktoru homogenity
(175 — y1065)F (2175 — yag)?
e 2Ly, = 2L =g, Barner [1], str. 55.
yr= DD TRy — (Barver [1], str. 55.)

b) Neptimkova plocha ¥ necht je vztaZena na asymptotiky a vytvofena -
bodem x = z(u, v); je integralni plochou soustavy diferencidlnich rovnic

(3) Ly = ﬂxv + P, Xy = Yy T Pos® -
Soudasné plati
(3a) (z, @y, %y, Ty,) = konst .

Podminky integrability soustavy (3), jak zndmo, jsou:

(43‘) (2p11 -+ ﬂ*v)'u = 213;)1‘ -+ 7/314 )
(4b) (2?25 + Vu)u = 27/911 -+ ﬂyu s
(4c) B(2Psz + Yu)o + 2Bo(2D2z + Yu) — Powo =

= (2011 + Bolu + 2Vu(2011 + Bv) — Vuuu -
(Segre [6], str. 90, Lane [5], str. 120.)

Pozndmka. Diferencidlni rovnice plochy ¥ vztaZené na asymptotiky maji
obecné tvar

Ly = &%y + ﬁxv + P, Loy = YT, + 63’2,, + Do -
Vhodnou normalisaci soutadnic (%, v) (G BoL [2], str. 107) 1ze vidy dosdhnouti
splnéni relace (3a); jestliZe je splnéna, pak nutné plati x = 6 = 0.

Definice 1. T'ransformact T asymptatipkﬁcﬁ parametri w, v plochy ¥ rozuméme
transformaci (podle G. Bola ,,Sterntransformation )

(5) uw=f(u*), v=g@¥),
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je-li spojena s normalisact faktoru homogenity
(5a) o* = folg s .

Snadnym vypo&tem vychdzi, #e po transformaci T plocha ¥ je integralni
plochou soustavy diferencidlnich rovnic
» Theyr = B2 + 1%, 20 = ¥y + par*,
kde
6) pr=[%"p, =1, pu=["oh +f —f —p*),

P =9 %ps + &8 — 8 — ¥*),

_1r _ 19", df ,_ df
f_§-7, g_§?]_, f T g el atp. (Bol[3],str. 1).
Z uvedené soustavy diferencidlnich rovnic pak snadno plyne:
(6a) 2pyy + o = ['2208% + B) + 2 H—F2 4 ),

203 + vu = 92208 + Vi) + 20— g2+ &),
(2011 + Bo)o = 20 " H20T: + Bia)os
2Pz + Yu)u = F/ 7Y 2205 + Vs »

Bu= — 2f''gB* + g Buss Vu=F"YG2*+ g 20,
Bo= 12 2gB* + 1, = — AT Y+ T
* |
T,, resp. T, necht je onen zvlaitni p¥ipad transformace T, kde f(u*) = fl—u—*ﬂﬁ,
Y1U* 4,
g je libovolna funkce proménné v*, resp. g(v*) = Bv* + s , | je libovolna funkce

yav* + s
proménné w*, p¥i SemZ oy, &g, B, B Vi Var Vs = konst Y3 — ogyy = 0,
Bays — Byys *+ 0. PHimym vypodtem snadno dostaneme, Ze transformace T je
transformaci T,, resp. T, tehdy a jen tehdy, plati-li f° — f2 = 0, resp.
g —g=0 '

c) Jestlize koeficienty soustavy (3) spliiuji kromé podminek (4abc) jest&
podminku (2p;; + B,)» = 0, pak plochu oznaé¢me ¥, podobné, je-li splnéna.
podminka (2p,, + 7,), == 0, pak plochu oznaéme ¥,. Je z¥ejmé, jestlize plocha
¥ je soudasné plochou ¥, i ¥,, pak je koincidenéni plochou ¥, , a obricené.
(Bol [3], str. 38—9.)

Geometricky lze plochy ¥; a ¥, chamktensovat tim, Ze v kazdém jejich bod&
kanonické tena 2. druhu splyvé s jednou z asymptotickych te¢en plochy.

Z rovnic (6a) snadno vyplyva: Ni loSe W, lze zvoliti asymptotické para-
metry u*, v* (&ili transformaci T) t@k,ize ;‘platl 205 + BE = 0; nalezeni t&chto

Ka;

parametri vyzaduje Yeeni dif. r@vzmee

2p[{(uH))f* = 2f"f — 312, kde p(u) = 2py; + B,
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Podobn¥ na plose ¥, lze zvoliti parametry w*, v* tak, Ze plati 2pk + yih;
nalezeni téchto parametri predpokladé Fesiti dif. rovnici

20[g(v*)] g = 29"¢" — 39", kde @(v) = 2Py + yu.
Dulezitost volby téchto parametri bude objasnéna v odstavei d.

Jestlize asymptotické parametry u, » na plose ¥, jsou jiz tak voleny, Ze plati
2pu + B, = 0, pak tato relace je dle (6a) invariantni pouze p¥i transformaci T,,.
Podobné, plati-li pro plochu ¥, vztaZenou na asymptotické parametry u, v:
2,5 + Y4 = 0, pak tato relace je invariantni pouze p¥#i transformaci T,.

d) Kazda ptimkovéa plocha, dotykajici se nepfimkové plochy ¥ podél jeji
asymptotiky v = v, je vytvofena bodem

(7) 5=?/+7‘Z,
kde

(73) Y =x(u,v), 2= A(u,v,) 2(u, o) + (%, vo) x,(%, v,) +
+ lz(u: vo) xv(u: /UO) ’
pii demZ w a r jsou parametry.

Definice 2. Oznadenim R(vy, A, A, Ay) rozuméjme soustavu R-Car plochy (7),
jejiz édry jsow ddny rovnici r = konst.

Poznamka 1. Je ziejmé, Ze kazda soustava B(v,, 4, 4;, 4,) leZi na primkové
plose D(v,, B), kters

1. se dotykd plochy ¥ podél jeji asymptotiky v = v,,
dv  Ay(u, v)

du ~ A(u,v) = B(u, v)

2. jejiz tvofici pfimky se dotykaji dar systému

v bodech asymptotiky v = v,,.
Z této definice je ziejmé, Ze pfimkova plocha ®(v,, B) zévisi pouze na po-

L Al v) o
é w0) B(u, v) koeficient 2,, 4,.

. dv Ay(w,v) L. N
Definice 3. Vrstou car T Ao B(u, v) nazjvejme u-parametrisujict

vrstvou Sar (soustavou B,-Car), spliuje-li B(u, v) podminku
oB
(®) 26 o = Bx2py + B) + Bfu — f*.

Jestlize plocha ¥ je vztaZena na jiné asymptotické parametry u*, v*, pak

*
stejnym zplsobem lze na ni definovat vrstvu dar thZ_* = B*(u*, v*).
Poznédmka 2. Jestlize plocha @(vy, B) vytvofend bodem (7) mé spliiovati
podminku (y, 2, ¥’, 2’) = konst == 0, je nutné, aby bylo A,, = 0, jak vychézi
snadnym podtem. V odstaveich d), e) budeme vidy predpoklédat, Ze tato.
podminka je splnéna, tj. Ze 4, je funkei pouze parametru v; 1, = Ao(v).
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Véta 1. Pro soustavy R(ve, 4, Ay, As) Dlati pro vdechna v, simultanné: w je
Cartanovym parametrem pro kaZdou R(vy, A, Ay, 4,), jakmile B spliiuje pod-
minku (8).

Dikaz. Derivovanim rovnic (7a) s pfihlédnutim k (3) vychézi:

(9) y =z,
Yo = 2y
yuu = ﬂxﬁ + plla7 ’
z = Az + Az, + A%y
2y = x(Au + lell) + xu(A + llu) + xv(zlﬂ) + xtw'lz s
Zuw = Z[Aw + P11l + 2AuP11 + MPisu + Aa(BP22 + P11o)] +
+ 2,24, + 4P + L + ABy] +
+ z,[BA + 284 + My + Ay(Bs + P1a)] +
+ Zuo(218) -
Jestlize do (1a) poloZime za ¥, ', y”, Tesp. z, z’, 2" vyrazy (9) Pro ¥, Yu; Yuu> LeSP.
2, 2y, Zyy, Obdrzime dvé rovnice, které jsou splnény identicky tehdy a jen tehdy,
plati-li soustavy :
{9a) Py = oy + 324 + Bi(4y + Aipy)
0 = apdy + Bu + Bra(4 + A1)
B = 12y + Pr2hiB,
0 = ﬂ1212 >
Ay + Pl + 220011 + 4Piyu + A(BP2e + Pa10) =
= &gy + Kaed + Bog(Au + Apn)
24, + Ap11 + A + 2By = dnehy + Bar + Bao(4 + A1),
BA + 2By, + AP ‘i",}“z(ﬂv + Pu) = Saaky + Paalif
. MW= ﬂzzaz .
Odtud snadno dostaneme:

(10) B+ Be=0,
0‘11+0‘22=22[132m2+ 2(2p11+/3‘v)+ ﬂu—ﬂ]

Dosadime-li ;5 = B (45, = 0), dostaneme pro «;; + &y, = 0 podminku (8).

1

Véta 1 byla dokézéna za pfedpokladu 1, . 4, & 0 (¢imZ vyludujeme, %Ze uvazo-
vany systém ar g; = B(u, v) je systémem a,symptotlk

Jestlize vSak A; = 0, pak tvofici piimky plochy ®(v, B) jsou teéna,m1
asymptotik u = konst. plochy ¥ v bodech asymptotiky » = »,. Soustavu
R(vy, 4, 0, 4y) tvoii pak podle (7), (7a) 8ary vytvoiené body

(11) 5 = x(u> ’00) ‘{‘ r[A(u, 'Uo) z(u, 'Uo) + lz(u: 'Uo) x'n(u: 'Uo)] :
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Vé&tu 1 pak nahrazuje

Véta 2. Parametr u ve vyjadieni (11) soustavy R(vy, 4, 0, A,) je jejim Cartano-
vym parametrem (p¥i kafdé hodnoté v = v, = konst.), plati-li 2p;; + B, = 0.

Dikaz. Z rovnic (9a) vychazi pro 4, = 0, za pfedp. 1, = 0,

, B+ Poa =10, oq + tpy = 2Py + s -
Podminka &, + &y, = 0 vyjadfuje, Ze plocha ¥ je plochou ¥.

Véta 3. Nutnd podminka, aby w byl Cartanovym parametrem systému R(vy, A,
A1y Ag) @ aby tento systém R byl soustavou asymptotik, je, Ze ¥ je plochou ¥, na niz
jsou parametry voleny tak, Ze plati 2p,; + B, = 0.

Dikaz. Aby systém R(v,, 4, 4,, 4,) byl systémem asymptotik (za piedp.
A = 0), je nutno a stadi, aby bylo 8;; == B2 = Bs = P22 = 0, coZ lze dokézat
snadnym vypodtem. Odtud pak dle (9a) snadno dostaneme: .

M=0, 24,4+ 4y =0, o5 + & = 2p;; + B,

Poznamka 3. Ve viech vétach vpfedu uvedenych se predpokladsd 1, == 0,
tj. Ze uvedeny R-systém neleZi na ploSe teden asymptotiky v = v,

e) Véta 4. Je-li T transformact parametri u, v podle definice 1 v nové para-
metry w*, v*, pak kaZdd u-parametrisujict vrstva éar plochy ¥ se transformuje
v w*-parametrisujict vrstvw éar plochy ¥ tehdy a jen tehdy, jestlize T je tramsfor-
mact T,.

Dakaz. u-parametrisujici vrstva dar v = B(u, v) na ploSe ¥ necht mj

du
%
v nové soustavé rovnici % = B*(u*, v*), kde zfejmé plati
(12) B(u, v) = f'~'g" B*(u*, v¥) .

Podle definice 3 je funkce B(u, v) integralem dif. rovnice (8). Do této rovnice
dosadme za B(u, v) z rovnice (12) a za f, ., Bv, 2011 + Po Z (6), (6a). Po snadné
Upravé pak vychézi parcidlni dif. rovnice pro B*(u*,.v*):

oB*
(13)  2px —

O — Br(apt, + B3) + B — - 2BR( — f).

*

Vistva &ar %% = B*(u*, v*) je w*-parametrisujici vrstvou éar tehdy a jen

tehdy, plati-li ve (13) f' — f* = 0, transformace T je tedy transformaci T,.
Uvaiujme kongruenci K ptimek

(14)  E=2+ r{d(x,v) 2 + @(V)[B(u, v)]" 2u(¥, v) + (V) T5(u, v)} -

Piimky této kongruence jsou tednami vrstvy éar % = B(u, v), kterd necht je

wu-parametrisujici vrstvou &ar na plose ¥. Plochy % = konst., v = konst. kon-
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gruence K nazyvejme parametrickymi v-plockams, resp. u-plochami kongruence-
K. Podle véty 1 8ary r = konst. vytvareji na kazdé parametrické u-plofe (v = v,)
soustavu R(vy, 4, B, @), pro kterou je parametr v Cartanovym parametrem.
Necht T(£) je transformace T parametri u, v, spojend s normalisaci faktoru
p¥i & podle rovnice
& = falgide .

: i v Wt + g
Je-li T, (&) zvlad$tnim pi{padem transformace T(£) pro f(u*) = P
1 3
&y, O3, V1, VY3 = konst., «;73 — pi05 + 0, ¢ je libovolna funkce parametru v*,

pak plati

13 -V ’ 4 ) '1c4 o d
Viéta 5. Budiz ddna kongruence K teCen wu-parametrisujici vrstvy Car a% =

= B*(u, v) plochy ¥ rovnict (14). P¥i transformaci T,(&) parametrd w, v tvoft

Cdry r = konst. na kaZdé pFimkové u*-plode kongruenci K (tj. na ploe podél niZ

dv* = 0) parametricky R-systém, pro néjz u* je opét Cartanovym parametrem.
Diikaz. Podle definice 1 snadno vychézi

z, = %]u__%f”gr&x* + i’—%g,%x:‘ ,
x, = 3f'tg'g"e* + [y’ .

Dosazenim do rovnice (14) a po tGpravé pak plyne

(15) £ = o* + r{a*[d* + *B* 7 + d9¥g "] +
+ 2L[g' " @*B*1] 4 2y le*],

*
kde B*1 = f~1g'B-1  A(u,v) = A*u*, v*), ¢v) = ¢**). Ciry j—zg ==
= B*(u*, v*) tvoii podle véty 4 w*-parametrisujici vrstvu. Vyraz g'-1p* zévisi
pouze na parametru v*. Sprivnost véty je pak zfejmd podle véty 1 a po-
znamky 2.

f) Kazda pfimkové plocha dotykajici se plochy ¥ podél jeji asymptotiky
% = %, je vytvoiena bodem & = y + rz, kde
(16) K y=oo),

z = A(uy, v) B(wg, v) + Ay(%y, V) Tu(%g, ¥) + Aa(to, V) Ty(ty, V)

Definice 2a. Oznadenim R(u,, 4, 1,, 4,) rozuméjme soustavu R-Sar plochy

(16), jeji% &ary jsou dany rovnici r = konst. Kazd4 soustava R(u,, 4, 1, 1,)

leZi na piimkové plose @(u,, B), kters
1. dotyké se plochy ¥ podél jeji asymptotiky u = u,,

2. jeji tvofici primky se dotykaji far systému d—Z =

v bodech asymptotiky u = u,.
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d _
Vrstvu éar d—;:— = B(u, v) nazyvejme v-parametrisujici vrstvou plochy ¥,
spltiuje-li B(u, v) podminku
aB - _—
(17) 2y o> = — (2P + 1) — By, + B

Pro plochy @(u,, B), v-parametrisujici vrstvy &ar :1171: = B(u, v) a soustavy

R(ug, 4, 4, 4,) lze odvoditi véty analogické v&tam 1 a% 5.

g) Definice 4. Vrstvu Car g—z = B(u, v) na plode ¥ nazjvejme (u, v)-para-
‘metrisujict vrstvow Sar, vyhovuje-li B(u, v) podminkdm (8), (17), tj. soustavé
parcidlnich diferencidlnich rovnic

oB
(18) 2.B %’ = 32(21011 -+ /31)) + Bﬂu - ﬁ2 »
oB .
2y =5 = — (2Pm + 7u) — By, £ B2,

Podle této definice a pfedchdzejicich odstavch je ziejmé, Ze (u, v)-para-
metrisujici vrstva dar je soudasné u-parametrisujici i v-parametrisujici vrstvou
dar na plose ¥.

Soustava (18) je iplné integrabilni, plati-li tyto podminky:

(19a) By(2p11 + Bodo — (2P11 + Bo)(2Pas + Yu)u = 0,
(19b) By(2P22 + Yudu — (2092 + Yu) (2011 + Bo)y = 0,
‘(190) - (2p11 + ﬂv)(zpzz + Vu) + ﬂy[log (:By)]uv + :82)’2 = O *

Jestlize koeficienty f, ¥, P11, Pae diferencidlnich rovnic plochy ¥ [(3)] vyho-
vuji mimo rovnic (4) jeSté podminkidm (19), pak — a jen tehdy — ekistuje na

d
ploSe nekoneéné mnoho (u, v)-parametrisujicich vrstev &ar bl B(u, ).

dw
Podobné Ize definovat na plose ¥, vztaZené na asymptotické parametry
. *
u*, v¥* — (u¥ v*)-parametrisujici vrstvu dar %:—L; = B¥(u*, v*).

Vita 6. Jestlide na plode ¥ existuje nekoneéné mnoho (u, v)-parametrisujicich
wrstev éar gg- = B(u, v), pak jejich wplnd soustava tvort systém hypergeodeticky.

Dikaz. Z rovnic (18) snadno vychézi

d*» @B  ¢B dv\® y dv\*[ 1 y,,]

W—E+B—UB_(H) -2_+(—d_z;) [—2—‘3(21’11‘*‘/30)—5 +
dv \| B, 1 B
+(@)[§E“g(2pzz+}{u)]“§-
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h) Soufadnice x = z(u, v) koincidendéni plochy ¥, , necht vyhovuji soustavé
diferencialnich rovnic

(20) Ty =X+ (cu +h) 2, Zpp=12,+ (cv + k)2,
¢, b, & = konst. (Segre [6], str. 102). Podle rovnic (3) tedy zfejmé& plati:

Véta 7. Na koincidenéni plode ¥, , o rovnicich (20) existuje nekoneéné mmnoho

(u, v)-parametrisujicich vrstev Ear —gg = B(u, v) tehdy a jen tehdy, je-li ¢ = 0,
h.k=%.

Dikaz. Rovnice (4abc) a (19ab) jsou splnény pro viechny hodnoty c, &, &,
rovnice (19¢) pouze pro ¢ = 0, & . k = %. Integraci soustavy (18) snadno dosta-
neme

log [J/2AB — 1] — log [J/2hB + 1] = u + 52 + C, C = konst .

. Pii transformaci T parametri «, v plochy ¥, , plati podle (6) a (6a)

(21) B* = frg'-t, px =fy,
2cf + h) = f'-2(2pF + B) + 2 A—F 1),
2eg + k) = g'~2(2p8 + yi) + 29— g+ g') .

Véta 8. Na koincidenént plode W, ,, vztaZené na asymptotické parametry u*, v*,
pro ntz jsou splnény podminky (21), existuje nekoneéné mnoho (u*, v*)-para—

. *
metrisujicich vrstev éar % = B*(u*, v*), vyhovuji-li funkce f, g relacim

2'ef +h) — A=+ ) =mf?, 29%cg+ k) —2—g" +g)=m7g?
m = konst = 0.

Dtikaz. Rovnice (4abe), (19ab), kde misto u je tieba dosadit u* atp., jsou.
pro funkce f*, y*, pi1, Pa splnény podle (6a), (20), (21). Dosadime-li z rovnice
(21) do (19¢), kde opét misto u piSeme u* atp., dostaneme po snadné dprave:

(2f%(cf + k) — 2(—F + )1 =[29%(cg + k) — 2(— g* 1+ g)] g%

Vyraz na levé strané zavisi pouze na proménné u*, pravéd strana pouze na.
proménné v*. Odtud ihned vychézeji hledané relace. '

Pracovdno v semind¥i diferencidlini geometrie prof. dr. J. KLAPKY.
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PesoMme

O ITAPAMETPE HAPTAHA
HA HEJIMHEWYATEHEIX TIOBEPXHOCTAX

VOCE® BAJIA (Josef Vala), Bpro

. . . do .
B paGore pacMaTpuBaOTCA CBOMCTBA CeMEHCTB JIMHMA I = B(u, v) (cemei-
%

crBo B,), rme B(u, v) aBnsgerca pemerumeM TuddepeEnnalsroro ypasHenus (8),
HAa HeJIMHeHIaTON NMOBEPXHOCTH ¥, KOOPAWMHATH IOBEpPXHOCTH ¥ ABIAITCH
pemerweM nudgepernmansEEX ypaBrenmil (3). Hacarenpupie K IumHEAM ce-
MeficrBa B, B TOUKaX u-THHUE (v = ¥,) ONPeHeIA0T JIEHEHIATYI0 TOBEPXHOCTE
D(vy, B), (7), Ha KOTOPOH MOKHO HaMTH cucTeMH R, KOTOpEIe cofep:RaT IHHIIO

2
v = v, (cmremsl R(v,, 4, Ay, 4,), rme 23 = B), TaK 94T0 % SIBIgETCA DapaMeTpoM
1

HRaprana (B cMeicne o6o6merna M. Baprepa) ra mosepxroctua D(v,, B).

Hamee paccMarpmBaioTes n3MeHeHU ceMelicra B, u cucremsr B(vg, 4, A5, 4,)
npum tparcopmanmu T, (5), (5a) mapamerpos % u v. (Cmcremsr R-mummi Ha
DOBEPXHOCTH IPENCTABIAIT ONHOIAPAMETPHIECKYIO CHCTEMY IMHEN, KOTOPHE
mepeceKaloT o0pasywmme 3Tofl HOBEPXHOCTE B IPOEKTHBHOM psife Todek.) Io-
[OGHO MOKHO OompemelATsh cemeiictsa B, ma mosepxHocT: ¥.

Hamee paccmarpmBaeTca ciIydai, Korja Ha HOBepXHOCTH ¥ CyImecTBYeT
OecKOHEYHOE MHOJKECTBO ceMedcrB B, Tak, 4ro atm cemeiicTBa B, sBigorca
cemeticrBamu B,. Oco6eHEHO IPOCTHIM ABIAETCA M3yYeHHE B TOM CiIydae, KOIKa
TIOBePXHOCTh ¥ ABIAETCA KOMHNHUIEHTHOM IIOBEPXHOCTHIO.
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Zusammenfassung

DER CARTANISCHE PARAMETER AUF DEN FLACHEN,
DIE KEINE REGELFLACHEN SIND

JosSEF Vavna, Brno

In dieser Arbeit werden eiﬁige Eigenschaften der Kurvenschar % = B(u, v)

{(der u-parametrisierenden Kurvenschar B,) auf der Fliache ¥, die keine Regel-
flache ist, studiert. B(u, v) ist eine Losung der partiellen Differentialgleichung
(8). Die Ableitungsgleichungen der Flache ¥ sind in der Form (3) gegeben. Die
Tangenten der Kurven der B,-Schar in den Punkten der u-Kurve (v = v,) bil-
den eine Regelfliche ®(v,, B) (7). Auf dieser kann man E-Systeme, die die
Linie v = v, (Systeme R(v,, 4, 4;, 2,), W0 -i—z- = B ist) enthalten, so wihlen,
1

. dafl der Parameter % im Sinne der Verallgemeinerung von M. Barner ein Carta-
nischer Parameter auf der Fliche ®(v,, B) ist.

Weiter studiert man die Anderungen der B,-Scharen und der Systeme
R(vy, 4, 2y, 4,) bei der Transformation T, (5), (5a), der Parameter u, v. (Unter
der Bezeichnung R-System versteht man ein solches einparametrisches System
von Linien auf der Regelfldche, die die Erzeugenden dieser Regelfliche in den
projektiven Punktreihen schneiden.) Ahnlich kann man die B,-Scharen auf der
Fliche ¥ definieren.

Weiter studiert man den Fall, wo auf der Flache unendlich viele Scharen B,,,
die gleichzeitig B,-Scharen sind, existieren. Besonders einfach ist der Fall, wenn
die F liche¥ eine Koinzidenzfliche ist.
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