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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 90 (1965), Praha

UBER DIE BEGLEITENDEN NORMALDREIBEINE
DER FLACHE #{ ;, 11

VAcLAv HAVEL, Brno

(Eingegangen am 31. Mirz 1964)

1. Im ersten Teil [1] dieser Behandlung wurde der ,,asymptotische Normal-
dreibein® MJ,J,J; der Fliche & = s  konstruiert, welchen wir nun abéndern
(wir wechseln das Vorzeichen bei h), so dass

M dM = duJ, + dvJ,,
dJy = wjJy+Bdud, + (1 — hdvJ,,
dJ, =ydvJ; + w3J, + (1 + h)duJs,
dJ; = w3 J; + 03J, + @} J;;

die Koeffizienten w? haben die gewShnliche Form al du + bJ dv; u, v sind asympto-
tische Parameter, B,y sind die verallgemeinerten Fubinischen Koeffizienten (wir
setzen voraus, dass B # 0,y + 0) und h ist die Torsion der Fliche. Weiter verlangen
wir das Bestehen der Unimodularitdtsbedingung

() o] + 0} + 03 =0.

Diesen Dreibein kann man aus dem speziellen Svecschen Tetraeder der Flidche P 4
([6], S. 387) gewinnen, indem man die Symbole A, 4,, A,, 43, af, bY durch
M, Jy, J,, J3, 0,0 ersetzt und anstatt der projektiven lokalen Koordinaten x°, x!,
x2, x> die affinen lokalen Koordinaten untersucht. Das entspricht dem Ubergang
zum lokalen affinen Raume und zur dquiaffinen Gruppe,*) nachdem A,, 4,, 4; in
uneigentlichen Punkten der Koordinatenachsen x!, x2, x> gewihlt wurden. Wir
beschrinken uns im weiteren ausschliesslich auf den dquiaffinen Fall.

Von diesem Gesichtspunkte aus kann man aus der geometrischen Beschreibung
des speziellen Tetraeders A,A,;4,A4; sofort die entsprechende Beschreibung des
Dreibeins M J,J,J; bekommen: uneigentliche Punkte der Koordinatenachsen x!, x?
sind Beriihrungsprunkte der Tangentialebene x'x>, bzw. x2x> beziiglich der Quadrik
2,0) bzw. 2,(0); [6], S. 394. Die Koordinatenachse x> (d.h. die Demoulinsche

*) Die Bedingung der Unimodularitit o3 + o} + w% + wg = 0 ibergeht in (2).
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Gerade; [3], S. 329) ist also die Schnittgerade der entsprechenden asymptotischen
Tangentialebenen von 2,(0) bzw. 2,(0).

2. Die Quadfiken 2,(v), 2,(v) haben bei h + +1 die lokalen Gleichungen

1 h 1 vBy
3 L+ h)x!x? —x*+=(a+——)x'x*> = -(a} + —)(x*)?,
() (+h)xx 2( 1+h> 2\ = 1))

— 1.2 3 1 — hv 2.3 __ _1_ 2 _ﬂ 3\2
@ (L= R)xix? — x +2(b 1_h>xx _2(b3+ 1_h)(x> ,
Woa = — a} — a3 + a3, b = — b3 — b} + b3; zur Herleitung und geometrischen
Bedeutung siehe [6], S. 390 —391.

Die Quadrik 2,(v) enthilt den Punkt (0,0, —2/(a} + (vy)/(1 + h)), wenn aj +
+ (vBY)/(1 + h) + 0 und die zur Koordinatenachse x> konjugierte Polar beziig-
lich 2,(v) hat die Gleichungen x* =0, x' =2:(a + h,/(1 + h)), sofern a +
+ h,/(1 + h) % 0. Daraus folgt bei geeigneter Wahl von v die geometrische Bedeu-
tung des Einheitspunktes der Koordinatenachse x* und bei a + h,/(1 + h) + 0
auch die geometrische Bedeutung des Einheitspunktes der Koordinatenachse x!.
Analogisch kann man beim Austausch von u, v schliessen. Die Relationen a +
+ hJ(1 +h) =0, b—hJ(1 —h)=0sind bei h + 0 in [1], S. 589 geometrisch
beschrieben: in unserem Falle driicken sie das Zusammenfallen der ,,ersten Normale*
und der ,,Pseudonormale® mit der Koordinatenachse x> aus.

Im Falle h = 0 kann man die Oskulationsquadrik s# verwenden, die mit beiden
Asymptotiken im Punkte der Fliche die Beriihrung vierter Ordnung hat und durch

©) —3x + x'x2 + ((In B]), — 2} + a2) + 2a) x'x® +
+ %((ln lyl, — 2b3 + b}) + %b) 2x3 = 0

gegeben wird; [4], § 3.
Die zur Koordinatenachse x3 bgziiglich 2 konjugierte Polar hat die Gleichungen

(6) _x,‘3 = 0, _3 + (%((ln Iﬁl)u - 261} + a%) + %a) xl +
+ (%((ln l')’l)u - 2b§ + bi) + %b) x2=0.

Sind die Koeffizienten bei x!, x2 von Null verschieden, folgt daraus die geometrische
Bedeutung der Einheitspunkte der Koordinatenachsen x?, x2.

Bemerken wir, dass bei allgemeiner Torsion kann man auch die geometrische
Bedeutung der Einheitspunkte von Koordinatenachsen: x!, x2 durch die zweite
Wilczynskische Direktrix ersten Typus, bzw. durch die Greensche Kante ersten
Typus beschreiben.

3. Das Verschwinden der Torsion kann man auf verschiedene Weise charakte-
risieren, z.B. durch die Existenz einer reguldren Quadrik 5#, die mit beiden Asympto-
tiken im Punkte der Fliche die Beriihrung vierter Ordnung hat; [4], § 3.
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Es sei also im weiteren h = 0. Dann fallen 2,(0), 2,(0) zusammen gerade dann,
wenn a = b = a3 — b2 =0, und das Zusammenfallen Greenscher Kanten erster
zwei Typen ist durch a3 = b} = 0([4], § 3) charakterisiert.

Setzen wir also @ = b = a2 = b} = a3 — b2 = 0 voraus. Daraus folgt dann
al = a3 = bZ = b3 = 0 und das Zusammenfallen der drei Typen von Wylczynski-
schen Direktrizen ist nun mit g, — a3 =y, — b} = 0 ([4], § 2) gleichbedeutend.

Die Quadrik 2,(—1) = 2,(—1) enthilt den uneigentlichen Punkt der Koordi-
natenachse x* gerade dann, wenn Py = a3 = b3, was sich sofort aus (3), (4) fiir
v = —1 ergibt. Die Voraussetzung B # 0, y # O fiihrt nun zu a3 =+ 0.

Weiter handelt es sich um die geometrische Bedeutung der Relationen

() (a3), = (b3). = — a3y, (b3), — (a3), = — b3.

Aus Abschnitt 2 wissen wir schon, dass der Punkt (0, 0, —2/a}) auf 2,(0) = 2,(0)
liegt und damit ist schon auch der geometrische Sinn von By = a} gegeben. Weiter
bemerken wir, dass der Punkt (— a3y, — b3B, 2By) auf der Wilczynskischen Di-
rektrix ([6], S. 395) und der Punkt ((a3), = (b3), = (By).> (a3). = (b3)u = (BY)w>
2pBy) auf der Fubinischen kanonischen Gerade ([2], § 2) liegt und dass der geometri-
sche Sinn fiir (b3),, (a3), mit Hilfe der Tangente zu der Kurve der Punkte (— a3/(28),
— b3/(2y), 1) (bei dv = 0, bzw. du = 0) beschriecben werden kann. Daraus folgt
dann die (ein wenig komplizierte) geometrische Bedeutung von (5).

Es ist gut bekannt, dass die Fliche &/ gerade dann im &dquiaffinen Raume liegt,
wenn (a¥), — (b%), = bja} — ajb! fir j = 0,1,2,3; k = 1,2,3, d.h. wenn

(ag) — (bs)u = 0 = b, (a3), = (b3)u = 7, = va} — b3,
(a3)o — (b3)u = 0 = a3, (a3)s — (b3). = ¥B — b3,

(a3), — (b3), =0 =a3 — b}, dh. k=0, (a3), — (b3) =0 =b3 — b3,
(a1)s — (b1 = (a1), = a3 — 8, (a3) — (b3), = b3 — a3 — ajy,
(a}), — (b]), = B, = a3 — pb], (a3), — (b3), = b3B — a3b3,
(a1)o — (b))y = 0 = a3 — aj, (a3)o — (b3)u = b3 — a3,

mit a} =al =b% =063 =0.

In fritheren Betrachtungen haben wir also schrittweise geometrische Bedingungen
auf & so weit gelegen, bis alle Integrabilitdtsbedingungen ausgeschopft wurden.
Analogisches Verfahren fiir 25 , ist in [2], § 3 angegeben. .
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Résumé
O NORMALNICH REPERECH PLOCHY M%_s, 11

VAcLAv HAVEL, Brno

Pro ,,asymptoticky normdlni* reper MJ,J,J; plochy .:afg,s, dany rovnicemi (1),
je poddn geometricky vyznam jednotkovych bodid soufadnicovych os lokdlnich
prostori a jsou geometricky charakterisovdny podminky integrability pro pfipad
vnofeni do ekviafinniho prostoru.

Pe3rome

HOPMAJIBHBIE PEIEPHI IIOBEPXHOCTHU 3 5, 1

BAIIJIAB I'ABEJI (Viclav Havel), BpHo

Jist ,,aCHMIITOTHYECKOTO HOpMajbHOro* pemnepa (1) moBepxHOCTH /5 5 HaHO
reOMETPHYECKOE 3HAYEHHE OPT JIOKAJBHBEIX IPOCTPAHCTB, M TEOMETPHYECKH Xapak-
TEPHU30BaHBI YCJIOBHS MHTETPHPYEMOCTH [UIs CIydasi IOBEPXHOCTH 3KBHA(YUHHOTO
IIPOCTPAHCTBA.
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