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Casopis pro péstovini matematiky, rot. 91 (1966), Praha

O JEDNE SMISENE OKRAJOVE ULOZE TEORIE
ANALYTICKYCH FUNKCI

Jikf VESELY, Praha
(Doslo dne 12. srpna 1965)

Pii studiu okrajovych tloh teorie analytickych funkci se zpravidla pfedpoklddd
,,dostatetnd hladkost* k¥ivek, tvoficich hranici uvaZované oblasti. Casto se k fefeni
té&chto wloh uZivd Fredholmovy metody, pro kterou se zpravidla tento pfedpoklad
zavddi. V tomto ¢ldnku vyjddfime feSeni jisté smiSené okrajové tilohy pomoci inte-
grdld typu

4y \ j KEE% a,

kde K je rektifikovatelnd Jordanova k¥ivka a F spojitd redlnd funkce na této kfivce.
Pro libovolnou spojitou funkci F nemiiZe viak ani pfedpoklad hladkosti k¥ivky K
zarudit existenci spojitého roziifeni funkce vyjddiené integrdlem (1) z vnittku kfivky K
na K. V souvislosti s tim se studuji oblasti ohraniCené kfivkami, spliiujicimi dalsi
omezeni, na p¥iklad tzv. Ljapunovovy podminky.

V &dncich [5] a [8] jsou studovdny okrajové tlohy teorie harmonickych funkci;
vysledkd zde dosaZenych lze pouZit pro zobecnéni feseni ulohy fesené téZ v [1] a [2].
V prdéci [1] naznaduje autor moZnost pfevedeni sloZit&jsich uloh na tuto ulohu, v préci
[2] je popsdna aplikace této ulohy v hydrodynamice. V tomto ¢ldnku jsou formulo-
vdny nutné a postadujici podminky pro spojité roziifeni redlné a imagindrni &dsti
studované funkce z uvaZované oblasti na &dsti hranice, kladené na kfivky tuto hranici
vytvéfejici. Je zde vySetfen Fredholmilv polomér operdtoru pouZitého k feSeni této
llohy a uddna podminka, zarudujici existenci feSeni vilohy pro dostatedné Sirokou
tfidu hraniénich podminek.

Pro formulaci ulohy zavedeme ndsledujici oznadeni. Necht E; znadi mnoZinu
viech redlnych &fsel, E, mnoZinu viech komplexnich ¢isel, K; « E; pro 0 < j < q
jest systém Jordanovych kfivek s vnitfky D;, pfiCemZ pro 0 < j < k < ¢ plati-

. q
@ D;nD,=9, D,>UD,.

Cj=1
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Ktivka K, jest orientovdna kladné, kifivky K;, j = 1, ..., q zdporn&. PoloZime
q
(3) D = Do - .UID"
j=

a zvolime pevné pfirozené p, 1 < p £ q. Necht L = U K L= U K,L=LuL.

Je-li M kompaktni, M < E,, oznafime symbolem C(M) Banachﬁv prostor vsech
spojitych redlnych funkci na M s normou ||F| = sup |F(t)|. Dédle necht Q znati
teM

mnoZinu viech funkci z C(L), které jsou konstantni na kazdé komponenté L, Qo mno-
zinu viech funkci z Q, které nabyvaji na kfivce K, pouze nulové hodnoty. Zfejm&
je Qo = Q = C(L). SmiSenou Dirichletovu tulohu, kterou se budeme zabyvat, lze
formulovat ve tvaru:

Uloha 1. K dané funkci G e C(L) najdéte jednoznagnou analytickou funkci @
v oblasti D tak, aby existovaly koneéné limity

lim Re &(z) = &(¢) pro (eL,
z={
zeD

lim Im &(z) = &({) pro (el
o
a platil vztah @ — Ge Q.
Reseni této tlohy budeme hledat ve specidlnim tvaru stejné Jako v [1] & [2].

Proto téZ ucinime dal¥i pfedpoklad, Ze totiz K, K;, ..., K, jsou rektifikovatelné
kfivky. Budeme studovat funkce ¢(z) = ¥F(z) pro F € C(L), z€ E, — Ltypu

1 F 1 F
C -z 1t & —z
Pro feSeni ulohy 1 ve tvaru (4) je nutno najit k funkci G € C(L) ,,hustotu* F, tj.
vySetfiti ndsledujici ulohu:

Uloha 2. K dané funkci G e C(L) urcete funkci F e C(L) tak, aby funkce ¥F = ®
uréend vztahem (4) byla feSenim tlohy 1.

Z hlediska uréeni chovdni funkce WF v okoli L a zarudeni existence potfebnych
limit je vhodné vySetfit ndsledujici ulohu:

Uloha 3. Nechf WF je definovdna vztahem (4). Najd&te nutné a postadujici podmin-
ky k tomu, aby pro kaZdou funkci F € C(L) existovaly vlastni limity

(5) lim Re ¥F(z) = AF({) pro (eL,
]

. limIm YF(z) = AF({) pro (el .
z={

zeD

321



Pozndmka 1. Z existence vlastnich limit (5) pro vSechna { € L plyne spojitost
funkce AF na L, tj. AF € C(L).

Zac¢neme fe§enim ulohy 3. Zvolime ndsledujici oznaéeni. Necht je K rektifikovatel-
nd Jordanova Kfivka v E,, vytvofend komplexni spojitou periodickou funkci
redlné proménné ¢ s periodou 2k, k > 0, s ndsledujicimi vlastnostmi:

(6) W(<0, 2kY) = K, y(t + 2k) = y() pro tekE,,
0 < |t; — ty| < 2k = y(t;) + ¥(t;) pro t;, 1, €E,.

Z rektifikovatelnosti k¥ivky K vyplyvd pfi béZném zpusobu definice variace funkce
na intervalu var [{; I] < + oo pro kazdy omezeny interval I < E,. Pfifadime kazdé
funkci F e C(K) ptedpisem f(t) = F(y(r)) spojitou redlnou periodickou funkci f
na E; s periodou 2k. Vezmeme-li za normu na mnoZin€ viech takovych funkci
maximum funkce na E; a ozna&ime-li takto vznikly prostor C,,, je uvedenym pfed-
pisem vyjddfeny vzdjemné jednoznalny vztah mezi funkcemi f, F izometrickym
izomorfismem

7 C(K) < Cy .

KaZdé funkci F e C(K) pfifadime funkci ¥F, definovanou pro z € E, — K pfed-
pisem

(®) WKF(Z)=JKC£%dC=I:k%%dt v ().

pfitemz vzhledem k (7) budeme pouZivat vZdy vhodngjsiho z obou vyjddieni. V po-
slednim integrélu lze integrovat p¥es libovolny interval I = E, délky 2k.
Pro z ¢ K Ize psdti

)] W(t) — z = |Y(t) — z| . exp i 9,(),

kde 9,(z) oznatuje spojitou vétev arg [y(t) — z] na E,. Ddle oznatime pro F € C(K),
zeE, - K

(0 Rewer)= [ O d o= f'ﬁ%d,lwﬁ)—zlﬂm@ P,

Im ¥y F(z) = j F0) 4,90) = Wi ).

Necht 4, B jsou dv& mnoZiny v E,, pak dist (4, B) = inf {|z, — z,|; z, € 4, z, € B};
jelli A = {z;}, piSeme kratleji dist (4, B) = dist (zy, B). PoloZme B(M) =
= Fe o, |F] 3 1.

Lemma 1. Je-li A < E,, dist (4, K) > O, pak vsechny funkce M(z, F), W(z, F)
pro Fe B(K) Jsou stejné spojité a stejnomérné omezené na A.
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Diikaz tohoto tvrzeni vyplyvd z lemmatu 2.1 v [8]. Necht ddle Int K zna¥ ome-
zenou komponentu E, — K, tj. vnitfek kfivky K, Ext K neomezenou komponentu
E, — K. Pro z ¢ K zavddime ozna&eni ind (z, K) pro index ‘bodu z vzhledem ke
kfivce K, tj.

ind (z, K) = 2l A, arg [Y(u) — z; {1, t + 2k)].
n

Oznacime je§t& symbolem ¢ hodnotu ind (z, K) na Int K, tj.
(11) ind(z,K)=o¢

Jelli ze E,, a €0, 2n), Re (0, +o0), oznaime ujx(z, o) podet (0 < pg(z, a) <
< +o0) bod mnoZiny K N {z + rexp iz; 0 < r < R}. Funkce puf(z, @) je lebes-
gueovsky méfitelnd funkce vi&i promé&nné a (viz [6]) a Ize poloZiti

(12) o(z) = j (2, o) da.

0o

Pro R = + oo budeme psdti pouze v*(z). Oznatime-li Dy libovolnou z komponent
E, — K, plati:

Lemma 2. Nutnou a postalujici podminkou pro stejnomérnou spojitost funkci
W(z, F) na Dy pro vSechny funkce F € C(K) je vztah

(13) sup v*({) < + .
LeK

Diikaz tohoto tvrzeni vyplyvd z véty 2.10 v [5]. Stejnomé&rnd spojitost funkei
Wi(z, F) (F € C(K)) na Dy je ekvivalentni s existenci vlastnich limit

(14) lim Wy(z, F) pro (eK.
z=
zeDx

Pro vypodet limity (14) zavedeme funkci 9(t), { € K, t € E;. Necht { € K; zvolime
libovolng to e Yy~ 1({) = {to; to € E;, Y(to) = (}. V (to, to + 2k) existuje vzhledem
k (6) spojitd v&tev 9,(f) argumentu arg [y(r) — {]. Z (13) plyne (viz [8]) var [941);
(to» to + 2k)] < + o0 a existuji tudiZ vlastni limity

im 9,(f) = 9(to+), Lim 9(t) = 9/(to + 2k) —).

t—to+ t—>(to+2k)~

Polozime 9,(to) = 9,to+) a takto definovanou funkci /1) rozsitime z (to, to + 2k)
na E, pfedpisem

asy 9/t + 2k) = 3,1) + om,
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»

kde o je ureno vztahem (11). I pro pevné zvolené { e K neni funkce 9,(t) ur€ena jed-
nozna¢n&, nybrZ jen aZ na jistou aditivni konstantu. Funkce 9,(f) pro z ¢ K byla
spojitd v E,, funkce 9,(t) pro { € K v E; obecn& spojitd nemusi byt. PoloZime

(16) Wil F) = j :"Fwa» 4, 91).

Hodnota Wi((, F) je urlena jednoznadng, nezdvisle na vybéru 9,t). Potom plati
(viz v&ta 1.2 v [8]): '

Lemma 3. Necht plati (13). Pak pro libovolnou funkci F € C(K) a libovolné { € K
plati
(17) lim W(z, F) = Wi((, F)  on F(0),
' sepx
kde ,,+ resp. ,,—* plati pfi Dy = Int K resp. Dy = Ext K.

Provedené uvahy lze snadno zobecniti na oblasti, jejichZ hranice je sloZena z ko-
neén& mnoha rektifikovatelnych Jordanovych kfivek, specidlné tedy pro systém L.
Necht Yk, My;, Wy; jsou definovdny analogicky jako odpovidajici funkce ve vztazich
(8) a (10). Pro libovolnou F € C(L) definujme

p—1 p—1
(18) My (z F) = ZOM,(,(Z, F), Wy (z, F)=Y Wx(z,F), zeE, - L,
i= j=0
q 9
Mz, F) = Y Mg(z,F), Wy(z,F)=Y Wg(2,F), zeE, - L.
j=p i=p

Lemma 4. Nechf A c E,, dist (4, L) > 0. Potom vSechny funkce M, .z, F),
W, (z, F) pro F € B(L) jsou stejné spojité a stejnomérné omezené na A. Pro
dist (4, L") > O plati analogické tvrzeni o My.(z, F), Wz, F), (F € B(L)).

Diikaz vyplyvd z lemmatu 1.

PoloZme

r—1 , q , .
(19) k@) =X w(2), vR(2) =2 vki(2), vk(z) = vx(2) + o5 (2).
j=o i=p
Lemma 5. Bud P libovolnd mnofina, P ¢ E, — L, L < P. K tomu, aby pro libo-

volnou funkci F € C(L) funkce W, (z, F) byla stejnomérné spojitou funkci promén-
né z na P je nutné a stadi, aby platilo

(20 sup v*({) < + 0.
teL’
Podobné torzenf plati i pro Wy.(z, F), pFiéem# podminka md tvar
(20" sup vM'() < + 0.
{eL”
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Dukaz vyplyvd téZ z véty 2.10 v [5].

Poznfimka 2. Vzhledem k definici (19) a vzhledem k vlastnostem funkei v%, v*', v*"
je soudasnd platnost podminek (20) a (20") ekvivalentni podmince

(21) sup v'({) < + 0.

LeL
Plyne to ptimo z definice (19) a odhadd v*'(¢), v*"({) pomoci v*({). Na p¥iklad pro
v"'(¢) plati
sup v(¢) < sup v*(¢) < sup v (().
teL’ LeL’ teL

Poznamka 3. Podobné jako v (17) plati pro libovolné Fe C(L), {e L
(22) lim WLI(Z, F) = WL’(C’ F) +7n F(C) .

z=¢
zeD

Podle (17) jest pro pevn& zvolené j, 0 < j < p — 1, Fe C(L) a libovolné { e K;
lim WK, z, F) = WK](C, F) + RF(C) .
z=L

zeD
Podle lemmatu 4 plati

lim Wy (z, F) = Wy ((, F) pro 1+
- .
a odtud (22) vyplyvd snadno se&tenim pfes viechna j, 0 < j < p — 1 a porovndnim
s definidnimi vztahy (18).
Oznadime-li

W, F({) = lim Wy (z, F) — n F({), {e L,
]
zjistime snadno porovndnim, Ze W;. F({) = W.({, F) pro kaZdé { € L. Za pfedpokla-
du (20) jest takto definovany operdtor W,., zobrazujici C(L) (resp. C(L)) do C(L)
spojitym operdtorem na C(L). (Viz téZ pozndmka 3.3 v [8].) Podobné zdvéry plati
i o funkci W,.({, F) a piislugném operdtoru Wy..

Véta 1. Necht plati oznaceni z ulohy 3. Pak nutnou a postacujici podminkou
k tomu, aby pro kaZdou funkci F € C(L) existovaly vlastni limity AF z (5), je pod-
minka (21).

Diikaz. Ze vztahii (3) a (18) pro ze D, F e C(L) vyplyvaji po separaci redlné
a imagindrni &dsti vztahy

(23) Re WF(z) = ;lr Wz, F) + Mu(z, F],
Im PF(z) = 71; [Welz, F) — My(z, F)].
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Zvolime-li libovoln& otevfenou mnoZinu P = D, L < P, je podle lemmatu 5 funkce
Wz, F) stejnom&rng spojitd na P pravé kdyZ plati (20). Zvolime okoli U(L)
systému kfivek L tak, aby dist (U(L), L") > 0. Z lemmatu 4 vyplyvd stejnomé&rnd
spojitost M.(z, F) na U(L). Funkce Re ¥F(z) je tedy stejnom&rn& spojitd pro
ze€ P n U(L) prdvé kdyZ plati (20). Stejnou Givahu miZeme provést i pro Im ¥F(z)
a podminku (20"). Z pozndmky 2 vyplyvé, Ze (21) plati, pravé kdyZ jsou Re ¥F, Im ¥F
stejnom&rné& spojité funkce v p¥isluinych okolich L, L', tj. kdyZ existuji vlastni limity
AF(0) z (5). ,

Operdtor W,. zobrazuje — viz pozndmku 3 — za pfedpokladu (21) prostor C(L)
do prostoru C(L). Provedeme — bez zm&ny oznadeni — ndsledujici rozsifeni definice
operdtoru W.:

(24) WL' F(C) = WL'(C? F) prO CE E s WL' F(C) = 0 prO CE 14" .
Podobné zavedeme jesté v souhlase s formuli (18)
(29) Wy F({) = Wi((, F) pro {eL', W, F{) =0pro{eL,

My F(@) =M_( F)pro {eL', M, F({)=0pro(eL,

My F({) = Mp((, F) pro e L, M F({)=0pro{eL .
Takto zavedené operdtory Wy., Wy., M., M. zobrazuji pfi platnosti (21) prostor
C(L) do prostoru C(L). Vy3etfované limity AF(() z (5) lze nyni vyjadfit ve tvaru

. .
AF() = ;[WL, + M. ]FQ) + F) pro (eL,

AFQ) = 2 W = My FQ) + FQ) pro (e,

resp. po upravé s pfihlédnutim k definiénim vztahiim (24)

() AHO=§K%&J@%MMU—Mm+nHHo,caﬁ

kde I znadi identicky operdtor na C(L). A je tedy omezenym linedrnim operdtorem
na C(L), pravé kdy? plati (21). Omezenost operdtortt M., M. vyplyvd z lemmatu 4,
omezenost operatori typu W,., resp. Wy viz podrobnéji v [S].

Naddle budeme pfedpoklddat stdle platnost (21).

Pro fe$eni ulohy 2 je vhodné vysetfit Fredholmtiv polomér operatorul — A =T
na C(L), resp. veli¢inu

(26) 7 er=inf|r =1,
. T
kde T probihd viechny kompaktni operitory na prostoru C(L); tato veli¢ina je pe-
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vrdcenou hodnotou Fredholmova polomé&ru operdtoru I'. Stejny vyznam md symbol @
pfi pouziti ve spojeni s ostatnimi zavedenymi operdtory.

Zavedeme dal$i oznaeni. Nechf K je opét rektifikovatelnd - Jordanova kfivka,
vytvofend funkci y s vlastnostmi (6). Pro libovolné { € K zvolime to € ¢~ *({). Za
predpokladu (13) existuji vlastni limity

lll(t) —T+ im 'P() = —1£(0).
S E Bl

Stejné jako v [8] necht ax({) znaéi radidlni miru neorientovaného tGhlu vektord
15(0), 1% (¢). Podle [8] plati vztah

(28) ox(0) = 9(to) — (to—)|

mezi zavedenou mérou ax({) a funkci 9,(f) zavedenou vy3e (viz text pfed vztahem
(15)). V [8] je urgena veli¢ina Wy pro operdtor

Wi F() = lim W(z, F) — = F({)
z—{
zelntK

Plati
(29) oWy = lim sup (0§(0) + a(0)) =Rhm sup vR(0) .

R-0+ ek

Poznamka 4. Ze vztahu (29) vyplyvd, Ze Wy miZze byt kompaktni pouze tehdy,
je-li ax(() = 0 pro viechna { e K. To nastane tehdy, kdyZ kfivka K neobsahuje
74dné hlové body, tj. body ¢, pro n&Z jest a,(() > 0.

Didle jest v [8] zaveden operdtor W, na prostoru C(L) urCeny vztahy

q
(30) Wy(z, F) =Y Wz, F), ze E, — L,
j=o

W, F() =lim Wz, F) — n F({), (e L, FeC(L),
2=t

zeD

ktery za ptedpokladu (21) jest omezenym linedrnim operdtorem z prostoru C(L)
do C(L). Jemu odpovidajici hodnota wW, je vypottena a vyjidiena ve tvaru

(31) oW, = lim sup vg(().

R—04+ CleL

Ptistupme k vypoctu veli€iny wI'. Nejprve dokdZeme pomocné tvrzeni:

Lemma 6. Operdtory definované na prostoru C(L) predpisem
Ty=Wy + W= W), T=(Myp— M)
Jjsou na prostoru C(L) kompaktni.
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Dikaz. PouZijeme vztahti (24) a (30) a zjistime pro F € C(L) rozepsdnim

(32) T F()= —Wy({,F) pro {eL, T,F({)= —W,((,F)pro (el
T,F({) = M, F({) proleL, T,F({)= —M. F() pro {eL .

Vzhledem k dist (L, L) > 0 jsou operdtory T;, T, podle lemmatu 4 a véty Arzelovy
kompaktni.

Véta 2. Prevrdcend hodnota Fredholmova poloméru operdtoru I' je rovna vyrazu

(33) ol = L sup vg(0) .

T R~04+ el

Dikaz. Probihd-li T viechny kompaktni operdtory na prostoru C(L), plati ndsle-
dujici vztahy

of = Linf (W, + W) + (M- — My) = T)| =
T T
1.
= ; lf;‘f I](WL' + WLn) - T1 + (ML” b ML') - Tz - T” =

I

inf |W, - T| = L oW, .
T T

Odtud jiZ plyne za pomoci (31) formule (33).

Nyni lze pfistoupit k feSeni uloh 1 a 2. Vzhledem ke vztahu A = I — I je nutné
k feSeni ulohy 2 urit k funkci G € C(L) funkci F e C(L) tak, aby platilo: AF — G =
=(I-TI)F — Ge Q (symboly Qa Q, byly definovdny na po&tku &ldnku pfed
formulaci tlohy 1). Ukazuje se vhodnym nalézti funkci F e C(L) tak, aby platilo

(34) (I-T)F-GeQ,.

Zavedeme pro libovolnou funkci G € C(L) toto oznafeni: Symbol DG oznaduje
moZinu viech funkei F € C(L), pro které plati vztah (34). Stejn& jako v [8] nebo
v [1] zavedeme nyni linedrni operdtor T, na prostoru C(L), spliiujici vztahy

(35) To C(L) = Qo
(36) . ToQo = Qo -

Jeden z moZnych tvarh takového operdtoru viz napf. v 3.7 €ldnku [81 Plati ndsledu-
jici lemma, jehoZ diikaz vyplyne jednoduse z pozd&ji uvedeného lemmatu 9:

Lemma 7. Nechf &, , jsou Feleni tilohy 1, majici tvar (4); nechf v souhlase
s oznadenim ve znéni dlohy plati &, — &, € Q,. Potom &, = &,.
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Z tohoto lemmatu a z nésledujiciho pro kazdé G e C(L) platného vztahu
(37) {F;FeC(L), I - T + T,) F = G} =« DG
plyne, Ze pro existenci feSeni ulohy 1 staéi dokdzat existenci fe§eni rovnice pro libo-
(38) I-r+T)F=¢G

volnou funkci G € C(L). Vztah (37) vyplyva z formule (35) a z definice DG (viz vztah
(34) a text za nim ndsledujicf). K ditkazu existence feSeni rovnice (38) pouZijeme
Riesz-Schauderovy teorie. Budeme pfedpoklddat, Ze oI" < 1, tj.

(39) lim supvg(l) <=

R-04+ leL
Pak plati Fredholmova alternativa pro (38) a k existenci a unicité feSeni (38) pro
libovolnou funkci G e C(L) sta&i ovéfit implikaci:

(40) (Foe C(L),(I =T + To) Fo = 0) = Fo = 0.

Operitor T, je rovnéZ kompaktni na prostoru C(L), nebot Q, md kone&nou dimenzi.
K diikazu platnosti vztahu (40) budeme potfebovat n&kolik pomocnych tvrzeni,
kterd dokdZeme dfive.

Poznimka 5. Budeme fikat, Ze Jordanova kfivka K oddéluje mnoZiny M, = E,,
M, < E,, jestliZe tyto mnoZiny leZi v riznych komponentdch E, — K.

Lemma 8. Necht K je Jordanova kfivka v E,, Dy nékterd z komponent mnoZiny
E, — K. Pak ke kaZdé uzaviené mnoZiné M < Dy existuje po Cdstech reguldrni
Jordanova krfivka K', K' = Dy, kterd oddéluje mnofiny M a K.

Poznamka 6. Vyznam pojmu po &dstech reguldrni kfivky je zde chdpdn ve stejném
smyslu, jak je vyloZen v § 16 kap. I v [3].

Diikaz lemmatu 8 stru¢n€ nazna¢ime. K dané mnoZin€ M < Dy lze metodou,
popsanou v Uvodu [3], § 10 najit vZdy uzavienou souvislou mnoZinu M’ tak, Ze
plati M = M’ = Dy. Pfedpoklddejme nejprve, Ze Dy = Int K. Podle vét 10.2 a 10.3
tamtéZ existuje konecny poéct Jordanovych polygondlnich kfivek Z,, %,,..., L

takovych, Ze plati M’ = U Int &Z;. Ze souvislosti mnoZiny M’ plyne, Ze M’ < Int &,

projisté ne {1,2,.. m} Tato kfivka jest jiz hledanou po &istech reguldrni k¥ivkou
s poZadovanymi vlastnostm1 a proto poloZime %, = K'. Pro pfipad Dy = Ext K
miZeme pouZit transformace pomoci-kruhové inverze se stfedem z, € Int K a dosta-
te¢né malym polomérem pfislu$né kruZnice. Touto transformaci pfevedeme feSenou
situaci na pfedchozi pfipad a nalezenou polygondlni kfivku %, pfevedeme novou
aplikaci této transformace na hledanou po &istech reguldrni kfivku K’. Tohoto
tvrzeni uZijeme pro diikkaz ndsledujiciho lemmatu:
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Lemma 9. Nechf & jest jednozna&nd analytickd funkce v oblasti D takovd, Ze pro @
z ulohy 1 plati vztah @ € Q. Potom funkce & je konstantni v oblasti D.

Diikaz tohoto tvrzeni provedeme nepfimo. Nechtf tedy & je nekonstantni jedno-
znadnd analytickd funkce v D, spliujici uvedené pozadavky. Zobrazeni funkci &
provddi oblast D v oblast &(D). Ozna&ime hodnoty funkce & na komponentdch K;
hranice L postupné a;, j = 0, 1,..., g. Ddle ozna¢ime 4, j = 0, 1, ..., ¢ mnoZiny
bodh pfimek

fj={z;zEE2, Rez=a,}, j=091""’p_1’
H;={z;zeE,yImz=a;}, j=p,..»q

X

J

P=
j

]
OC ®

Pro libovolnou mno%inu A = E, definujeme mnoZinu % ,(A) pfedpisem
U(A) = {z; z € E,, dist (z, 4) < &} .

Pro hranici H(®(D)) mnoZiny &(D) plati podle podminky & € Q

@) | H(@(D) < P

Definujeme funkci /(z) vztahem

I(z) = Re ®(z) — a; pro ze#(K;)nD, j=0,1,...,p—1,
I(z) =Im &(z) — a; pro ze#(K;)nD, j=ps....q,

pfi emZ volime r > 0 dostatetné malé tak, aby #(K;) "%(K;) = 0 pro i+ j.
Nyni Ize k libovolnému ¢ > 0 nalézti § > 0 tak, Ze plati

zeWU(L)n D= |l(z)| <e.

Polozime M = D — %,(L) a uZitim lemmatu 8 sestrojime systém Jordanovych po
&dstech reguldrnich kfivek K}, j = 0, 1,..., g, odd€lujicich mnoZiny M a K; pro
viechna j. Je-li D} = Int K, poloZime analogicky (3)

q
D* = Dy — U D;.
i=1

Ztejmé plati M < D* < D. Oblast &(D°) je omezend pro libovolné & > 0. Zvoli-
me-li ¢ dostateéné malé, lze v kazdé neomezené komponenté mnoziny E, — P nalézti
bod z,, i = 1,2,..., k (k pfirozené, k < 2(q + 1)) tak, Ze plati

;¢ ®(D°), dist(z, P)>e, i=12,...,k.
Poloime D, = D — D*; pro libovolny bod z € &(D;) plati dist (z, P) < e, z &hoi
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plyne z;¢ &(D,), i = 1,..., k. JelikoZ D = D* U D,, platitéZz,¢ &(D),i = 1,2,..., k.
Komponenty mnoZiny E, — P jsou oteviené konvexni mnoZiny. Z pfedpokladu, Ze
v nékteré z t€chto komponent E, — P leZi dvojice bodi z,, z, takovd, Ze plati

z,¢ ®(D), z,e®(D),

vyplyva existence bodu z* na useéce z,, z,, z* € E, — P, z* € H(®(D)); to jest viak
ve sporu se vztahem (41). Proto 74dnd z neomezenych komponent E, — P neobsa-
huje body z &(D) a &(D) jest omezend. Obsahuje-li n&kterd z omezenych komponent
E, — P bod z ¢(D), je celd &isti ®(D). Pfipad &(D) = P nemiZe nastat, a proto
alespoil jedna takovd komponenta existuje. Vybereme nyni z pfimek X';, j =
=0,1,..., g takovou, aby platilo — ozname ji J"; —

¢(—_Bjﬁ‘%/‘j0=¥=0

a soudasné oblast &(D) leZela celd v jedné z polorovin, vyfatych pfimkou ;. Pak
kfivka K;, = D se zobrazi tak, Ze plati

dist (®(K}), #,)=4n>0

Sestrojime nyni p¥imku ¢}, rovnob&znou s X ;, a protinajici &(D) tak, aby platilo
dist (o, #7,) = 2n. K &islu n > O sestrojime analogickym postupem oblast D",
ohranigenou systémem kfivek K, oddé€lujicich mnoZiny K; a K proj = 0,1, ..., g.
VySetfime obraz oblasti D, = D, omezené k¥ivkami K a K’;,. Obraz ¢(D,) oblasti D,
je opét oblast. Na piimee ', leZi tedy bod z ®&(D,) a tedy i bod z* € H(®(D,)).
Pongvad? ale ®(K,) n A5, = 0, ®(K],) N A, = O, musi byt z* obrazem vnitfniho
bodu oblasti D,, coZ je opét ve sporu s tim, Ze @ je nekonstantni holomorfni funkce
v D.

Lemma 10. Necht plati vztah (39). Pak plati
42) (FeC(L), I -TIFeQ)=FeQ.

Dikaz. Z pfedeslého lemmatu vyplyvd, Ze funkce ¥F je konstantni v oblasti D.
Sta¢i tedy dokdzat implikaci (YF = konst.) = F € Q. Predpis (4) pro ¥F urluje ¥F
jakozto analytickou funkci v E, — L pro libovolnou funkci Fe C(L). Zvolme
pevné j, 0 < j < p — 1 a utvofme funkci ¥z), definovanou pro ze E, — L:

@) W (2) = ¥ F(z) - i ¥y, F(2)

(viz pfedeslé defini¢ni vztahy (4) a (8)). Oznadme A; B; komponenty mnoZiny
E, — K; tak, Ze pro oblasti A;, B; plati D = 4;, D n B; = 0. Pro funkci ¥z),
z € E, — Lplati podle lemmatu 4 '

(44) lim ¥(z) = lim ¥ (z).
o s,
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Dile za uvedenych pfedpokladii (viz vztah (61) v [8], véta 2.3) plati
(45) lim MKJ(Z’ F) = lim MKJ(Z’ F) .
- ey 2B,

Vyndsobenim (45) faktorem —n~! a seftenim takto ziskaného vztahu s imagindrni
Edsti vztahu (44) obdrzime

(46) limIm ¥ F(z) = hm Im ¥ F(z) = konst.
::A‘ j sz,

Odtud v¥ak z vlastnosti harmonickych funkeci vyplyva, Ze funkce Im ¥F je konstantni
funkci v Bj, tudiZ i funkce Re ¥F je konstantni v B; a funkce

@4n - F({) = #(lim Re ¥ F(z) — lim Re ¥ F(z))
z-{ z-¢
zed; zeBy

je konstantni na kfivce K ;. Analogicky pfi pevném j, p < j < q poloZime
. .
¥i(z) = ¥ F(z) - - Y, F(2)

a podobnym postupem dospéjeme k vyjddfeni funkce F na kfivce K; vztahem

F({) = ¥(lim Im ¥ F(z) — lim Im ¥ F(z)),
o b,

z n¥hoZ vyplyvd, Ze funkce F je konstantni na kfivce K;. Je tedy funkce F e C(L)
konstantni na kaZdé komponenté La tedy plati F € Q.

Lemma 11. Necht plati (39). Pak plati vztahy:
(48) (FeC(L), [ —TI)Fe Q)= Fe 0y,
49) (FeQ)=(-T)F=0.

Dikaz. Nechf Fe Q, F({) = ao(F) pro libovolné { e K,. Z Cauchyovy véty
plyne pro libovolné { e L

(50) (I =T)F =2nay(F).

Je-li F € Qy, jest ao(F) = 0a plati (49). Je-li ddle (I — I') F € Q,, je téZ F € Q a podle
(50) plati F e Q,.

Lemma 12. Nechf plati vztah (39). Pro funkci 0 € C(L) plati Q, = DO.
Dikaz. Z definice DG a vztahu (48) a (49) vyplyvd

FEDO Q(I—F)FGQ():’.FEQO,
FeQ, =(I-T)F=0=Febo.
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Nasledujici véta 3 ndm umozZiiuje fefit vySetfované tlohy 1 a 2.

Véta 3. Necht plati vztah (39). Potom pro libovolnou funkci Ge C(L) plati
DG * 0. Je-li F € DG, G € C(L), plati

DG=F+ Qy={F+ H;He Q,}.

Dukaz. Jeli FoeC(L), (I = I' + Ty) Fo =0, pak (I = I')Fo = —ToFo€ Q,
podle vztahu (35). Podle vztahu (48) vyplyvd odtud Fg € Q,, z &echoZ podle vztahu
(49) plyne (I — I') Fy = 0 = —T,F,. Odtud pak podle (36), (35) vyplyvd F, = 0,
nebot Q, md konetnou dimenzi. Vztah (40) je tedy ovéfen a proto DG =+ @ pro
libovolnou G € C(L). Druhd &dst tvrzeni véty 3 je disledkem lemmatu 12. Uvedené
véty umozZiiuji feSeni vySetfované smiSené Dirichletovy ulohy pro tfidu hraniénich
podminek, vyjddfenych funkcemi z prostoru C(L).

Poznimka 7. S malymi upravami bylo by moZno fe$it podobné Glohu 1 i v pfipadé
K, = 0. Pak je podminka, vyjadfujici chovdni hledané funkce @ v okoli K, nahraze-
na podminkou, charakterizujici chovdni funkce @ v nevlastnim bodé E, tvaru

lim Re &(z) = a,.

{z]>+
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Pe3ome

OB OJJHOI CMEWIAHHOW KPAEBOW 3AJJAYUE TEOPUM
‘ AHAJIUTUYECKUX ®YHKIUMN

VIMPXW BECEJIBI (Jifi Vesely), ITpara

B crarbe petnaerca cieayrouias 3angava:
IMycrs D — cBsA3Has 4acTh MIOCKOCTH E,, orpaHM4YeHHAS 3aMKHYTBIMH IIPOCTHIMK

koHTypamu K;, j =0,1,..., g, HenmepecekalolMMH ApYr Npyra, u3 KoTopnix K,
- p-1 q
oXBaThiBaeT Bce ocTaibHble. O6o3nawmm L' = UK;, L'=UK;, 0 <p=<gq, L=
. j=o0 i=p
= L' v L'. CienyeT HaiiTH OJHO3HAYHYIO aHAUTHYECKYIO QyHKImIO @ B D Takyio,
49TO0 '
lim Re &(z) = G({) + h((), (eL,

z—v; .
zeD

lim Im &(z) = G({) + h({), (e L',

o
roe G — 3ajaHHas HenpepwiBHAasA HAeicTBuTeNbHas (yHKmusS Ha L m h — mrobas
nedcTBuTENbHAaA GyHKIMsA Ha L, mocTosHHas Ha NMPOM3BOJBLHOM KOHTYpe K, j =
=0,1,...,q.

OGLIKHOBEHHO pelIaeTcs 3Ta 3aja’a OJs JOCTaTOYHO TJIAJKUX KOHTYpoB K,
j=0,1,...,q. 30ecr mpou3BeeHO pEILIEHUE 3TOH 3aJay¥ NPU OTCYTCTBUH 3TOTO
NPENOJIOKEHUA.

Yrobbl HaiiTH pelieHHe 3TO# 3ahavu B BUAE CyMMBI MHTerpaJioB Thma Koiim,
PeIaloTCs CIEAYIOLNE BONPOCHI:

nycTb (@) YF(z)= lJ’ F©) d¢ + lj —Ii(Q—dC

i -z T {—z

(a) Tpebyerca: HaiiTH K AelCTBUTENBHOM HenpepbiBHON QyHKuMK G Ha L aHaTMTHYEC-
Ky10 ofHO3Ha4Hy!0 GyHKIMI0O @ B D TaK, YTOGBI CyLIECTBOBAJIM KOHEYHBIE MPEHEIBI

limRe ®(z) = &), (e L u limIm &(z) = &), (eL’
i L i
¥ 9T065! pasHocTh GyHKIHHA & H G ABNLIACK HenpepbiBHOH dyHKIHeit Ha L ¥ mocTo-
siHHO# Ha mobGom kxoHTYype K, j = 0,1, ..., q.

(6) maiitm x nelicTBATENbHON HempephlBHOH OyHKuMH G Ha L HempephIBHYIO
neiicteutenbHylo pynkuuio F, uto6sr Gpyuxnus PF, onpenenennas B D npu momo-
i (o), sBAsnacy peuteHueM (a).
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(8) nycrs ¥F onpenenena npu noMoum (o); HaiiTH HeoGXOAMMBIE M HOCTATOYHBIE
YCJIOBHA JJIS CYILECTBOBAHHS KOHEYHBIX IIPE/EJIOB

limRe Y F(z), (eL’ u limIm ¥ F(z), (e L’
z={ z=
zeD zeD

IJI IPOU3BONIEHOM HempephiBHOM ¢(yHKnuu F Ha L.
Hns pewrenns (6) BBEAEH COOTBETCTBYIOIMI JMHEHHEIH onepaTop I' M BBIMUCIEH
ero paguyc ®pearoapMma.

Summary

ON THE MIXED BOUNDARY PROBLEM OF THE THEORY
OF ANALYTIC FUNCTIONS

JIRi VESELY, Praha

In this paper the following problem is solved:
Let D be a region in the plane E, bounded by closed simple non-intersecting

p—1
curves K;, j =0,1,...,9 and let K;, j =1,...,q lie inside K,. Set L' = | K},
q j=0
L'=UK;, 0<p=gq,L=L v L Find an analytic single-valued function & in D

i=p
which fulfils these conditions
lim Re &(z) = G(¢) + h({), (eL,
o
lim Im &(z) = G({) + h(¢), (el
z=f
zeD

where G is a given, real-valued continuous function on Land h is a realvalued func-
tion constant on every curve K;, j = 0,1, ..., q.

It is usually assumed the curves K;, j = 0, 1, ..., q are sufficienthy smooth. Here:
this problem is studied without this assumption.

To find the solution of this problem as a sum of Cauchy integrals, the following
problems are solved. Let

(a) Find an analytic single-valued function @ in D to a given real-valued continuous:
function G on Lsuch that the finite limits

lim Re &(z) = ¢((), (e L and limIm &(z) = (), (e L
z—¢ z—¢
zeD zeD
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exist and that the difference of the functions & and G is constant on K »i=0,1,...,4.
(b) Find a real-valued continuous function F to a given real-valued continuous
function G on Lsuch that the function ¥F defined by () is a solution of (a).

(c) Let the function ¥F be defined by («). Find nessesary and sufficient conditions
for the existence of finite limits '
lim Re ¥F(z), (e L and limIm YF(z), {eL
z—g

z={
zeD zeD

for every continuous F on L.
For the solution of (b) a convenient operator I is introduced and its Fredholm
radius is expressed.
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