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Časopis pro pěstování matematiky, r o t 95 (1970), Praha 

POZNÁMKA K TEORII INTEGRÁLU 

LUDĚK ZAJÍČEK, Praha 

(Došlo dne 4. června 1968) 

V článku je na základě postupu práce [l] dokázáno několik vět pro jistý abstraktní 
integrál, z nichž jednoduše plynou některé věty o Riemannovu integrálu. 

Připomeňme některé definice a tvrzení práce [ l ] : 

Definujme systém ž takto: Funkce /patří do Ž, právě když existují reálná čísla 
0 ~ y0< ... < yn < +oo a čísla 0 ^ a „ g . . . g a 1 ^ + o o taková, že f(x) = 0 pro 
x > yn, f(x) = ai+1 pro xe(yh yi+í>, i = 0,1,..., n - 1. Funkce ze systému ž 
jsou tedy definovány na intervalu (0, + oo). 

Systém Z buď množina všech nerostoucích nezáporných funkcí na intervalu 
(0, + oo). Zřejmě Ž c Z . 

Soustavu intervalů {/} nazveme dělením D intervalu (0, oo), jestliže intervaly I 
jsou kompaktní, leží v (0, oo), nepřekrývají se, pokrývají (0, oo) a krajní body inter
valů I (dělicí body dělení D) nemají v (0, oo) hromadný bod. Je-li I uzavřený interval, 
označme a7 (resp. bj) jeho levý (resp. pravý) koncový bod. Buď/eZ, D dělení 
intervalu (0, oo). Označme S(f, D) = £ d(I)f(aj), s(f, D) = £ d(í) /(&,), kde d(í) 

IeD IeD 

značí délku intervalu I. V [1] je dokázáno, že inf S(f, D) = sup s(/, D), tuto společ-
D D 

nou hodnotu značíme Af Z vlastností funkcionálu A dokázaných v [ l] budeme dále 
potřebovat: 
(1) Nechť f,geZ a nechť množina {x e (0, oo), f(x) = g(x)} je hustá v (0, oo). 

Potom Af =- Ag. n 

(2) Je-li feŽ konečná, je Af = Yak(yk - yk-t) = £y*(0* - ak+1), kde čísla 
*=-i fc=-i 

au ..., an+19 y0,..., yn mají týž význam jako v definici systému Ž. 
(3) f,geZ9fšg=>AfžAg. 

Dále budeme potřebovat ještě toto tvrzení: 

Lemma 1. BuJte f,geZ, / g g9 Ag < + oo. Potom je Af = Ag právě tehdy, 
když f(x) = g(x) pro x e (0, co) \ S, kde S je spočetná množina. 
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Důkaz. 1. Doplněk spočetné množiny v (0, oo) je v (0, oo) hustý, můžeme proto 
použít (1). 

2. Nechť existuje nespočetná množina bodů x, v kterých/(x) < g(x). Funkce/i g 
jsou nerostoucí, tedy až na spočetně mnoho bodů v (0, oo) spojité, takže existuje 
bod x0, že /(x0) < g(x0) a / i g jsou v x0 spojité. Existuje tedy interval I cz (0, oo) 
a číslo e > 0, že f(x) + s < g(x) v I. Z definice funkcionálu A je pak vidět, že 
Af < Ag, a to je spor. 

V dalším buď X pevně zvolená, neprázdná množina. Je-li M cz X, pak nechť CM 

označuje charakteristickou funkci množiny M, tj. CM(x) = 0 pro xeX\M, CM(x) .=. 
= 1 pro x e M. Je-li / funkce definovaná na množině X, pak klademe / + (x) = 
= max (f(x), 0), /"(x) = max (-/(x), 0). Je tedy f(x) = /+(x) - /~(x). 

Definice 1. Systém Sř podmnožin množiny X nazveme tělesem, jestliže: 
\. XsSř. 
2. AeSř, BeSf*>A\BeSf. 
3. AeSř, BeSř => AKJ BeSř. 

Tělesem s mírou nazveme dvojici (Sř, n), jestliže fi je nezáporná konečná aditivní 
funkce definovaná na Sř, tj.: 

1. AeSř =>0 šfi(A) < +oo. 
2. AeSř, BeSř, A n B = <D=>n(Au B) = ii(A) + ii(B). 

V dalším buď na X dáno těleso s mírou (Sř, fi). 

Definice 2. Pro M c X buď p(M) = inf fi(A), fiM = sup fi(Á). 
A*M,Ae? A<=MtAeSf 

Poznámka. Zřejmě je 0 á fi(A) ú &(&) < °°> ° -š tí(-4) ̂  M(B) < oo pro A c 
c B cz X. Zřejmě fL(Á) = fi(A). Je-li A e Sř, je (i(A) = ji(A) = pi(A). 

Definice 3. Funkci / definovanou na X nazveme jednoduchou, existují-li A{eSř, 
n 

yieEi (i = 1,..., n) takové, že / = Y.yfi^ Systém jednoduchých funkcí na X 
označme T. l = s l 

n fc 

Poznámka. Je-li X ^ . = %y'tCA.i9 kde ^ e ^ (i = l, . . . ,n), AJe^ (i = 
i--l i = l 

n * 

= 1,..., k), je zřejmě £ y, //(^i) = £ yl /Í(-4'Í). 
i-*l i = l 

Definice 4. Pro / e T, / = £ yfCx<, -4ř e ^ (i » 1,..., n), buď Rf = £ y, ^-4,). 
Í= - I * = i 

Poznámka. Je-li / e T, c e Elf je | / | eT,cfe Ta R(c/) = cR(/). Jsou-li fu f2 e T, 
je fx + f2 e T a R(/x + /2) = K^ + l*/2. Je-li h ú f2> je */x ú Rf2-
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Definice 5. Buďf omezená funkce na X. Položme JRf = inf Rq>9 Rf = sup Rq>. 

Poznámka. Je-li fe T, je Rf = Kf = Rf. To umožňuje následující definici. 

Definice 6. Jestliže ^f = Rf, označme Rf = Rf = Rf & říkejme, že Rf existuje. 
Poznámka. Jsou-li g9 h omezené funkce na X9 jest zřejmě: 
-co < Rh -gKh < +oo, K(g + h) ^ Kg + Rh9 R(g + h) ^ Rg + Rh. Existu-

jí-li tedy Rg a Rh9 existuje i R(g + h) = Rg + Rh. 

Lemma 2. Buďf omezená funkce na X. Pak Rf= Kf+ - Rf, JRf = Rf + - Rf~. 

Důkaz. 1. Nechť <p e T, <p = f Pak <p+ e T, </>" e T, Rg>+
 = Rf+

9 R(p" <: Rf. 
Jest Rq> = Rq>+ - R<p~ = Kf+ - Rf a tedy Rf = Řf+ - Rf. 

2. Buď e > O, V l e T, <p2 e T, <?- = f~, <p2 = f + , R ^ <: Rf~ = R<pL+ Je, 
R(p2 = £f+ = -R<p2 - ie. Potom <p2 - <p- ^ f a #<p2 - /ty* = £f tedy Rf+ -
— Rf" + e > £f, takže Kf+— Rf ^ -Rf Druhou rovnost lze dokázat analogicky. 

Poznámka. Buď f omezená funkce na X. Pak platí: 

1. Jestliže c = O, Pafcjé R(cf) = cRfa K(cf) = cR(f). 
2. R(-f) = -Rf, * ( - / ) = -Jř/. 
3. Existuje-li Rf pak existuje R(cf) = cRf pro ce E1 libovolné a také existuje 

H\f\)-
Důkaz. 

1. Plyne přímo z definice Rfa.Rf 
2. Plyne rovněž z definice nebo z lemmatu 2. 
3. První část plyne z bodů 1. a 2. Druhá část: Existuje-li Rf pak lemma 2 snadno 

dává, že existuje .Rf+ i Rf. Protože |f| = f+ + f " , existuje tedy i R(\f\). 

Poznámka. Označme Sř* systém množin M c X, pro které fiM = JiM. Pro 
M € Sf * položme p*(M) = /xM = /ZM. Pro M c I lze snadno dokázat, že JIM = 
= KCM9 \iM = JRCM. Je tedy MtSf* právě když existuje RCM. Z již dokázaných 
vlastností funkcionálu R snadno plyne, že (Sř*9 \i*) je na X tělesem s mírou a je 
(Sř*9 \i*) rozšířením (Sř9 \i)9 tj. Sř c ^ * a pro 7e ^ je ^(7) = JU*(7). 

Dále lze snadno dokázat, že je-li (Sř9 \x) <r-aditivní těleso se <r-aditivní mírou, je 
rovněž (Sř*9 \x*) <r-aditivní těleso se <r-aditivní mírou. 

Definice 7. Buďf funkce na X. Označme Ex
f = {y eX9 f(y) > x}9 *Ex

f = {y eX9 

f(y) = x}. Pro x 6 (O, co) definujme Kf(x) == fi(Ex
f)9 hf(x) = jx(EJ), *Kf(x) = 

= p(*E})9 *hf(x) = v(*Ef). Funkce hf(x)9 hf(x)9 *hf(x)9 *hf(x) jsou zřejmě ze Z. 
Pro nezápornou / na X položme Lf = Ahf9 Lf == Ahf 

Poznámka. Jest zřejmě Ef(x) ^ *Kf(x), hf(x) S *hAx)> -/W - R /( x ) ' *kAx) = 
š *£/(*). 
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Lemma 3. Jest *fíf(x) = hf(x) "v (O, oo) \ S9 kde S je spočetná množina. Stejné 
tvrzení platí pro *hf a hf. 

Důkaz. Dokážeme jen první část. Nechť fif(x) < *fi/(x) pro nespočetně mnoho x. 
Funkce hf9 *Rf jsou nerostoucí, tedy spojité až na spočetně mnoho bodů. Tedy 
existuje x0, že fíf(x0) < *hf(x0) a hf i *Rf jsou v x0 spojité. Tedy existuje x t > x0, 
že */í/(x1) > Kf(x0)9 tj. fi(*Ex/) > fi(Ex

f°). Ale *EX/ cz Ex
f°9 což je spor. 

Poznámka. Je-Ii 0 = fe T, je Rf = Lf = Lf. Je totiž Ef = /*/f *ffy = *hf9 

tedy Lf = Lf Lemma 3 a lemma 1 dávají Lf = Ahf = A.*/^. Zřejmě *H/ 6 ž a použi-
jeme-li vlastnost (2) funkcionálu A9 snadno dostaneme Rf = A*Rf. 

Věta 1. Budiž f omezená nezáporná funkce na X. Potom Lf = Rf a Lf = Rf. 

Důkaz. Dokážeme první rovnost, druhou lze dokázat obdobně. 
1. Nechť q> e T9 cp = / = 0. Pak K0 = Rf9 tedy £(? = Lf Platí £<p = Rcp9 takže 

K<p = Lf Přechod k infimu dává Rf j> Lf. 
2. Mějme dělení D intervalu (0, oo) dáno soustavou intervalů {/}. Buď e > 0. 

Existuje dělící bod y0 dělení D9 že y0 < e. Označme yt < y2 < ... ostatní dělící 
00 

body větší než y0. Potom je \S(Jtf9 D) ~ Z (yi+i - yi) £/(yi)| < wX. 
i = 0 

Existuje k > 0, že Ef = 0 pro i = k. Je dále Ef z> ... z> Ef = 0. Existují 
i 

Mi eSř9 Mi-=> Ey/9 fiMi - fiEf < e9 i = 0,..., k. Definujme J V - n M , , i = 
= 0 , . . . ,k- 1,N* = 0. í = 0 

Je pak fiNi - /lE}' < e, Ef c Ni? i = 0,..., fe; Nř z> Ni+1, i = 0,..,, fc-l. 
fc-i 

Pro jednoduchou funkci g = Z yi+1CNiXNi+1 + y0CXNiVo platí # ^ f a je |Rg -
fc-l i = 0 k - 1 fc-1 

- I y i + i ( ^ / ~vNi+1)\ <e.fiX. Dále platí | Z ( y i + i - yi)vNi ~ Z y i + i ( ^ i -
- M-Vi+i)| = |yo KNo) - yfc / W | <e-»X. Protože je | £ (y l+l - yt) fiEf -

fc-l oo k - 1 i-=0 

- Z (yi+i ~ yi)/^i| < yfc. e a Z (yi+i - yi) £/(yi) = Z (yi+i - ydPE?* d o s t á -
t = 0 i =0 i=0 

váme srovnáním nerovností \S(hf9 D) — Rg\ < e(3jxX + yk). Z libo volnosti e plyne 
S(hf9 D) = ^fa tedy £f= Rf 

Poznámka. BuďK kompaktní interval v Er. Vezměme za Sř systém těch Y c: X9 
n 

pro které platí Y = \J Dk9 kde Dk = Ikí x ... x Ihr9 k = 1,..., n, Dfc disjunktní, 
j t = i 

přičemž 7Jkz cz £1 jsou souvislé množiny. Pro takto vyjádřené Ye Sř položme fi(Y) = 
n r 

= Z .TI d(hi) kde d(l) značí délku I9 je-li I interval a d(l) = 0, je-li I množina jedno
t a i=i 

bodová nebo prázdná. Potom je (Sř9 p) na Z tělesem s mírou, příslušný Rfje Rieman-
nův integrál, fi a y, je horní a dolní Jordánova míra. 

Nyní již snadno dokážeme větu, která je zobecněním jedné nutné a postačující 
podmínky pro existenci Riemannova integrálu, která je dokázána např. v práci [2]. 
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Věta 2. Nechť f je omezená funkce na X. Potom existuje Rf právě tehdy, když 
Ef e Sř* pro xeEt\S9 kde S je spočetná množina. 

Důkaz. Z lemmatu 2 snadno plyne, že Rf existuje, právě když existuje JR/+ 

i Rf. Rf* existuje, právě když L/+ = L/+, tj. Ahf+ = Ahf+9 což nastane podle 
lemmatu 1 právě tehdy, když hf+(x) = hf+(x)9 tj. Ef+(x) = Ef(x)eSř* pro x e 
e (0, oo) \ S\ kde S' je spočetná. 

Podobně Rf>~ existuje právě tehdy, když hf~(x) = hf~(x) pro xe(0, oo)\S", 
kde S" je spočetná, což je podle lemmatu 3 ekvivalentní s rovností *hf~(x) = *hf~(x) 
pro x e (0, oo) \ S'", kde S'" je spočetná, tj. že *E} e Sř* pro x e (0, oo) \ S'". Platí 
ale *£J- =X\E~f

x pro x > 0. Tedy *£?- G ^ * o £/* e Sř*9 takže existence R/~ 
je ekvivalentní s tím, že Ef e Sř* pro x e ( - oo, 0) \ S"", kde S"" jest spočetná. Tím je 
důkaz proveden. 

Věta 3. Nechť Sř je o-těleso a \x nezáporná o-aditivní míra. Nechť existuje Rf. 
Pak Ex

f e Sř*9 *Ex
f e Sř* pro všechna xeEv 

Důkaz. Buď x0 e Ev Z věty 2 plyne, že existuje v ( - oo, x0), (resp. v (x0, + oo)) 
tam hustá množina bodů xt (resp. yt)9 i = 1,2,..., taková, že Ex/zSř* (resp. 

*Ey/ e Sř*). Pak je *EX/ = f\ Ex/ (resp. Ef = U *Ey/). Ze (T-aditivity Sř* pak plyne 
naše tvrzení. i = 1 i = 1 

Jestliže R značí Riemannův integrál na kompaktním intervalu / c £r, pak platí, jak 
známo, tato věta (Arzeláova): 

(A) Nechť c e El9 nechť existují Rf a Rfn a nechť \fn\ S c9 (n = 1, 2,...) fn -> /. 
Pak Rfn -> Rf. 

V obecném případě věta (A) platit nemusí, jak ukazuje následující tvrzení. 

Věta 4. Tvrzení (A) platí právě když těleso s mírou (Sř9 p)9 kterým je RnaX určen, 
lze doplnit na o-aditivní těleso se o-aditivní mírou (Sř'9 p!)9 tj. Sř cr Sř' a \iA = \i!A 
pro AeSř. 

Důkaz. 1. Nechť (Sř9 p) je doplněno na (Sř'9 pť). Existuje-li Rf = Rf+ - Rf~ = 
= L/+ — Lf~9 je Rf = L/, kde Lnyní značí funkcionál vybudovaný nad (Sř'9 p!) ve 
smyslu práce [1]. Je tedy (A) zvláštním případem věty 6.3 z [ l ] . 

2. Nechť platí tvrzení (A). V práci [3] je provedeno rozšíření systému Z funkcí na X 
a funkcionálu J definovaného na Z, jestliže platí: 

(a) Z je lineární prostor; 
(b) / e Z, c e Eu c ^ 0 => min (c9f) e Z; 
(c) J je lineární nezáporný funkcionál na Z; 
(d)fneZ9fn\to=>j(fn)-+0; 

Na základě tohoto rozšíření je ve [3] dokázáno, že existuje or-aditivní těleso se 
cr-aditivní mírou (Sř\ pl) takové, že je-li CM e Z, je M 6 Sř' a je /ťM = /(C^). 
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Systém Ts funkcionálem R splňuje zřejmě podmínky (a)-(c). Podmínka (d) pak 
plyne z předpokladu platnosti (A). Příslušné (Sř\ pí) je zřejmě žádaným rozšířením. 

Poznámka. V [4] je dokázáno, že (Sř, p) lze výše uvedeným způsobem rozšířit, 
00 

právě když p je v 0 spojitá, tj. jestliže platí toto: At e Sř, A{ z> Ai+l, f) At = 0 => 
=> lim p(At) = 0. Platí tedy tato věta: i = s l 

»-*oo 

Věta 4'. Tvrzení (A) />/aí/ prauě když je pv$ spojitá. 
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Summary 

A NOTE ON THE THEORY OF INTEGRAL 

LUDEK ZAjicEK, Praha 

In the article [1], a functional A is introduced on the class Z of all non-negative, 
non-increasing functions on (0, oo). Let (X9 Sf, p) be a measure space where p is 
non-negative, finite and additive, but not necessarily a-additive. Then we define p 

n 

and p. For simple functions in the form / ss^yiCAt we define the integral "R/ = 
n i = l 

= Z y* M(^I)« F ° r a bounded function on X we define Rf = inf R<p, R/ = sup R<p, 

where <p is a simple function. 
Let / be a non-negative function on X. We define Rf(x) = p{y eX, f(y) > x}, 

hf(x) = ^{y e X, f(y) > x}. Then we define Lf = Afty, L/ = Ahf. In the paper it is 
proved that Lf = Rf and L/ = Rf. From this result the main theorem of the paper 
follows: Let f be a bounded function on X. Then Rf = Rf if and only if there exists 
a denumerable set S such that p{yyf(y) > x} = p{y,f(y) > x} for xeEl\S. 
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