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časopis pro pěstování matematiky, rol. 95 (1970), Praha 

ANGENÄHERTE LÖSUNG EINES SYSTEMS VON INTEGRO-
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN MITTELS DER METHODE 

VON S. A. TSCHAPLYGIN 

SVATOSLAV STANEK, Olomouc 

(Eingelangt am 21. November 1968) 

1. FORMULIERUNG DES PROBLEMS 

Es sei ein Integro-Differentialgleichungssystem 

(10 

y'k(x) = Fk(x, yß(x), y^x)), y'ß(ccß(x))) + f Sk(x, t, >>„(*), jv(«„(0), yfojlt))) dt = 

= Fk[x, yt(x) yn(x), y^x)),..., yn(<xn(x)), y'^x)),..., yn(ccn(x))] + 

+ I Sk[x, t, yi(t),..., yn(t), y1(*l(t)),..., y„(aB(t)), yi(*i(0) J'K(O)] d< 

(x e / = <a, fe>, b > a) mit den Anfangsbedingungen 

(1") /fc°(x) = ^ ( x ) xela 

<Pk(a) = Fk(a9 q>Xa)9 <Pß(«ß(
a))> K(**(a))) 

(i = 0,1; k = 1, 2,..., n) gegeben. Die Funktionen <xk(x) < x bzw. (pk
l)(x) seien 

stetig auf/ bzw. /*; I* = {<xk : otk(x) ^ a9 x e/} . 

3f soll eine offene, beschränkte und konvexe Untermenge des (3n + l)-dimensio-
nalen Raumes (x9 yß9 yß((x.ß)9 yß(«>ß)) bedeuten, die den Punkt (a9 (pß(a)9 cpJ^J^a)), 
<Pß(*ß(a))) enthält. 

Wir setzen weiter voraus, daß die Funktionen F*()« Sk(t9 .) (tel) auf 2 definiert 
und stetig in x sind (Sk gleichzeitig auch in t)9 daß sie stetige, von unten beschränkte 
partielle Ableitungen besitzen (Al

kj9 Bl
kJ — Konstanten; / = 1, 2, 3; k,j = 1, 2,..., n) 
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(2) AІjй

ðJ±, Aìjѓ-Цҷ, A>jѓ ^ 
ЭУJ ' ' ~ eyfa)' kJ ~ ÕУЏJ) ' 

R i < дSk 2 õSk з ðSt 

dyj' ^ 1 ( a 1 ) ' *' dy'j(*j) 

und daß sie schließlich in jedem Punktepaar (f, 9*, rc*, £*), (£, 9*, rc*, Q2
ß) aus ^ die 

Ungleichheiten (<J g f e i ; L konstant) 

(3) \Fk(š, »l n\, e;) - Ftf, &l, ni, el)\ ž L£ {\9) - 9)\ + \n) - n)\ + \Q) - e)\} 
J=i 

\sk(t, i, 9J, 7ti, el) - sk(t, z, $1, n\, el)\ á 

* LZ W - »5| + \«) - n)\ + |ffJ - tf|} 
1=1 

erfüllen. 

Unter diesen Voraussetzungen werden wir den Satz 1 beweisen, der eine gewisse 
Analogie des Tschaplyginschen Satzes über Differentialungleichheiten darstellt und 
den Satz 2, der u. a. auch die Behauptung enthält, daß die Aufgabe (l) auf / genau 
eine Lösung in der Klasse der stetig defferenzierbaren Funktionen hat. Ähnliche 
Resultate finden wir bei T. Amankulov [ l] unter der Voraussetzung daß cck(x) = a(x) 
(fe = 1, 2,.. . , n; xel) ist und daß alle partiellen Ableitungen die in (2) auftreten 
nicht negativ (nicht positiv) und „genügend klein" bleiben (d. h. daß die Ungleichheit 
(4) in [1] erfüllt ist). 

2. SATZ ÜBER ANNÄHERUNG DER LÖSUNG DER AUFGABE (1) 
IM SINNE VON S. A. TSCHAPLYGIN 

Wir führen zunächst das folgende Lemma an: 

Lemma 1. ak(x) (k = 1, 2,.. . , n) seien die Funktionen die in der Gleichung (1) 
auftreten und weiter seien Cl

kj(x)9 Dkj(x) (l = 1, 2, 3; k9j = 1, 2,.. . , n) nichtnegative 
beschränkte Funktionen auf J, Dl

kj(x) auf I integrierbar. Wir bezeichnen mit wk(x) 
(k = 1, 2,. . . , n) beliebige, stetig differenzierbare Funktionen aufl (wk

i}(x) = 0 für 
x e Ia; i = 0,1), welche folgenden Ungleichungen 

(4) <(*) §. f {CUx) wjx) + Cljx) »/«/*)) + <*/x) *'M*))} + 

+ i f W ) »XO + D*X0 WM<)) + ->*X0 »X«X0)} dt 
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genügen. Dann gilt auf I: 

w(
k°(x) :> 0 (i = 0,1; k = 1, 2,..., n) . 

Beweis. Es genügt offenbar auf/ folgende Relationen 

(5) . < ( x ) ^ 0 (fc = l ,2, . . . ,n) 

zu beweisen. Setzen wir also das Gegenteil voraus. Es gibt Indexe kx < k2 < ... < ks 

(die Menge dieser Indexe bezeichnen wir mit k'; die Menge der übrigen Indexe 
sei k")9 eine Zahl x0 e I und eine rechte Umgebung U(x0) c / der Zahl x0 so, daß für 
jedes kek' folgendes gilt: 

a) wk(x0) = 0. 

b) Zu jeder beliebigen Zahl e > 0 gibt es eine Zahl x£ e U(x0), xe < x + s so, daß 
wk(xe) < 0. 

(Für k e k" und x e U(x0) gilt w'k(x) ^ 0.) 

Es sei nun x0 die kleinste Zahl in I mit den angeführten Eigenschaften. Für a ^ 
<; x ^ x0 und kek' u k" gelten also die Ungleichheiten (5). Mittels der Vorausset­
zung ock(x) < x können wir die Umgebung U(x0) noch dermaßen verkürzen, daß 
(wir benutzen die früheren Bezeichnungen) cck(x) ^ x0 wenn x e U(x0) und fc e 
e k' u k". Für ein beliebiges Index k und x € U(x0) haben wir die Ungleichheit 

<*) ^i \ch(x) */*)+r ^xo w/o 4 

(in (4) haben wir nämlich wk(ak(x)) ^ 0, wk(ak(x)) ^ 0 (wk(x) ;> 0 für fc e fc")). Durch 
Anwendung der Formel 

Wj(x) = w/x0) + wfä) (x - x0) 

(^ = f^x) e (x0, x)), fließt schließlich die Ungleichheit (w/x0) ^ 0) 

wk(x) £ £ fa/x) wX«j) (x - *o) + f ^ ( 0 wX« (< - *o) 4 
M' (. Jxo J 

hervor. Wenn wir die letzte Ungleichheit durch — 1 mutltiplizieren, so bekommen wir 

(6) -wk(x) £ £ \cUx)(-wfa))(* - *o) + f DUt)(-wfa)(* - *o)dt) . 
M' l Jxo J 

Setzen wir nun (j € k'; x e U(x0)) 
Mþc)= sup ( - * # ) ) (>0) . 

JCO<f^ДC 
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Aus den Voraussetzungen über die Funktionen Cl
kj(x)9 Dl

kj(x)9 folgern wir die Existenz 
zweier Konstanten C > 0, D > 0 so, daß Cl

kJ(x) ^ C, Dl
kj(x) ^ D auf / gilt. Aus (6) 

folgt dann sofort 

Mk(x) S E (c(x - x0) + D (* ~2*o ) 2) M/x) . 

Da die Menge k! genau s Elemente enthält, können wir mittels det letzten Ungleich­
heit die Relation 

E -*/*) S s(x - x0) (C + D X-^A E M/x) 
jek' \ 2 ) jek' 

aufstellen und daraus wenn wir durch die positive Zahl ]T Mj(x) dividieren 
jek' 

ÍSs(x- x0) ÍC + D Ï-Л 

was aber ein Widerspruch ist. Die rechte Seite der letzten Ungleichheit kann nämlich 
beliebig klein werden. Unser Lemma ist somit bewiesen. 

In folgendem Satz führen wir Bedingungen an, welche dazu genügen, daß die Funk­
tion v(x) = (^i(x),..., vn(x)) eine untere bzw. obere Aproximation einer beliebigen 
Lösung der Aufgabe (l) darstelle (soweit diese existiert). 

Satz 1. Die Funktionen z(x) — (zt(x)9..., z„(x)), u(x) = (ui(x),..., w„(x)) mögen 
folgende Bedingungen erfüllen: 

1. Sie sind aufl stetig differenzerbar. 

2. Für jedes x e / liegen die Punkte (x, zß(x\ zß(<xß(x))9 zß(<xß(x))\ (x, fiß(x)9 

(7) 3. zk\x) = uk\x) = <rf>(x) (xe/<; J - 0,1) 

(8') 4. ßk(x; z, u) = zk(x) - Fk(x9 zß(x)9 zß(ccß(x))9 z
f
ß(ccß(x))) -

- f Sk(x91, zß(t)9 zß(ccß(t))9 z
f
ß(ocß(t))) dt - Ak(x; z, u) = 0 

(8") yk(x; z, w) = <(*) - Ffa uß(x)9 uß(ocß(x))9 uß(ocß(x))) -

- f Sk(x919 uß(t)9 uß(ccß(t))9 u
f
ß(ocß(t))) dt + Ak(x; z, u) = 0 (x e /) 
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wo 

Ak(x; 2.11) - * £ {[\Alj\ - Alj] (zj(x) - uj(x)) + [|^,| - A& (z,(«/x)) -

- «X«X*») + W4A - Ahl i*'M*)) - «X«X*»» + 

+-*! [\[K\ - Blj](zj(t) - «/!)) + [|B |̂ - i£](-X«X0) -

- «X«X0» + IM\ - -%] (-X«X0) - «X«X0)» * • 
.Dann sind aufl die Relationen 

u(
k

l)(x) £ /»(x) £ z{'\x) (i = 0, 1,; k - 1, 2 n) 

erfüllt, wo y(x) = (yi(*), • ••>,)>»(*)) e^e beliebige (stetig differenzierbare) Lösung 
der Aufgabe (1) bedeutet (die Existenz dieser Lösung wird vorausgesetzt). 

Beweis. Wir setzen wfc(x) = zk(x) - ufc(x), dfc(x) -= yk(x) - wfc(x), pk(x) = zfc(x) -
- yk(x). Aus (7) folgt sogleich auf/£ identisch 

(9) w<"(x) = 4' )W = /'i0W = 0-

Einfachheitshalber werden wir für den ganzen folgenden Text noch diese Bezeichnung 
einführen (z(x), M(X) bedeuten hier beliebige Funktionen, welche den Voraussetzungen 
1 — 3 des Satzes 1 genügen; l = 1,2) 

(10) Bf(F, S, z, u, l) = ,£ j [ K | -Alj + l 8M (z/x) - u,{x)) + 

+ [ K l " Alj + J-^j](,X«X*)) - «./«,(*») + 

+ [Kl - 4i + ' ^ ] <*<*))" "M*)»}+ 

+ [|JI*| - j$ + j_^-J(,x«X0) - «x«xo» + 

+ [|J^| - BIJ + i J ^ ] (*x«X0) - «X«X0»} dt. 

Jf bedeutet hier die Menge aller Indexe für welche wir die Summation auf der rechten 
Seite von (10) durchführen (d. h. eine Untermenge der Menge M = {1, 2,.. . , n}) 
und in den Argumenten der partiellen Ableitungen von Fk bzw. Sk steht (x, zM(x), 
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zß(<xß(x)), z;(aM(x))) bzw. (x, t, zß(t), zß(xß(t)), z'ß(aß(t))). Durch Bf (F, S, z, u, l) werden 
wir weiterhin den Funktionen wert der Funktion auf der rechten Seite der Definitions­
gleichheit bezeichnen, wo für Argumente der partiellen Ableitungen von Fk, Sk die 
Koordinaten geeigneter Punkte aus 2 eingesetzt sind. Wir heben schließlich noch 
die Relation $Bf(0, 0, z, u, l) = Ak(x; z, u) hervor. 

Wir multiplizieren nun die Ungleichheit (8") durch die Zahl — 1 und addieren sie 
nachher mit (8'). Wenn wir die Taylorsche Formel benutzen um den Wert des Aus­
druckes 

Fk(x, zß(x), zß(ocß(x)), z'ß(ocß(x))) - Fk(x, Ufi(x), uß(ocß(x)), u'ß(ocß(x))) + 

+ f {Sk(x, t, zß(t), zß(ocß(t))9 z'ß(ccß(t))) - Sk(x, t, uß(t), uß(ocß(t)), u'ß(ocß(t)))} dt + 

+ 2Ak(x9 z, u) 

zu erreichen, so kommen wir nach einfachen Umformungen zur Ungleichheit 

w'k(x) £ Bf(F, S, z, u, 1) . 

Da alle Ausdrücke in eckigen Klammern auf der rechten Seite der Definitionsgleich­
heit (10) für Bf(F, S, z, u, 1) nicht negativ sind haben wir laut Lemma 1 auf! 

(11) w i ° ( x ) ^ 0 (i = 0 , l ; fc = l , 2 , . . . , n ) . 

Wir gehen jetzt zum Beweise der Ungleichheiten (x 61) 

(12) 4'Xx) ä ö , pi'\x)^0. 

Aus (11) bekommen wir zunächst 

(13) 4'>(x) + p< f>(x)^0. 

Setzen wir voraus daß (12) nicht richtig ist. Dann gibt es 

a) Eine Zahl x0 e I so, daß (12) auf <a, x0> für jedes fc und jedes i gilt. 

b) Eine rechte Umgebung U(x0) cz I von x0 und die Indexenmengen fc', k"9 k! u 
u fc" c Jl so daß zu jedem fc e k'(k e k") und s > 0 ein lx'k e U(x0) (2x£ € U(x0))9 

*Xfc < x0 + e (2x* < x0 + e) existiert, für weichet? d'k(
lxl) < 0 (p*(2x*) < 0); 

d'k(x) £ 0 (p'k(x) ^ 0) für fc e Jt - fc' (fc e M - fc") und x e U(x0). 

Es sei fc0 e k', l0 e k" (eine der Mengen fc' bzw. k" kann auch leer sein). Durch 
Anwendung der Voraussetzungen (8), der Taylorschen Formel und (V) kommen wir 
zu den Relationen 

(14) d'k0(x) Z ±Bf0(F, S, y, u, 2) + Ak0(x; z, y) , 

p'h(x) £ iBf0(F, S, z, y, 2) + Ah(x; y, u) . 
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Aus (2), (13), (14) und aus den Eigenschaften der Mengen k'9 k
n folgen die Rela­

tionen (x e U(x0)): 

a) für k0 e k! 

(15) d'k0(x) = Jflftf, S, y9 u, 2) + ifl£(0, 0, z, y , 2) 

b) für 10 G k** 

(16) pj0(x) = iß£(f f £ z, y, 2) + ^ ( 0 , 0, y, w, 2) . 

(15) und (16) geben zusammen ein Ungleichungssystem. Laut Lemma 1 müssen die 
Funktionen dko(x), p'j0(x) nichtnegativ sein und daher ist die Menge k' u k" leer, 
w. z. b. w. 

Beme rkung 1. Wir wollen noch Funktionen w(x), z(x) konstruiren die den 
Voraussetzungen des Satzes 1 genügen. 

Wir setzen dazu 

7k(x; w, z) = Fk(x, wM(x), uß(ctß(x))9 ufaß(x))) + 

+ I Sk(x, t9 uß(t)9 uß(aß(t)), u'ß(ocß(t))) dt + Ak(x; w, z) 

Vk(x; w, z) = Fk(x, wM(x), w ^ x ) ) , w;(aM(x))) + 

+ I Sk(x, t, uß(t)9 uß(aß(t))9 w;(aM(0)) df - Ak(x; z, w) 

(17) Mk(x) = sup Yk(x; w, z) , mk(x) = inf Vk(x; w, z) 

wo, bei festem x, die Grenzen sup bzw. inf in der Menge aller stetig differenzierbaren 
Funktionen u(t) = (ut(t)9..., un(t)), z(t) = (zt(t),..., zn(t)) genommen werdei, welche 
auf <a, x> definiert sind (w£°(0 = zk°(t) = <p\*\t) für t e /*) und für welche die Punkte 
(f€<a,x>)J^wM(r),wM(aM(0),M;(aM(0)), (', ^(0> ^ W 0 ) > M ) i n # l i e 8 e n -
Mk(x) und mk(x) definieren wir für solche x, für welche sup und inf in (17) einen Sinn 
hat. x sei noch das Supremum solcher x. Wir haben bestimmt x > a. 

Mittels Mk(x) und mk(x) definieren wir zwei stetige Funktionen auf <a, x) Mk(x) = 
= sup Mk(t)9 mk(x) = inf mk(t). Wir bemerken noch, daß vermöge (V') Mk(a) = 

a%t%x a^t^x 

== mk(ä) = Mk(a) = mk(a) = (pk(a) ist. Liegt die Menge der Punkte (x, zß(x), 
zM(aM(x)), z;(aM(x))), (x, wM(x), wM(aM(x)), w;(aM(x))) in 9 für x e l ( / c <a,x)) und 
gilt dabei 

zk[x) = ;(x) = <?*(<.) + J Mt(í) dí , i ф ) = ç)t(a) + j mк{t) dl 
Jfl Ja 
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(zk
l)(x) = u[l)(x) = <p[l)(x) für x e /*), so kann man sich leicht überzeugen, daß die 

Funktionen z(x) = (zi(x),..., zn(x)) und w(x) = (ux(x),..., un(x)) den Voraussetzun­
gen des Satzes 1 genügen. 

3. DIE METHODE DER SCHRITTWEISEN ANNÄHERUNGEN 

In diesem Absatz werden wir einen Satz beweisen, der ein Algorithmus für die 
„untere" und „obere" Annäherung der Lösung der Aufgabe (1) angibt. Gleichzeitig 
wird auch Existenz und Eindeutigkeit der Lösung dieser Aufgabe bewiesen. 

Satz 2. °z(x) = (°z1(x),..., °z„(x)), °u(x) = (°Wi(x),..., °un(x)) seien Funktionen, 
die den Voraussetzungen des Satzes 1 genügen. Setzen wir (k = 1, 2,.. . , n; j = 
= 1,2,...) 

(180 ' '**(*) = J'1^) - [Xßk(t;
J-W-lu)dt 

(180 W*) = J"1^W - [%k(t;
J-*z,J-lu)dt (xel) 

(18w) Ju\!\x) = Jz[i\x) = rfXx) (xelk
a, i - 0, 1) 

(die Funktionen ßk(x; z, u), yk(x; z, u) haben wir im Satz 1 eingeführt). Dann gelten 
auf I folgende Ungleichheiten 

(19) J-^\x) = M ° W = yi°W = M°(*) = i"14°W 
(fc = l ,2, . . . ,n; i = 0,1), 

wo y(x) = (yi(x),..., yjx)) die einzige Lösung der Aufgabe (l) auf I bedeutet. 
Dabei konvergieren die Folgen {Ju^(x)} = {(Ju(?(x),..., Ju(

n
i)(x))}, {jz(0(x)} = 

= {(V/>(x),..., 'z^x))} gleichmäßig gegen /l)(x) = (y^*)* •••> y(«°M) ««/ '• 

Beweis. Setzen wir voraus, daß die Ungleichheiten (19) für j = 1, 2,.. . , 5 gelten 
und daß die Funktionen Jz(x), Ju(x) für diese Indexe j die Voraussetzungen des 
Satzes 1 erfüllen. Wir beweisen zuerst, daß infolgedessen auch s+1z(x), s+1u(x) den 
Voraussetzungen dieses Satzes genügen. Wir setzen 

(20) JWk{x) = >zk(x) - \(x) . 

Vermöge der oben angeführten Voraussetzung haben wir für xel, i = 0, 1, k = 
= 1, 2,.. . , n,j = 0 ,1 , . . . , s 

(21) VДx) è 0 

i 
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Wir wollen nun die Funktion s+1w'k(x) ausrechnen (und sie durch das in (10) einge­
führtes Symbol Bf(F, S, z, u, l) ausdrücken) 

'+lw'k(x) = '+lz'k(x) - s+1u'k(x) = %(x) - ßk(x; sz, 'u) - 'u'k(x) + yk(x; % 'u) = 

= Bf(F,S,'z,'u,\). 

Aus (2) und (21)'folgt Bf (F, S, 'z, su, 1) = 0 und daher 

(22) ' + X ( x ) = 0. 

Aus den Definitionsgleichheiten (18) folgt weiter (ßk(x; sz, su) ^ 0, yk(x; sz, su) <̂  0) 

(23) sz<°(x) ^ s+lz(
k
l)(x), su[()(x) £ s+luil)(x) 

und aus den Relationen (22) und (23) ist schließlich 

(24) ' su^(x) £ '"ul'Xx) £ s+ lzk
l)(x) £ sz<°(x) . 

Wir gehen zur Berechnung von ßk(x; s+1z, s+1u), yk(x;s+1z,s+lu) über. Wenn wir 
(18) benutzen, so ist 

ßk(x;s+1z,s+1u) = %(x) - ßk(x;sz,su) - Fk(x,s+1z,(x),'+1z^(x)),'+1zfa(x)))-

- J \ ( x , t, '+%(t), s+1z,K(t)), J+1z;(«,(0)) dt - Ak(x; '+1z, '+1u) = 

\Bf(F, S, »z, '+1z, 2) + Ak(x; '+1u, 'u) 

yk(x;'+1z,'+1u) = X(x) - yk(x;'z,'u) - Fk(x,'+\(x),'+1uÄ«Äx)V+1<(%(x)))-

- J \ ( x , t, '+\(t), J+1«,(«,(0), S + I «K(0)) dt + Ak(x; '+1z, s+1u) = 

= iBf(F, S, 'u, '+lu, 2) + Ak(x; '+1z, sz) . 

Aus (2) und (23) kommen auf/ die Ungleichheiten 

Bf(F, S, 'z, '+xz, 2) = 0 , Ak(x; '+1u, 'u) = 0, 

Bf (F, S, 'u, '+1u,2)^0, Ak(x;'+xz, 'z) = 0 

and daher ßk(x; '+1z, '+*„) ^ o, yk(x; '+1z, '+1u) ^ 0. 

Bisher haben wir also bewiesen, daß die Ungleichheit (19) auch für ;' = s + 1 
gültig bleibt und daß '+1z(x), '+1u(x) den Voraussetzungen des Satzes 1 genügen. 
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Jetzt werden wir den zweiten Teil der Behauptung unseres Satzes beweisen, d. h. 
die Existenz- und Eindeutigkeitsbehauptung über die Lösung von (1) (in der Klasse 
stetig differenzierbarer Funktionen), sowie auch die auf I gleichmäßige Konvergenz 
der Folgen {Jz(i)(x)}9 {Ju{i)(x)} zu dieser Lösung bzw. zu seiner Ableitung. Es genügt 
natürlich zu beweisen, daß die Folgen {^(x)} = {'zJ'X*) - Ju[i)(x)} (k = 1, 2, . . . 
..., n; i = 0, 1) auf/ gleichmäßig gegen Null streben. Setzen wir nämlich die Gültig­
keit dieser Behauptung voraus und setzen zk(x) = lim Jzk(x)9 uk(x) = lim Juk(x). 

J-+00 j-+co 

Diese Grenzwerte existieren offenbar in jeder Zahl x e J, da {^(x)}, ({Juk(x)}) nach 
(19) monotone Folgen sind. Weiter gilt Jwk(x) ^ Jzk(x) — zk(x) ^ 0, Jwk(x) §: 
= uk(x) — Juk(x) ^ 0, Jwk(x) = ^ ( x ) — Juk(x) ^ 0 und die Funktionenfolgen kon­
vergieren daher gleichmäßig auf I gegen die Funktionen zk(x) (uk(x)) und es gilt 
identisch zk(x) = uk(x). Auf eine analoge Weise kann man auch beweisen, daß mono­
tone Funktionenfolgen {Jzk(x)}9 {

Juk(x)} auf I gleichmäßig gegen zk(x) und uk(x) 
streben. Wenn wir zk(x) = uk(x) = yk(x) setzen und in (18) den Grenzübergang 
durchführen, erhalten wir sogleich das Resultat, daß y(x) = (yi(x),..., yn(x)) eine 
Lösung (und zwar die einzige in der Klasse stetig differenzierbarer Funktionen) 
der Aufgabe (1) auf/ darstellt, was wir auch beweisen wollten. 

Der Beweis des Satzes kann also durch Begründung des gleichmäßigen Strebens 
der Folge {Jw£°(x)} auf/ gegen Null vollendet werden. Zu diesem Zwecke setzten wir 
c = min (x — ak(x)). Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von aÄ(x) auf / und der 

Ungleichheit a*(x) < x, muß c > 0 sein. Wir nehmen weiter eine beliebige Teilung 
a = x0 < x t < ... < xv = b von/, deren Norm kleiner als c ist (d. h. |xm — xm^x\ < 
< c9 m = 1, 2,.. . , v). Wir betrachten zunächst x in <x0, xx>. Für diese x haben wir 
(xk(x) ^ x - c ^ X! - c < x0 und daher (vgl. (!")) gilt 

(25) J'4°(«*(*)) = J»¥W)) = <z>j.'>Mx)) 0 = 0,1, 2,...) . 

Weiter haben wir, wenn wir noch (18), (21), (3) und (25) benutzen 

(26) Jwk(x) = {\Jz'k(t) - 'u'k(t)) dt = | V X ( 0 - &('. J '-1->J"1«) + 
Ja Ja 

+ yk(t;
J-lz9

J-*u))dt <i L,t f Y ^ W O + P~W<-) d<Adf, 

wo Lx = L + max \\Al
kj\ - Äl

kj9 |ß^ | - £{,], Aus (21) folgt, daß Jwk(x) auf/ nicht 

abnehmen und daher (vgl. (26)) mit S = Lx(c + 1) 

Jф)ѓst Г^ЧOdí 
t=l Ja 
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Aus der letzten Ungleichheit bekommen wir weiter 

(27) iM*)s»si p-wo«-'-
1=1 . - l j a 

n 

Wir setzen H = £0wj(xi). Durch Induktion behelfs (27) können wir leicht die 

Ungleichheiten 

(28) i v * ) S - * ( " S ) i ( X , ~ * o ) ' (j = 0,1,2,...) 
i = i j ! 

beweisen. Aus (28) und (21) folgt unmittelbar, daß {Jwk(x)} gleichmäßig auf <x0, xt> 
gegen Null streben. Für die Ableitung von Jwk(x) auf <x0, xly haben wir nach (18), 
(21), (3) und (25) 

• Jw'k(x) = J-iWk(x) - ßk(x; J~H, J~,u) + yk(x; J~iz, J~*u) <Z 

áҶŽ^-ЧW + p-^^díj. 

Nach dem vorangehenden Resultat strebt aber die Funktionenfolge {Jw*(x)} gleich­
mäßig auf <x0, xt} gegen Null und daher muß auch (vgl. (21)) {Jwk(x)} auf <x0, x t> 
gleichmäßig gegen Null streben. 

Setzen wir jetzt voraus, daß die gleichmäßige Konvergenz von {Jwk
l)(x)} bereits auf 

<x0, xp> (1 ^ p < v) bewiesen wurde. Wir wollen dasselbe Resultat auch auf 
<x0, xp+1> aufstellen. Setzen wir wieder das Gegenteil voraus. Aus (18), (21) und (3) 
folgen die Ungleichheiten (L2 = L + max [\Al

kj\ - Al
kj, \Bl

kj\ - Bl
kJ]) 

(29) 0 £ Jw'k(x) Z L2£ i r ^ ( x ) + '-^fafa)) + J-xwM*)) + 

+ [ V WO + J-lwM*)) + i"1*W)) 4 • 

Konversion auf <x0, xp + 1> die Folgen {"^(x)} gleichmäßig gegen Null, dann wegen 
Induktionsvoraussetzung und der Ungleichheiten cck(x) < xp9 die auf <x0, xp+ly gültig 
sind,folgt aus (29) daß auch {Jw'k(x)} gleichmäßig auf <x0, xp+i} gegen Null streben. 
Wenn ein Widerspruch herauskommen soll, dann muß ein xe<x p , xp + 1) und ein 
9 > 0, x + 9 ^ xp+i> & < (3wl-2(l + ^ — Ö))""1 so existieren, daß auf <x0, x> die 
Funktionenfolgen {Jwk(x)} gleichmäßig gegen Null konvergieren, da aber auf 

n 

<x0, x + 9> dies nicht mehT der Fall ist und es gilt £ Jwx(x + 9) ^ e > 0 für 
*=i 
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j = 0,1,2,... Andererseits haben wir nach (18), (21) und (3) 

W*)-jV-Ä0-'«40)*-

- ( V x ( 0 - ßk(t,
J~lz,J-lu) + y .̂;'"1--.'-1.«))«.. g 

J« , 
= L2 i T ̂ -^,(0 + J-lwMt)) + ^w'Mt)) + 

(VW«) + J-l»Mq)) + l-^Mq^dqidt. + 

Hieraus folgt 

(30) £Jw,(x) Z nL2^ f ( ' " ^ t ) + p - ' w ^ ) dq\ dt + 

+ nL2i T O'^t) + rj-lwtq)dq\dt + 

+ nL2i T ̂ '-^,(«,(0) + ̂ wiMf)) + [('""'"iM«)) + '"'"iM«))) d 4 d< • 

Da laut Voraussetzung die Funktionenfolgen {;w£°(x)} auf <x0, x> gleichmäßig gegen 
Null streben und für x e <x0, x + 9> at(x) < xp gilt, muß die Funktionenfolge 
{J'h(x)}, wo 

%x) = nL2i f O-'wjit) + p - 1 w,(cj) dq\ dt + 

+ «̂ 2 £ fj'-WotKO) + '-V-MO) + JV^lM«)) + J~1
WM<!)))dq\dt 

ebenfalls gleichmäßig auf <x0, x -F #> gegen Null konvergieren. Ziehen wir (21) in 
Betracht, so bekommen wir 

Í [ O-1**!) + rj-lwfa)dq\dt 
(31) 

ІM» + ») 
1=1 

П ñ X + д n 

I ( І _Ч(0 + (»-«) J _Ч(0) d ' £ i-i w,(x + 9) 
£_!___ _ g ( l + Ь _ a ) S І - i 

Í Ц x + 9) Î Ч x + 9) 
1 = 1 i = i 
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Die Ungleichheit (30) kann mittels Jh(x) in der Form 

£>,(*) < '*(*) + nL2i[
X^Wl(t)+('^Wl(q)dq\dt 

geschrieben werden; setzen wir hierin x + 9 für x ein und dividieren die beiden Seiten 
n 

der so entstandenen Ungleichheit durch £ Jw}(x + .9) ̂  e > 0, so bekommen wir 
mittels (31) die Beziehung I = 1 

Jh(x + 9) £J-1wI(x + 9) 
(32) 1 < h(X + *> + nL2(l + b-a)9 ^ . 

ES(x + 9) 
1=1 

n n 

Es ist leicht zu sehen, daß Hm [ ( ^ ^ ^ ^ x + S))/(^yvv,(3c + 9))] = 1 ist, da 
n J->oo 1=1 1=1 

lim X^vv^x + 9) existiert und einer positive Zahl gleich ist. Es ist weiter 
j~+<X> 1 = 1 

lim Jh(x + 9) = 0. Man kann also ein Index j0 so wählen, daß 
j-+co 

. . ij°-iH^ + ») 3 
-H(x + 9)<-, I=i < -
p 2 " 2 

Z N - + 8) 
1=1 

gilt. Die Ungleichheit (32) ist für jede natürliche Zahl j gültig und also auch für j 0 . 
Dann haben wir aber 

1 < 1 + }nL2(l + b - a) 9 , 

was einen Widerspruch darstellt. Somit ist alles bewiesen. 

ЬИегаШюеггекктз 

[1] Т. Аманкулов: Приближенное решение системы интегро-дифференциальных уравнений 
с помощью мажорантно-минорантных функций. Известия высших учебных заведений, 
№ 4, (1968), 6—12. 
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