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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 95 (1970), Praha

ANGENAHERTE LOSUNG EINES SYSTEMS VON INTEGRO-
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN MITTELS DER METHODE
VON S. A. TSCHAPLYGIN

SvATosLAY STANEK, Olomouc

(Eingelangt am 21. November 1968)

1. FORMULIERUNG DES PROBLEMS

Es sei ein Integro-Differentialgleichungssystem

(1)
Yi(x) = Fi(x, yu(%), yu(ou(x), yilou(x))) + rSk(x, t, (1), yu(eu(1)), yu( (1)) dt =

= Fi[x, p1(x), .- s ya(X), y1(@1(x))s- o5 pu(0a(%))s y1(21(%)), - .., yio(x))] +

+ J.xS,,[x, 1, Y1(0)s o Y1) ¥1(25(2)), -y Ya(0(2)), ¥1(24(2)), - s yile(2))] dt

(xeI =<a, b, b> a) mit den Anfangsbedingungen

(1) () = o{(x) xell
9i(a) = Fia, 0,(a), ?u((a)), @,(,(a)))

(i=0,1; k=1,2,...,,n) gegeben. Die Funktionen a(x) < x bzw. ¢{’(x) seien
stetig auf I bzw. I%; It = {04 : () < a, x eI}.

2 soll eine offene, beschriinkte und konvexe Untermenge des (3n + 1)-dimensio-
nalen Raumes (x, y,, (), yi(2,)) bedeuten, die den Punkt (a, ¢,(a), ¢ (2,(a)),
¢,(2,(a))) enthlt.

Wir setzen weiter voraus, daB die Funktionen Fy(.), Si(t, .) (t € I) auf 9 definiert
und stetig in x sind (S, gleichzeitig auch in t), daB sie stetige, von unten beschrinkte
partielle Ableitungen besitzen (A:j, B,i, — Konstanten; I = 1,2,3;k,j=1,2,...,n)
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(2) A:jééﬂa A:jé_afk-‘9 A:jéik"—’
dy; ay[a;) dyfa;)

B,<Be, g < B g
0y, oy (x;) aya;)

und daB sie schlieBlich in jedem Punktepaar (£, 9;, n,, o)), (&, 9%, n2, 02) aus 2 die
Ungleichheiten (¢ < t eI; L konstant)

() IFle: 85 mi 2) = Ful&s 85wl )] < LY {19 = 91 + [ — w1 + |o] — ofl}
[Si(t, & 9L, 7k, 0f) — Si(t, & 92,72, 02)| <

< Lj;{]s} — 9 + |n} — =] + o} - 22}
erfiillen.

Unter diesen Voraussetzungen werden wir den Satz 1 beweisen, der eine gewisse
Analogie des Tschaplyginschen Satzes iiber Differentialungleichheiten darstellt und
den Satz 2, der u. a. auch die Behauptung enthilt, daB die Aufgabe (1) auf I genau
eine Losung in der Klasse der stetig defferenzierbaren Funktionen hat. Ahnliche
Resultate finden wir bei T. Amankulov [1] unter der Voraussetzung daB o,(x) = o(x)
(k=1,2,...,n; xel) ist und daB alle partiellen Ableitungen die in (2) auftreten
nicht negativ (nicht positiv) und ,,geniigend klein“ bleiben (d. h. daB die Ungleichheit
(4) in [1] erfiillt ist).

2. SATZ UBER ANNAHERUNG DER LOSUNG DER AUFGABE (1)

IM SINNE VON S. A. TSCHAPLYGIN

Wir fithren zunichst das folgende Lemma an:

Lemma 1. o(x) (k = 1,2, ..., n) seien die Funktionen die in der Gleichung (1)
auftreten und weiter seien C,fj(x), D,",(x) (1=1,2,3;k,j=1,2,.., n) nichtnegative
beschrdnkte Funktionen auf I, Dy[x) auf I integrierbar. Wir bezeichnen mit wi(x)

(k = 1,2, ..., n) beliebige, stetig differenzierbare Funktionen auf I (w{"(x) = 0 fiir
xeli=0, 1), welche folgenden Ungleichungen

@ i) 2 3 {CH W) + G milele) + € wies)} +
+3 f (DU(0) wh) + D) waA0) + DO wilafo)} d
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geniigen. Dann gilt auf I:
wid(x)20 (i=0,1; k=1,2,..,n).

Beweis. Es geniigt offenbar auf I folgende Relationen
(%) . wi(x) 20 (k=1,2,..,n)

zu beweisen. Setzen wir also das Gegenteil voraus. Es gibt Indexe k; < k, < ... < k;
(die Menge dieser Indexe bezeichnen wir mit k'; die Menge der iibrigen Indexe

sei k"), eine Zahl x, € I und eine rechte Umgebung U(x,) < I der Zahl x, so, daB fiir
jedes k € k' folgendes gilt:

a) wy(xo) = 0.

b) Zu jeder beliebigen Zahl & > 0 gibt es eine Zahl x, € U(xo) x, < x + &so, daB
wk(x) < 0.

(Fiir k € k" und x € U(x,) gilt wi(x) = 0.)

Es sei nun x, die kleinste Zahl in I mit den angefiihrten Eigenschaften. Fiir a <
< x £ xound ke k' U k" gelten also die Ungleichheiten (5). Mittels der Vorausset-
zung o4(x) < x konnen wir die Umgebung U(x,) noch dermaBen verkiirzen, daB
(wir benutzen die fritheren Bezeichnungen) o,(x) < x, wenn x € U(xo) und ke
€ k' U k". Fiir ein beliebiges Index k und x € U(x,) haben wir die Ungleichheit

i) 2 3, {ei) m + [ oty m) o

X0

(in (4) haben wir namlich wy(a(x)) = 0, wi(o(x)) = 0 (wi(x) 2 O fiir k € k”)). Durch
Anwendung der Formel

wi(x) = wixo) + wi(&)) (x — xo)
(&; = &/x) € (xo, x)), flieBt schlieBlich die Ungleichheit (w{x,) = 0)

ZOE) {cu(x) W) (x = xo) + j

DL wiE) ¢ = xo i}
hervor. Wenn wir die letzte Ungleichheit durch — 1 mutltiplizieren, so bekommen wir

© -wsT {c*,(xx—w,(c,» (x = %o) +j DLE) (— W) (¢ — x0) dr}

X0

Setzen wir nun (j € k'; x € U(x,))
Myx) = sup (—w{(®)) (>0).
x0<tSx
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Aus den Voraussetzungen iiber die Funktionen C}(x), D; (), folgern wir die Existenz
zweier Konstanten C > 0, D > 0 so, daB C} (x) =C, D; J(x) £ D auf I gilt. Aus (6)
folgt dann sofort

M) S (C(x ~x)+ D ("_“2’29_2> M x).

Da die Menge k' genau s Elemente enthilt, konnen wir mittels det letzten Ungleich-
heit die Relation

PIUCEFEEES (c +DpX= "0) )

2 Jjek’

aufstellen und daraus wenn wir durch die positive Zahl ), M (x) dividieren
=%

1§s(x—x0)<C+Dx_2xo),

was aber ein Widerspruch ist. Die rechte Seite der letzten Ungleichheit kann nidmlich
beliebig klein werden. Unser Lemma ist somit bewiesen.

In folgendem Satz fiithren wir Bedingungen an, welche dazu geniigen, daB die Funk-
tion v(x) = (v(x), ..., v,(x)) eine untere bzw. obere Aproximation einer beliebigen
Losung der Aufgabe (1) darstelle (soweit diese existiert).

Satz 1. Die Funktionen z(x) = (z,(x), ..., z,(x)), u(x) = (uy(x), ..., u,(x)) mogen
folgende Bedingungen erfiillen:

1. Sie sind auf I stetig differenzerbar.
2. Fiir jedes x €l liegen die Punkte (x, z,(x), z,(2,(x)), z(2,(x))), (x, pu(x),

w(0u(%)s (%)) in D.

(7) 3. z2{(x) = u(x) = ¢P(x) (xeli; i=0,1)
(8) 4. fulxs 2, ) = () — Filx 2,00, 2(,0), 2z, () -
- [[805.20 200) AON  - Az 0 20

(8"  yux; 2z, u)

“I'c(x) - F k(x’ u“(x), uu(au(x»' u,',(az“(x))) -

- [0 10 5O) w1 + A28 50 (xeD)
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wo
A 2,0) = 3 (141 = AL (eA) = o) + [143] - 4] (k) -
~ o) + [14] ~ A2 (eso) — v} +
w13, (108 = B GA) ~ ) + D8] — B eAeh) -
— ufe) + DB — B (<) - i)} e
Dann sind auf I die Relationen
uP(x) S Px) £ z20(x) (i=0,1,;k=1,2...,n)

erfiillt, wo y(x) = (y4(x), ..., y«(x)) eine beliebige (stetig differenzierbare) Losung
der Aufgabe (1) bedeutet (die Existenz dieser Losung wird vorausgesetzt).

Beweis. Wir setzen wy(x) = zy(x) — up(x), di(x) = yi(x) — wi(x), pi(x) = zi(x) —
— yu(x). Aus (7) folgt sogleich auf I, identisch

©) W) = dP(x) = px) = 0.

Einfachheitshalber werden wir fiir den ganzen folgenden Text noch diese Bezeichnung
einfiihren (z(x), u(x) bedeuten hier beliebige Funktionen, welche den Voraussetzungen
1-3 des Satzes 1 geniigen; [ = 1, 2)

(10)  BY(F,S, zul) = {[[A,UI al, + 125 *] (2(x) — u(x)) +

+ [|A,3,.| A

oF, .
. ,.(a,.)] (sixfos) = ) +

e )] (o) = )} +

£y ’{[lak,l By + 12 ](z,(t)_u,(,» ¥

+ [1A3,| 4 +1

jeN

¥ [IB:A B+ 1 ](z,(a,(r» ufafh) +

5;(1)

e [CCOROON T

A bedeutet hier die Ménge aller Indexe fiir welche wir die Summation auf der rechten
Seite von (10) durchfithren (d. h. eine Untermenge der Menge # = {1,2,...,n})
und in den Argumenten der partiellen Ableitungen von F bzw. S, steht (x, z,(x),

+ [|B,3,| B, +1
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z,(2,(x)), zp(2 (%)) bzw. (x, t, 2,(t), z,(2,(1)), zy(e,(1))). Durch B (F, §, z, u, I) werden
wir weiterhin den Funktionenwert der Funktion auf der rechten Seite der Definitions-
gleichheit bezeichnen, wo fiir Argumente der partiellen Ableitungen von F,, S, die
Koordinaten geeigneter Punkte aus & eingesetzt sind. Wir heben schlieBlich noch
die Relation 3B{#(0, 0, z, u, 1) = A,(x; z, u) hervor.

Wir multiplizieren nun die Ungleichheit (8”) durch die Zahl —1 und addieren sie
nachher mit (8’). Wenn wir die Taylorsche Formel benutzen um den Wert des Aus-
druckes

Fi(x, 2,(x), 2,(2,(x), 2(@(x)) — Fx, u,(x), (), i2(x))) +
(1505 1,240, 2000, 70N = S 10, 8,0, w55 D) et +
+ 24,(x; z, u)
zu erreichen, so kommen wir nach einfachen Umformungen zur Ungleichheit
wi(x) = BAF, 8,2, u, 1)

Da alle Ausdriicke in eckigen Klammern auf der rechten Seite der Definitionsgleich-
heit (10) fiir BY*(F, S, z, u, 1) nicht negativ sind haben wir laut Lemma 1 auf I

(11) wl(x) 20 (i=0,1;k=1,2,..,n).
Wir gehen jetzt zum Beweise der Ungleichheiten (x € 1)

(12) dP(x) 20, p’(x)=20.

Aus (11) bekommen wir zunéchst

(13) di’(x) + pi(x) 2 0.

Setzen wir voraus daB (12) nicht richtig ist. Dann gibt es

a) Eine Zahl xo €1 s, da8 (12) auf <a, x,) fiir jedes k und jedes i gilt.

b) Eine rechte Umgebung U(xo) = I von x, und die Indexenmengen k', k", k' u
U k” < J# so daB zu jedem k € k'(k € k") und & > 0 ein *x; € U(x,) (®xf € U(xo)),
Ixg < xo + & (*xf < xo + &) existiert, fiir welches di(*x;) < 0 (pi(*xf) < 0);
di(x) 2 0 (pi(x) = 0) fiir ke M — k' (ke .# — k") und x € U(x,).

Es sei ko€ k', I, € k” (eine der Mengen k' bzw. k” kann auch leer sein). Durch

Anwendung der Voraussetzungen (8), der Taylorschen Formel und (1’) kommen wir

zu den Relationen '

(14) di(x) = 3BA(F, 8, y,u,2) + Ay (%52, ¥),

p;o(x) g ‘}Bi{,‘(F, gs z, ), 2) + Alo(x; 3 u) .
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Aus (2), (13), (14) und aus den Eigenschaften der Mengen k', k” folgen die Rela-
tionen (x € U(x,)):

a) fir ko e k'

(15) di(x) 2 3B (F, 8, y, u,2) + 1B (0,0, 2, y, 2)
_ b) fiir I, e k™

(16) p;o(x) 2 %B’;;(F’ ga L2 B 2) + %B’f;((), 0, y,u, 2) .

(15) und (16) geben zusammen ein Ungleichungssystem. Laut Lemma 1 miissen die

Funktionen dj (x), p1,(x) mchtnegatlv sein und daher ist die Menge k' U k" leer,
w.z. b.w.

Bemerkung 1. Wir wollen noch Funktionen u(x), z(x) konstruiren die den
Voraussetzungen des Satzes 1 geniigen.

Wir setzen dazu
Yk(x 5 Uy Z) =F k(x’ “u(x)’ “u(“u(x))’ u;l(aﬂ(x))) +
+ 'rsk(x’ t, uu(t)’ “u(an(t))’ u;(“n(t))) dt + Ayx; u, z)

Valoes 1, 2) = Filos 1,3, ,,(6)), w5, () +
+ [0 1 00, 10 ) 8t = A 7,00

(17) M(x) = sup Y(x; u,z), my(x) = infV(x; u, z)

wo, bei festem x, die Grenzen sup bzw. inf in der Menge aller stetig differenzierbaren
Funktionen u(t) = (uy(t), ..., u(t)), 2(t) = (z(2), ..., z,(t)) genommen werdea, welche
‘auf {a, x) definiert sind (u{"(t) = z{(t) = @{(¢) fiir ¢ € IY) und fiir welche die Punkte
(te <o) (0w @O (& 2,0 2,50 2x0) in D liegen
M,(x) und m,(x) definieren wir fiir solche x, fiir welche sup und inf in (17) einen Sinn
hat. X sei noch das Supremum solcher x. Wir haben bestimmt X > a.

Mittels M,(x) und im,(x) definieren wir zwei stetige Funktionen auf {a, X) M,(x) =
= sup M,(t), mi(x) = inf m(f). Wir bemerken noch, daB vermége (1”) M,(a) =

astsx astsx
= my(a) = My(a) = m,(a) = pi(a) ist. Liegt die Menge der Punkte (x,z,(x),

2,00 S0, (5 14(5) el (e i 9 i xe1 (1 G 5) und

gilt dabei

zy(x) = oula) + I M) dt, u(x) = ofa) + j. my(t) dt
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(282(x) = u’(x) = @{?(x) fiir x e I¥), so kann man sich leicht iiberzeugen, daB die
Funktionen z(x) = (z,(x), ..., z,(x)) und u(x) = (u,(x), ..., u,(x)) den Voraussetzun-
gen des Satzes 1 geniigen.

3. DIE METHODE DER SCHRITTWEISEN ANNAHERUNGEN

In diesem Absatz werden wir einen Satz beweisen, der ein Algorithmus fiir die
,untere* und ,,obere* Annaherung der Losung der Aufgabe (1) angibt. Gleichzeitig
wird auch Existenz und Eindeutigkeit der Losung dieser Aufgabe bewiesen.

Satz 2. °z(x) = (°zy(x), ..., °z,(x)), %u(x) = (Puy(x), ..., ®u,(x)) seien Funktionen,
die den Voraussetzungen des Satzes 1 geniigen. Setzen wir (k =1,2,...,n; j =
=1,2..)

(18") voIz(x) = 7z(x) — Jxﬁk(t; I=1z,0~1y) dt
(18") Iugx) = I uy(x) — J‘xyk(t;j-‘Z,"“‘u) dt (xel)
(18") Tu(x) = 720(x) = ¢’(x) (xeli, i=0,1)

(die Funktionen By(x; z, u), v(x; z, u) haben wir im Satz 1 eingefiihrt). Dann gelten
auf I folgende Ungleichheiten

(19 ) S A0 S 9 S ) £ 710
(k=1,2,...,n;i=0,1),

wo y(x) = (yy(x), ..., yu(X)) die einzige Losung der Aufgabe (1) auf I bedeuter.
Dabei konvergieren die Folgen {u’(x)} = {(Fu{?(x),...,7u"(x))}, {!zO(x)} =
= {(20(x), ..., 2{(x))} gleichmafig gegen yO(x) = (y(x), ..., y(x)) auf I.
Beweis. Setzen wir voraus, daB die Ungleichheiten (19) fiir j = 1,2, ..., s gelten
und daB die Funktionen /z(x), u(x) fiir diese Indexe j die Voraussetzungen des

Satzes 1 erfiillen. Wir beweisen zuerst, daB infolgedessen auch **'z(x), **'u(x) den
Voraussetzungen dieses Satzes geniigen. Wir setzen

(20) Iwlx) = Iz(x) — Juy(x) .

Vermoge der oben angefiihrten Voraussetzung haben wir fir xel, i = 0,1, k =
=1,2,..,nj=0,1,...,s

@y W) 2 0.
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Wir wollen nun die Funktion **'wj(x) ausrechnen (und sie durch das in (10) einge-
fithrtes Symbol By (F, S, z, u, I) ausdriicken)

() = PH2ix) = () = *5i0) — B2, %) — i) + iz, ) =
= BXF,S,z,%u, 1).
Aus (2) und (21) folgt B{(F, 3, *z, “u, 1) 2 0 und daher
(22) “ly(x) 2 0.
Aus den Definitionsgleichheiten (18) folgt weiter (B,(x; °z, *u) = 0, yi(x; °z, *u) < 0)
23) 0() 2 120, WO) S )
und aus den Relationen (22) und (23) ist schlieBlich
29 wP(x) £ *Tud(x) £ °120(x) < *Z0(x) -

Wir gehen zur Berechnung von Bi(x; **'z, **'u), y,(x; ** 'z, **'u) iiber. Wenn wir
(18) benutzen, so ist

Bl ™12, ) = () — Byl 2, ") — Fylx, ™ 12,00, ™ 2, (w,00), = 2, () -
) f S 1, 7, 0), 12, (0), () A — A 1z, ) =

BX(F,8,%2,5%12,2) + Ay(x;°*u,u)
k12,7 ) = i) — 72, 0) = B ™ 6, 7 ), 7 ) -

) f Si( 1 ,0), i (0), () At 4 A Tz, ™) =

= 3B#(F, S, *u,** 1y, 2) + A(x;°*'z,%z).
Aus (2) und (23) kommen auf I di;e Ungleichheiten
B¥(F, 8,5z, 5*1z, 2) 20, A(x;5*'u,u) 20,
BX(F, 8, %u,** 'u,2) £ 0, Afx;**z,%2) <0

and daher f(x; **!z, Hlu) 2 0, p(x; * Tz, *tu) < 0.
Bisher haben wir also bewiesen, daB die Ungleichheit (19) auch fiir j = s + 1
giiltig bleibt und daB **+1z(x), **1y(x) den Voraussetzungen des Satzes 1 geniigen.
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Jetzt werden wir den zweiten Teil der Behauptung unseres Satzes beweisen, d. h.
die Existenz- und Eindeutigkeitsbehauptung iiber die Losung von (1) (in der Klasse
stetig differenzierbarer Funktionen), sowie auch die auf I gleichméBige Konvergenz
der Folgen {#z((x)}, {#u'"(x)} zu dieser Lésung bzw. zu seiner Ableitung. Es geniigt
natiirlich zu beweisen, daB die Folgen {/w{’(x)} = {/z{)(x) — Ju{’(x)} (k = 1,2, ..

. ny i =0, 1) auf I gleichmaBig gegen Null streben. Setzen wir nidmlich die Giiltig-
kelt dieser Behauptung voraus und setzen z(x) = hm Izy(x), u(x) = hm ’u,‘(x)

-

Diese Grenzwerte existieren offenbar in jeder Zahl x €1, “da {Izi(x)}, ({’uk(x)}) nach
(19) monotone Folgen sind. Weiter gilt Jwy(x) = /z,(x) — z(x) 2 0, ‘w(x) 2
2 u(x) — Ju(x) = 0, ‘wy(x) = Jz(x) — ‘u,(x) 2 0 und die Funktionenfolgen kon-
vergieren daher gleichmiBig auf I gegen die Funktionen z,(x) (uy(x)) und es gilt
identisch z,(x) = u,(x). Auf eine analoge Weise kann man auch beweisen, daBl mono-
tone Funktionenfolgen {Jz;(x)}, {fu;(x)} auf I gleichmiBig gegen z;(x) und u,(x)
streben. Wenn wir z(x) = u,(x) = yy(x) setzen und in (18) den Grenziibergang
durchfiihren, erhalten wir sogleich das Resultat, daB y(x) = (y,(x), ..., yx(x)) eine
Losung (und zwar die einzige in der Klasse stetig differenzierbarer Funktionen)
der Aufgabe (1) auf I darstellt, was wir auch beweisen wollten.

Der Beweis des Satzes kann also durch Begriindung des gleichméBigen Strebens
der Folge {w{(x)} auf I gegen Null vollendet werden. Zu diesem Zwecke setzten wir

¢ = min (x — a(x)). Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von o,(x) auf I und der
15ksn
Ungleichheit a(x) < x, muB ¢ > 0 sein. Wir nehmen weiter eine beliebige Teilung

a=xy<x; <...<x,=bvonl, deren Norm kleiner als cist (d. h. |x,, — Xp—| <
<em=12,..., v). Wir betrachten zunéchst x in {x,, x{). Fiir diese x haben wir
%(x) £ x — ¢ £ x; — ¢ < xo und daher (vgl. (1")) gilt

(29) iz(a(x)) = uP(e(x)) = ((x)) (G =10,1,2,...).

Weiter haben wir, wenn wir noch (18), (21), (3) und (25) benutzen
26)  w(x) = f (Uzi(t) — ui(e) dt = f O twi(e) — Bt 1z, I u) +
+ otz ) At S L, S j (f-lw,(t) + J" 1) dq) at,
=1 J, a

wo L =L + max [|A,u[ Ay, |Bij| = Bij], Aus (21) folgt, daB /wy(x) auf I nicht
abnehmen und daher (vel. (26)) mit S = Ly(c + 1)

Im(x) = Slgx ij “lwy(r) de.
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Aus der letzten Ungleichheit bekommen wir weiter
@) Y w(x) < nSY J Lyt dt
1=1 =1},

n
Wir setzen H = Y %wy(x,). Durch Induktion behelfs (27) konnen wir leicht die
- 151
Ungleichheiten

(28) o) s n X=Xl ;o5 )
1=1 j!

beweisen. Aus (28) und (21) folgt unmittelbar, daB {/w,(x)} gleichmaBig auf {x,, x>
gegen Null streben. Fiir die Ableitung von /w,(x) auf (x,, x,) haben wir nach (18),
(21), (3) und (25)

Iwi(x) = 17 wil(x) = Bi(x; 771z, T M) + yp(x; Tz, f“‘u) <

< L,li {1-1w,(x) + J "I 1r) dt}.

=1 a

Nach dem vorangehenden Resultat strebt aber die Funktionenfolge {/w(x)} gleich-
maBig auf (x,, x;» gegen Null und daher muB auch (vgl. (21)) {#wy(x)} auf <x,, x, )
gleichmaBig gegen Null streben.

Setzen wir jetzt voraus, daB die gleichmiBige Konvergenz von {/w{”(x)} bereits auf
{Xo, Xp) 1=sp< v) bewiesen wurde. Wir wollen dasselbe Resultat auch auf
g, Xp+1) aufstellen. Setzen wir wieder das Gegenteil voraus. Aus (18), (21) und (3)
folgen die Ungleichheiten (L, = L + max [|4;;| — A4 |Bi;| — Bij])

(9 O0sMESLY {(j“‘w,(x) () + I W) +

=1

+ J "0 twt) + T wa®) + O wie(0) dt}.

Konvergion auf {xo, x,+1) die Folgen {Yw,(x)} gleichmaBig gegen Null, dann wegen
Induktionsvoraussetzung und der Ungleichheiten o,(x) < x,,, die auf (x,, X+, giiltig
sind, folgt aus (29) daB auch {/w;(x)} gleichmaBig auf {x,, x,,) gegen Null streben.
Wenn ein Widerspruch herauskommen soll, dann muB8 ein X € {x,, X,+1) und ein
9>0,%+ 3= x,41, 9 <(3nLy(1 + b — a))™* so existieren, daB auf (x,, ¥) die
Funktionenfolgen {’wjy(x)} gleichmiBig gegen Null konvergieren, da aber auf

(%o, X + 9) dies nicht mehr der Fall ist und es gilt ) ‘wi(X + 9) 2 &> 0 fiir
. 4 1=1
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j =0,1,2,... Andererseits haben wir nach (18), (21) und (3)
fmw=j040—mw»m=

) .[ (twit) = Bt 771z, T ) (772 T ) de S

éhir%WWH”WM@+”WMm+

=1 ),

+ j "0 1wa) + T wian(a)) + T wi((0))) dq} dt

Hieraus folgt

(30) 3 iwi) S ka5, J ; (f-{w,(t) + j = 1(q) dq) dt +

f L,y J ) (f—lw,(t) + ﬂf-lw,(q) dq) dr +

1=1

X

et 3, [ ftwe) 2 wia@) + [0 winla) + 7 wiada) daf

a

Da laut Voraussetzung die Funktionenfolgen {/w{"(x)} auf {x,, X) gleichméBig gegen
Null streben und fiir x € {xo, ¥ + 9) a(x) < x, gilt, muB die Funktionenfolge

{7h(x)}, wo ,
h(x) = "Lﬂi [ ) (f-lw,(t) N j 1) dq> dt +

; ané j {f-lw,(a,(z)) + "":\.rvi(oc,(t)) + j :(:*w,(a,(q)) + 9wl a))) dq} dt

ebenfalls gleichmaBig auf {x,, ¥ + 9) gegen Null konvergieren. Ziehen wir (21) in
Betracht, so bekommen wir

Lo ey

o1) R <
IEIIWI(E + 9)
b I O R R OL $ itz + 9
< — = - S(l+b-a)d=—o— .
lgl‘iwl(f + 9) lgljwl(f + \9)
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Die Ungleichheit (30) kann mittels /h(x) in der Form

St )+ ntnE [ Doty + [

‘wiq) dq} dt
geschrieben werden; setzen wir hierin X + 9 fiir x ein und dividieren die beiden Seiten
der so entstarfdenen Ungleichheit durch Z Iw(x + 9) 2 £ > 0, so bekommen wir
mittels (31) die Beziehung
1

s Z’ wi(x + 9)
h(x+9)+nL(1+b—a)9———————————' !

ij,(x + 9)

=1

(32

Es 1st leicht zu sehen, daB 11m [( Z Ilw(x + 9))/(Z’w,(x +9))] =1 ist, da

lim ij,(x + 9) existiert und einer positive Zahl glelch ist. Es ist weiter
jowo I=1

lim /h(X + 9) = 0. Man kann also ein Index j, so wihlen, daB

z Lw® + 9)

Z Powy(x + 9)

<

Lionz + 9) <L, 1
€ 2

N W

gilt. Die Ungleichheit (32) ist fiir jede natiirliche Zahl j giiltig und also auch fiir j,.
Dann haben wir aber

1<t +3nL(1+b-a)d,

was einen Widerspruch darstellt. Somit ist alles bewiesen.
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