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Casopls pro péstovini matematiky, ro&. 102 (1977), Praha

KLEINE DESARGUES-BEDINGUNG IN GEWEBEN

VAcLAv HAVEL, Brno
(Eingegangen am 1. September 1975)

Bekanntlich existiert eine enge Beziehung zwischen 3-Geweben und Loops. In
diesem Zusammenhang ergeben sich als wichtig solche 3-Gewebe, welche den Loops
mit Moufang-Identitdten, bzw. mit assoziativem Gesetz, bzw. mit kommutativem
Gesetzt entsprechen und welche durch die Giiltigkeit der Bolschen SchlieBungs-
bedingungen, bzw. der Reidemeister-, bzw. Thomsen-Bedingung gekennzeichnet sind.
Deswegen werden iiblicherweise diese SchlieBungsbedingungen als gewiBle Grundlage
fiir die Untersuchungen der 3-Gewebe bezeichnet.

Auf der anderen Seite kann man einige 3-Gewebe in affine Ebenen einbetten (ohne
Zunahme der eigentlichen Punkte) und fiir solche 3-Gewebe kann man dann die
SchlieBungsbedingungen beziiglich der Ebene verengen, vor allem die SchlieBungs-
bedingungen vom Desarguesschen Typ. Dagegen ist es aber méglich die SchlieBungs-
bedingungen vom Desarguesschen Typ natiirlicherweise in Geweben des Grades >4
unabhéngig auf der Einbettbarkeit in affine Ebenen definieren. Insbesondere die sog.
kleine Desargues-Bedingung zeigt sich als sehr geeignet fiir die Eintrittsbetrachtungen.
Es entsteht die Frage iiber die algebraische Charakterisierung der Gewebe des Grades
=4, in denen die affine kleine Desarguss-Bedingung universal gilt, also iiber eine
direkte Verallgemeinerung der Translationsebenen. Eine solche Charakterisierung
méchte ich im weiteren herleiten. Dabei gebrauche ich die ,,zuldssigen® Algebren,
welche ich schon bei einer anderen Gelegenheit eingefiihrt habe (vgl. [4], § 2); der
Bequembheit halber werde ich die Definition von solchen Algebren kurz wiedergeben.
Diese Algebren haben den Vorteil, daB ihre bindren Operationen samtlich Loopopera-
tionen sind und daB sie beim Ubergang vom 3-Gewebe zur affinen Ebene unmittelbar
in planare Ternirringe iibergehen. Bei den Beweisen werde ich die Eigenschaften der
Gewebeautomorphismen ‘in expliziter Form nicht verwenden. Eine Ausdehnung des
Baerschen Begriffs der (P, g)-Transitivitit auf Gewebe habe ich in der Note [6]
durchgefiihrt. Eine Anregung fiir den vorliegenden Artikel gaben die kiirzlich er-
schienenen Resultate von V. D. Belousov und G. B. Beljavskaja aus dem ersten Teil
von [3]; diese Resultate kommen als Sonderfille in unseren Ergebnissen vor.

Erstens werden wir einige Begriffe iiber Gewebe einfithren, sowohl wie den Begriff
der zulassigen Algebra. Dann werden wir iiber die gegenseitige Beziehung zwischen
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Geweben und zulassigen Algebren kurz berichten, wonach schon die Untersuchung
der Desargues-Bedingungen in Geweben beginnen kann.

Unter einem Gewebe werden wir ein Tripel (2, ¢, (V.).o1) verstehen, wobei 2 eine
nichtleere Menge, 4 eine Menge von gewissen wenigstens zweielementigen Unter-
mengen von 2, I eine nichtleere Indexmenge und ¢ I— V, eine injektive Abbildung
der Menge I in die Menge £ ist, so daB die folgenden Axiome erfiillt sind:

(i) vi={V,|1el}e¥,
(ii) VPeP\v Vicl 3ge¥ P, V.eg,
(iii) Vge¥~\{v} 3Ncel Veg,
(iv) Va,beg\{v};a+b #(anb)=1.

Die Elemente von £ heillen Punkte, die Elemente von ¥ heiBBen Geraden, die Punkte
von v heiBen singuldr oder uneigentlich, wahrend die iibrigen als gewdhnliche oder
eigentliche Punkte bezeichnet werden; die Gerade v heillt singuldr oder uneigentlich,
die iibrigen heiflen dann gewdhnliche oder eigentliche Geraden; eigentliche Geraden
durch V, (¢€I) werden ¢-Geraden genannt und #I heiBt der Grad des Gewebes.

Die Bezeichnung A4, ..., 4, soll bedeuten, daB3 die Punkte A, ..., A, auf derselben
Geraden liegen. Sind 4, B verschiedene Punkte, dann ist enweder {g € ¥ | A,Beg} =
= Qoder #{g €9 | A, Beg} = 1; im letzten Fall nennen wir die Gerade durch 4, B
die Verbindungsgerade von A, B und bezeichnen sie mit AB. Sind a, b verschiedene
Geraden, dann gibt es genau einen Punkt, der auf beiden Geraden liegt; dieser heiBt
der Durchschnittspunkt von a, b und wird mit a [7] b bezeichnet.

Im weiteren beschrinken wir uns auf Gewebe des Grades 3. Ist G (bzw. G mit
irgendeinem Index rechts oben) ein Gewebe, dann werden wir stets G =: (2, 9,
(V.)ie1) (bzw. dasselbe mit entsprechenden Indexen rechts oben bei allen Symbolen)
setzen und auch das Symbol v (bzw. v mit entsprechendem Index rechts oben) fiir
die uneigentliche Gerade beniitzen.

Ist G ein Gewebe, dann ist #(g \ v) konstant fiir alle eigentlichen Geraden g € ¢
und diese Kardinalzahl heit die Ordnung des Gewebes. Im weiteren sollen nur
Gewebe der Ordnung >1 untersucht werden.

Ist G ein Gewebe des Grades =n, dann bezeichnen wir fiir jedes n-Tupel voneinan-
der verschiedener Indexe (¢4, ..., t,) mit G, , das Gewebe (Z\v)u {V,,..., V. },
{geg\{v}|3ie{l,...n} Viegt U{{V.,,.... V.}}; (Vips --» Vi))-

Eine zuldssige Algebra ist definiert als eine Menge M, ausgestattet mit einem aus-
gezeichneten Element O € M, mit einem indexierten System (a,),e, von Permuta-
tionen der Menge M, wobei J eine Indexmenge, in welcher ein Index 6 eine beson-
dere Rolle spielt, und mit einem indexierten System (+,).c; von Loopoperationen
auf der Menge M, so daB die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) VieJ 0% =0,
(ll) 09=idM’
(iii) Vened; E+n VYbceM 3laeM a’ +:;b=a"+, c.
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Ist G ein Gewebe, dann erkliren wir fiir ihr Bezugssystem jedes Quadrupel
(0,0,B,7), wo O P \vund o, B,yel mit « + B + y + o ist.

Es sei G ein .Gewebe und (O, «, B, y) ihr Bezugssystem. Dann ist die zuldssige
Algebra (M, O, (0.)ics» (+.).cs) eindeutig bestimmt, so daB M := OV,\{V,},
J:i=1~\ {a, ﬁ}; das ausgezeichnete Element aus J sei y, fiir jedes c€ Jseio, : M - M;
x = ((xV, M1 0V,) V.1 OV,) V41 OV, und fiir alle a,beM sei a® +, b=
= ((aV3 M1 OV,) V, [ bV,) V31 OV, (Abb. 1—2). Das Erfiilltsein simtlicher Be-
dingungen aus der Definition der zuldssigen Algebra kann ohne Miihe verifiziert
werden. Diese Algebra nennen wir die Koordinatenalgebra von G (beziiglich
(0, o, B, 7)) und die Abbildung u: M x M — P \v; (a, b) = (aV, [ OV,) V, [ bV,
die Koordinatenabbildung (beziiglich (0, «, B, y)).

a+,b B S R'
xt B
o o 3 11 3 1
o o| S 2 R
i B P’ 2 Q'
a 1 1
X [} 3 3
7
4
0 o] P 2 Q
Abb. 1. Abb. 2. Abb. 3.

Es sei A= (M, 0,(0,)cs> (+.)ics)s #M > 1, eine zuldssige Algebra mit aus-
gezeichnetem Index 6. Dann bestimmen wir, ein Gewebe G folgendermaBen: I :=
:= J v {0, ®,}, wo {®,, ,} eine willkiirliche zu J fremde zweielementige Menge,
Pi=MxMuLv:=1L%:={{(x,y)|x=a} u{w,}|aeM}u{{(x,y)|y=
=blu{o}|beMu{{(x,y)|y=x"+.c}u{]|ceM, ceJ}.

Es ist wieder nur Routinensache zu iiberpriifen, daB es sich wirklich um ein Gewe-
be handelt. Wir nennen dieses G das Gewebe iiber A.

Es sei G ein Gewebe des Grades 3, wo I = {1, 2, 3}. Unter der Reidemeister-
Bedingung in G verstehen wir die Implikation (Abb. 3):

(YP, Q,R,S, P, Q,R,S' e ?\0v)(P,Q, ;& O, R, V, &
&R,S,V,&P,S,V,& P, Q,V,& O, R, V, &
&P, P,V,& 0,0, V&R R, V,&5, 5, V, >R, S, V).

Lehrsatz 1. Es sei G ein Gewebe und (O, a, B, v) irgendeines seiner Bezugssysteme.
Dann ist +, fir teI\{a, B} genau dann assoziativ, wenn die Reidemeister-
Bedingung in G, ;, erfiillt ist.
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Beweis (Abb. 4). Fiir alle a,b,ce M := OV,\v setzen wir P:=b, Q:
=", by, R:=(a+, b""", a+, by, S:=(a""", a+,b), R :=
= ((a +. b)"‘“‘, (@ +.b) +, ¢, S := (a"'nl, a+,(b+,c) Es gilt also
(@a+.b)+,¢c=a +,(b +,c),genau wenn R', §', V;erfiillt ist. Daraus folgt, daB +,
genau dann assoziativ ist, wenn die Reidemeister-Bedingung in G, s, mit der Be-
grenzung QV, M PV, = O gilt. Es ist aber gut bekannt (siche z. B. [7], S. 52—-53),

147



daB die Begrenzung QV, ['] PV, = O weggelassen werden kann und die Behauptung
behalt ihre Giiltigkeit. =

Es sei G ein Gewebe des Grades =4 und «, 8, y, 6 von einander verschiedene
Indexe (aus I). Unter der Desargues-Bedingung des Typs (a, B, 7, d) in G verstehen
wir die Implikation (Abb. 5)

(VA,B,C, A',B',C' e P\0v)(4, A, V,& B, B, V,&C, C, V,&
& A,B,V,& 4, B,V,&4,C, V;& A, C,V;&B,C,V,=B,C,V,).

B,

oy

G G G
Abb. 5.

Gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs («, f, 7, 6) fiir einen festen Index &
und fiir jede drei voneinander verschiedene Indexe «, f, y = d, dann sagen wir, daf3
in G die Desargues-Bedingung des Typs () gilt.

Gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (9) fiir jeden Index 6, dann sagen wir,
daB in G die Desargues-Bedingung universal gilt.

Lehrsatz 2. Es sei G ein Gewebe des Grades =4 und a, B, y, 8 voneinander ver-
schiedene Indexe. a) Gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (a, B, y, ),
dann gilt in G jede Implikation, welche aus der Desargues-Bedingung des Typs

(@, B, 7, 6) durch die Vertauschung des Schlusses B, C', V, mit irgendwelcher der
Voraussetzungen A, A',V,;, B,B,V;, C,C,V; AB,V, A,B,V, AC,V,
A',C', V,, B, C, V,. b) Es gilt die zu a) umgekehrte Behauptung.

Beweis des Teiles a) fiir den Fall der Vertauschung des Schlusses gegen die

Voraussetzung A’, C’, V; kann folgendermaBen durchgefiihrt werden (&hnlicherweise
schreitet man auch bei Vertauschung des Schlusses gegen irgendwelche der Voraus-

setzungen 4, B, V,, A', B, V,, 4, C, Vﬂ,'B, CV, fort). Es seien Ay, By, Co, 4, By, Co
die Punkte, welche die neuen Voraussetzungen erfiillen und es gelte Ag, Cp, V5 nicht
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(Abb. 6a). Die p-Gerade durch A, schneidet die Gerade C,V; im Punkt Cg + Co
und nach der Desargues-Bedingung des Typs (2, B, 7, 6), die auf die Punkte Ay, B,
Cy, Ag, By, Cy angewendet ist, bekommen wir By, Cp, V,, im Widerspruch mit
By, C,,, V,. Der Fall der Vertauschung des Schlusses B’, C', V, gégen C, C', V; (und
4hnlicherweise schlieft man bei der Vertauschung des Schlusses gegen irgendwelche
der Voraussetzungen 4, A, V;, B, B, V,) behandelt man wie folgt (siche Abb. 6b):
Es seien Ay, By, Cy, Ao, By, Co Punkte, welche die neuen Vorsetzungen erfiillen,

B
¥ o ¥
A A,

d

A p

d C,

c c'

Abb. 6a. Abb. 6b.

wobei C,, Co, ¥, nicht gelte. Die 5-Gerade durch C, schneidet die Gerade AoV}
im Punkt Cg # Cp. Nach der Desargues-Bedingung des Typs (a, B, y, §), welche
auf Punkte A4,, By, Cy, Ao, By, Co angewendet ist, bekommen wir Bg, Cg, V,, im
Widerspruch mit By, Cy, V,. Der Beweis fiir den Teil b) ist analog. =

Folgerung. Es sei G ein Gewebe des Grades =4 und a, B,y, 6 voneinander ver-
schiedene Indexe. Gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs («, B, v, 6), dann

gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (a", B*, y", 6%) fiir alle Permutationen n
der Menge {a, B, v, 6}.

Lehrsatz 3. Es sei G ein Gewebe des Grades 24, a, B, v, 6 einander verschiedene
Indexe und O ein eigentlicher Punkt. a) Gilt in G die Desargues-Bedingung des
Typs (a, B, v, 8) mit Begrenzung A = O, bzw. B = O, bzw. C = O, dann gilt in G
Jjede Implikation, welche aus der Desargues-Bedingung des Typs (oz, B, v, 8) mit
Begrenzung A = O, bzw. B = O, bzw. C = O so entsteht, daf der Schluf B’, C', V,
gegen irgendwelche der Voraussetzungen A, A',V,, B,B',V;, C,C', V;, 4, B, V,,
A, BV, A, C,V, A, C', Vy B, C, V, vertauscht wird. b) Es gilt die zu a) umge-
kehrte Behauptung.
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Beweis. Zuerst untersuchen wir die Behauptung a). Der Fall der Vertauschung
von B', C', V, gegen irgendwelche der Voraussetzungen B, B', V,, C, C', V;, A, C', Vs

A', B, V,, B, C,"’V, kann dhnlich wie im Beweis des Lehrsatzes 2 behandelt werden,
weil die Begrenzung A = O keine Verletzung bedeutet.

Also widmen wir uns dem Fall der Vertauschung von B’, C’, V, gegen A, A', V;
(Abb. 7). Es seien Ay, By, Co, Ao, By, Co Punkte, welche alle neuen Voraussetzungen
erfiillen und es gelte nicht Ao, Ao, 4;. Setzen wir Ag := OV, [ B'V, % A,, Cj :=
i= AoV M CoV, #+ Co. Dann erfiillen die Punkte Ay, By, C,, Ay, By, Cg die Voraus-
setzungen der Desargues-Bedingung des Typs (a, f, 7, ) mit Begrenzung A, = O,
so daB B}, C;, V, folgt, im Widerspruch mit By, Cp, V,.

8, ‘! B, B, d B

o

Abb. 7. Abb. 8.

Weiter untersuchen wir den Fall der Vertauschung von B, C’, V, gegen A4, B, v,
(Abb. 8). Es seien also Ay, By, Co, Ao, By, Co Punkte, welche die neuen Voraus-
setzungen erfiillen, wobei Ao, By, V, nicht gelte. Setzen wir By := OV, [ B'V; + B,,
Cs := B3V, OV, + Cy, Cq' :=C3V; AoV, + Cy, dann erfiillen die Punkte
Aqg, By, Co, Ao, By, Co* die Voraussetzungen der Desargues-Bedingung des Typs
(a, B, v, 6) mit Begrenzung A = O, so daB By, C:)*, V, gilt, im Widerspruch mit
B, C', V,. Der Fall der Vertauschung von B’, C', V, gegen A, C, V; kann éhnlicher-
weise behandelt werden.

Auch die Behauptung b) kann schon nur durch Modifikationen von vorangehenden
Betrachtungen bewiesen werden. =

Lehrsatz 4. Es sei G ein Gewebe des Grades =4, «, B, y, 6 einander verschiedene
Indexe und g, eine 5-Gerade. a) Gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs
(o, B, 7, 6) mit Begrenzung A € g, bzw. B € g,, bzw. C € g,, dann gilt in G jede
Implikation, welche aus der Desargues-Bedingung des Typs («, B,v,0) durch

Vertauschung des Schlusses B', C', V, gegen irgendwelche der Voraussetzungen
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A, A,V BBV, CC,V;, A BV, A,B,V, ACV, A,C,V, BCYV,
mit Begrenzung A€ go, bzw. B € gy, bzw. C € go. b) Es gilt die zu a) umgekehrte
Behauptung.

Beweis. Erstens betrachten wir den Teil a), und zwar den Fall der Vertauschung
von B’, C’, V, gegen 4, B, V, bei Begrenzung A, g, (Abb. 9). Es seien also
Ay, By, Co, A, By, Cy Punkte, welche die neuen Voraussetzungen erfiillen, wobei
Ap, By, V,. Die y-Gerade durch A; schneide die Gerade B,V; im Punkt Bg # Bg.
Nun verwenden wir die Desargues-Bedingung des Typs (a, B, 7, 6) mit Begrenzung
A € g, auf die Punkte Ay, By, Cy, Ao, By, Co. Wir bekommen By, Co, V,, im Wider-
spruch mit By, Co, V.. Ahnlich schlieBt man bei Vertauschung von m gegen
A,B,V,, bzw. A’, C', Vp, bzw. A, C, V, mit der Begrenzung 4 € g,.

B, Jd B, B,

o

O

Abb. 9. Abb. 10.

Den Fall der Vertauschung des Schlusses B’, C', V, gegen B, B’, V; behandelt
man sofort, wenn man im Auge hat, daB die Desargues-Bedingung des Typs (o, f, , 6)
aquivalent als die Implikation (V4, B, C, A', B',C'e Z\v) (4,B,V,& 4, C, V; &
&B,C,V,& A, A', V;& C, C', Vs = B'V;, A'V,, C'V, gehen durch denselben Punkt)
formuliert werden kann.

Nun iibergehen wir zum Fall der Vertauschung des Schlusses B’, C’, V, gegen

A', C', Vy bei Begrenzung B € g, (Abb. 10). Es seien also fiir die Punkte 4o, By, Co,
Ap, By, Cp die neuen Voraussetzungen erfiillt, wobei Ao, Co, V; nicht gelte. Weiter
sei Ag der Schnittpunkt der f-Geraden durch C; und der Geraden A4,V;. Nun ver-
wenden wir die Desargues-Bedingung des Typs (, B, y, ) mit Begrenzung B € g,
auf die Punkte A,, By, Cy, Ag, By, Co. Dann folgt Bg, Cq, V,, aber dies widerspricht
mit By, Co, V,.

Der Fall der Vertauschung von B’, C’, ¥, gegen irgendeine der iibrigbleibenden
Voraussetzungen bei der Begrenzung B € g, und der Fall der Vertauschung von
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B', C', V, gegen irgendwelche der Voraussetzungen bei der Begrenzung C € g, kann
man immer auf irgendeinen vorher behandelten Fall iiberfiihren. Die Behauptung
b) beweist man #hnlicherweise. =

Folgerung. Es sei G ein Gewebe des Grades =4, a, B, y, 6 voneinander verschiedene
Indexe und g, eine 5-Gerade. Gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (o, B, 7, 6)
mit der Einschridnkung A € go, bzw. B € g4, bzw. C € gy, dann gilt die Desargues-
Bedingung des Typs («*, B", ¥, 6") in G mit der Einschrinkung, daf irgendwelcher
der Punkte A, B, C auf g, liegt, und zwar fiir jede Permutation n der Menge
{a, B, 7, 6}.

Den Sonderfall der Desargues-Bedingung des Typs (, B, ¥, 6) aus der vorherigen
Folgerung werden wir als Desargues-Bedingung des Typs (, B, v, 6, go) bezeichnen.
Gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (2, 8, 7, 9, go) fiir einen festen Index J,
eine feste 3-Gerade g und alle Indexe a, B, 7, so daB «, f, 7,  voneinander verschieden
ist, so sagen wir, daB in G die Desargues-Bedingung des Typs (5, g) gilt.

Lehrsatz 5. Es sei G ein Gewebe des Grades =4, a, B, v, 6 voneinander verschiedene
Indexe und O ein eigentlicher Punkt. Gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs
(¢, B, y, 6) mit der Einschrinkung A = O, bzw. B = 0, bzw. C = 0, dann gilt
in G die Desargues-Bedingung des Typs (&, B, v, 6, ov;).

BF 8, GG
z /
s B=B, « CsC,
Az A,
° 7
az af= P

0=A=A,

Beweis. Es seien also 4g, By, Co, Ao, Bo, Cp die Punkte, welche die Voraussetzun-
gen der Desargues-Bedingung des Typs (2, B, 9, 0) bei der Einschrinkung 4 € OV,
erfilllen (Abb. 11). Die Punkte 4, := O, By := OV, M ByV;, C, := OV, CoVs,
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1 := Ay, Bj:= By, C;:= C, erfilllen die Voraussetzungen der Implikation,
welche aus der Desargues-Bedingung des Typs («, B, y, 6) mit der Begrenzung 4 = O
durch die Verwechslung des Schlusses B’, C’, V, mit der Voraussetzung B, C, V,
entsteht. Auf Grund des Lehrsatzes 3 bekommen wir also B,, Cy, V,. Die Punkte
A,:=0,B,:=B,, C,:=C,, Ay := Ay, B, := By, C := Cy erfiillen die Voraus-
setzungen der Desargues-Bedingung des Typs («, B, 7, 4) mit der Einschrinkung
A = 0, so daB B, C5, V,, d. h. Bg, Cy, V, folgt. Der Rest folgt schon nach dem
Lehrsatz 3. Ahnlich schlieBt man bei der Einschrankung B = O, bzw. C = 0. =

Bemerkung. Es sei G ein Gewebe, a, B, y, 0 voneinander verschiedene Indexe und O
ein eigentlicher Punkt. Gilt in G die Implikation, welche aus der Desargues-Bedingung
des Typs («, B, 7, 8) mit der Einschrinkung 4 = O, bzw. B = 0, bz,. C = O durch
die Verwechslung des Schlusses B’, C', V, mit irgendwelcher der Voraussetzungen
A, AV, B,B,V; CC,V,, A BV, A,B,V, A C Vs, A,C,V, BC,V,
entsteht, dann gilt in G dieselbe Implikation mit schwacher Einschrinkung 4 € OV,
bzw. B € OV, bzw. C € OV,

Der Beweis ist ahnlich durchfiihrbar wie beim Lehrsatz 5. =

Satz 1. Es sei G ein Gewebe des Grades =4, B, v, 6 voneinander verschiedene In-
dexe und g eine 6-Gerade. Gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (., B, 7, 9, g)
fiir alle Indexe a€IN{B,y, 0}, dann gilt in G die Desargues-Bedingung des
Typs (9, g).

Abb. 12.

Beweis. Es gelte also in G die Desargues-Bedingung des Typs (a, B, 9, 6, g) fiir
jeden Index ael \{ﬂ, y,6}. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit sei Beg.
Nehmen wir willkiirliche Indexe ay, o, €I\ {8, 7, 6}; ®; F a, und Punkte 4,, B,, Cy,

1, Bi, C}, welche die Voraussetzungen der Desargues-Bedingung des Typs (ay, B,

A 6) mit Begrenzung B € g erfiillen (Abb. 12). Es folgt Bj, Cj, V,,. Weiter setzen wir

153



Ay :=A,, B,:=B,, C,:= B,V,, 1 AV,, A,:= A}, B;:= B}, Cy:= C,V;I
M A1V,. Diese Punkte erfiillen die Desargues-Bedingung des Typs (2, B, 7, )
mit Begrenzung Beg. Die Punkte Ay := C;, By:= By, Co:= C,, Aj:= Cj,
B} := B}, C, := Cj erfiillen dann die Voraussetzungen der Desargues-Bedingung
des Typs (o2, B, 24, ) mit der Einschrankung B € g, so daB B, C3, V,, folgt, was
auch als Bj, Cp, ¥, geschrieben werden kann. Es folgt also die Giiltigkeit der Desar-
gues-Bedingung des Typs («, B, 7, 8, ) in G fiir alle Indexe «, y, welche voneinander
und auch von B,y verschieden sind. Nach Folgerung des Lehrsatzes 4 ist die De-
sargues-Bedingung des Typs («, B, 7, 6) in G der Desargues-Bedingung des Typs
(«, B, 7, 6) in G unter der Begrenzung C € g aquivalent. Wihlen wir also willkiirliche

B=A, B=A,
d A
/
//
_Qb____!!____o:)__, B8,
/ 7
1/
- 1/
J__ ' %o
C,=C; =C,
B g f
A= A, As A

Abb. 13.

Indexe aq, yo in solcher Weise, daB oo, B, yo, & voneinander verschieden sind und
nehmen wir Punkte A,, By, Co, Ag, Bo, Co, welche die Voraussetzungen der De-
sargues-Bedingung des Typs (2o, B, 7o, 4) in G mit der Begrenzung C € g erfiillen (Abb.
13). Dann folgt Bj, Cy, V,,» Weiter sei a3 €I\{, 7o, 5}. Die Punkte 4; := 4,,
By := CoV,, [ AgV,, C3:= Co, A3:= Ay, By:= B3V; 4oV, Ci3:=Cp er-
filllen dann die Voraussetzungen der Desargues-Bedingung des Typs (a3, B, 70, 6)
in G mit Begrenzung C € g, so daB sich B3, C3, V,, ergibt. Andererseits erfiillen die
Punkte A, := By, B, := Bs, C4 := C,, A} := By, By := B,, C} := C; die Voraus-
setzungen der Desargues-Bedingung des Typs (a3, %o, 7o, 6) bei der Einschrinkung
C e g. Nachdem Bj, Cj, V,, auch als By, Cy, V,, geschrieben werden kann, gilt in G
die Desargues-Bedingung des Typs (o, B, y, 9, g) fiir alle «, 8, y € I\ {8}, fiir welche
a, B, 7, & voneinander verschieden sind, d. h. es gilt in G die Desargues-Bedingung
des Typs (6, g). m
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Folgerung.*) Es sei G ein Gewebe des Grades =4 und B, v, voneinander ver-
schiedene Indexe. Gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (a, B, v, 8) fiir
jedes a. e IN{B, y, 8}, dann gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (9).

Lehrsatz 6. Es sei G ein Gewebe des Grades =4 und  irgendein Index. Gilt in G
die Desargues-Bedingung des Typs (6), dann gilt die Reidemeister-Bedingung
in Gy, . fir allen, L eI\{6}; n + .

c,’=c,"
|
SEA, As=Civ fR]
q AL
|
° 1 ld
e [
g - L
< I
A 7
, ‘/_/ . ,= B
5 Y e
/_// 7 ’
/ "//f § -~ : ‘
S= 5{‘; B 7 —~ R=A, /§
d € o
P=B=8, & 7 QR=A,
Abb. 14.

Beweis. Wihlen wir also Indexe n, { €I\{6}; n + {. Weiter seien P, Q, R, S,
P',Q',R, 5’ Punkte, welche die Voraussetzungen der Reidemeister-Bedingung
in G, , . befriedigen (Abb. 14). Es ist zu zeigen, daB R’, §, V, gilt. Es sei also ¢ e
€IN{n,{, 6}. Dann setzen wir A, := P', B, := P, C, := PV, PV, 4,:=F§,

1:=S, Ci:= C,V;M 38V, Diese Punkte erfilllen die Voraussetzungen der
Desargues-Bedingung des Typs (9), so daB B}, C}, V; sich ergibt. Die Punkte 4, := 0,
B,:=P, C,:=PV;[MQV, A,:=0, By:=5, C;:=C,V,I RV, erfiillen die
Voraussetzungen der Desargues-Bedingungen des Typs (9), so daB sich Bj, C3, Ve
ergibt. Auch die Punkte A;:=C,, B;:=0Q’, C;:=C,, A3:=C}, By :=0Q,

3 := C; erfiillen die Voraussetzungen der Desargues-Bedingung des Typs (§), so
daB Bj, Cj, V; hervorgeht. Also gilt auch R’ = B} und endlich R'ﬁ,-ﬁ n

*) Wurde schon in [3], S. 42—43, bewiesen.
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Lehrsatz 7. Es sei G ein Gewebe mit I = {1,2, 3,4} und g eine 1-Gerade. Weiter
gelte in G die Desargues-Bedingung des Typs (1, g) und in G, , 3, Gy 5 4 die Reide-
meister-Bedingung. Dann gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (1)

Beweis (Abb. 15). Es seien Ao, By, Co, Ao, By, Co Punkte, welche die Voraus-
setzungen der Desargues-Bedingung des Typs (1) in G befriedigen. Dann erfiillen
die Punkte A, := AV, g, By := BV, [1AV;, Cy:=CoVo,[1A YV, A):=
1= AoV, M g, By := BoV, [ A1V3, Ci 1= CoV, [ AV, die Voraussetzungen der
Desargues-Bedingung des Typs (1) mit der Einschrinkung 4 € g, so daB B}, C}, V,

, ) et amt et e s s st -—R!= B’
S1 =B e 2 R.= C.
32'= C4'
3 4 3 4
1 1 1 1
S,= §,= A, AR AL
1} 2 Q’= B
P1= B‘ P'= C ' y Qzlz C"
1 e 1
3 4 3 4
= P=A
P1 P2 1 2 Q’= 02=A0
Abb. 15.

hervorgeht. Die Punkte P, := A4,, Q,:= A, R,:= Ay, S,:= A}, P := B,
Q1 := By, R} := By, Si 1= Bj befriedigen die Voraussetzungen der Reidemeister-
Bedingung in G, , ;, so daB Rj, S, V, folgt. Also liegen die Punkte B, C, B, auf
derselben 2-Geraden. Die Punkte P,:= A,, Q,:= Ay, R, := A4p, S,:= A},
P := C,, Q5 := Cy, R, := Cp, Sy := C| erfiillen die Voraussetzungen der Reide-
meister-Bedingung in G , 4, so daB sich Rj, S5, V, ergibt. Folglich liegt auch der
Punkt C; mit den Punkten Bj, Ci, By auf derselben 2-Geraden, so daBl auch
By, Co, V, gilt. Daraus ‘ergibt sich schon die Giiltigkeit der Desargues-Bedingung
des Typs (1)in G. =

Lehrsatz 8. Es sei G ein Gewebe mit I := {1,.2, 3,4} und (0, 1,2, 3) eines seiner
Bezugssysteme. Dann gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (1, OV,) genau
dann, wenn die beiden Operationen +;, +. der Koordinatenalgebra beziiglich
(0,1, 2, 3) zusammenfallen.
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Beweis (Abb. 16). Fiir willkiirliche Elemente a, b€ S := OV, {V,} setzen wir
A=0, B=(""af, C=(@ " ap, A/ =b B =("ay;by ¢ o
= (a""", a +,b)*. Die Punkte 4,B,C, A, B, C' erfilllen die Voraussetzungen
der Desargues-Bedingung des Typs (1) in G mit der Einschrinkung 4 = 0 und
a+3b=a+,b gilt genau dann, wenn B’, C’, V, gilt. Daraus ergibt sich die
Aquivalenz zwischen +; = +, und der Desargues-Bedingung des Typs (1)inG
mit der Einschrdnkung A = 0. Nach Lehrsatz 2 ist in G die Desargues-Bedingung
des Typs (1) mit der Einschrankung 4 = O mit der Desargues-Bedingung des Typs
(1) mit der Einschriankung A € OV, dquivalent und nach der Folgerung des Lehrsatzes
4 ist in G die Desargues-Bedingung des Typs (1) mit der Einschrinkung 4 € OV,
und sogar mit der Desargues-Bedingung des Typs (1, OV;) dquivalent. =

C'2(a% a+,b)"

a+b
Az b 1
C=(a%a)"
a
A=0 Abb. 16.,

Lehrsatz 9. Es sei G ein Gewebe mit I = {1, 2, 3,4}, (0, 1, 2, 3) eines seiner Be-
zugssysteme und + 5, +4 die beiden bindren Operationen der Koordinatenalgebra
beziiglich (0, 1,2, 3). Dann gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (1) genau
dann, wenn + 5 eine Gruppenoperation ist, die mit +, zusammenfallt.

Beweis. Nach dem Lehrsatz 8 ist +; = +, mit der Geltung der Desargues-
Bedingung des Typs (1, OV,) in G 4quivalent. Nach dem Lehrsatz 1 ist die Opera-
tion + 3, bzw. +4 genau dann eine Gruppenoperation, wenn in G, , 3, bzw.in G, , 4
die Reidemeister-Bedingung erfiillt ist. Nach den Lehrsédtzen 6—7 gilt in G die
Desargues-Bedingung des Typs (1, OV,) zusammen mit der Reidemeister-Bedingung
in Gy , ; und G, , 4, genau wenn in G die Desargues-Bedingung des Typs (1) gilt.
Daraus ist die weitere Beweisfithrung klar. m

Satz 2. Es sei G ein Gewebe des Grades 24 und (0, a, B, 7) eines seiner Bezugs-
systeme. Dann gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (), genau wenn die
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bindre Operation +, der Koordinatenalgebra beziiglich (O, «, B, y) eine Gruppen-
operation ist und mit +, fiir jedes t €I\ {oz, ﬁ} zusammenfillt,

-

Beweis. Wir wenden den Lehrsatz 9 auf jedes Gewebe G, , ,, teI\{a, B}, an
und gebrauchen noch die Folgerung des Satzes 1. =

Lehrsatz 10. Es sei G ein Gewebe mit I = {1,2, 3,4} und (0, 1, 2, 3) eines seiner
Bezugssysteme. Weiter gelte in G die Desargues-Bedingung des Typs (1, OVy).
Dann gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (2, OV,) genau dann, wenn die
undre Operation o, der Koordinatenalgebra beziiglich (0, 1, 2, 3) ein Automor-
phismus von (M, +) ist, wobei M := OV,\{V}, + := +3 = +,.

(a+b)™ Coz CMAL; Crllasb)(a+ bl
a%+ B 2 (a,a%6%)" 2
4
G=t" 2 T 59
/
x -1 1
/‘/ 1 Bi(a,asd)" fqabasb)ip,
: 4
'/ I.
k/ A1= b g b/ b)“: A.,
:r/ a (a"i’a ," (d/“r )“
/ 4
/ 3 3
2 .
AFB8=(06,0)* As0 Abb. 17.

Beweis (Abb. 17).*) Es sei also G das gegebene Gewebe, das auBler den Voraus-
setzungen des Satzes noch die Desargues-Bedingung des Typs (2, oV3,) erfiillt.

*) Im Beweis bedeutet das Symbol — das folgende: x + y = z<> x =: z —| y beziiglich des
Loops (M, +). Ahnlicherweise setzen wir x + y = z<>y:=x |- z.
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Weiter seien a, b beliebige Elemente aus M. Die Punkte A4, := (b, b)*, B, := 0,
C, := (b, b°*), Ay := b, B := (0 < b, O), C} := b°* erfiillen di¢ Voraussetzun-
gen der Desargues-Bedingung des Typs (2, OVZ) in G, so daB m folgt. Die
Punkte A,:= 0, Bo:=(a+b, a+ by, Co:=(a+b, (a+ b))y, Ay :=
:= (0 b, 00, By:=(a,a + b), Cy:=(a,a’ + b°*)" erfiillen die Voraussetzun-
gen der Implikation, welche aus der Desargues-Bedingung des Typs (2, OV,) ent-
steht, indem man den SchluB B', C’, V| mit C, C’, V, umtauscht. Also folgt nach dem
Lehrsatz 3 Cy, Cp, V,, d. h. Cy = (a, a®™ + b™)*, (a + b)™ = a”* + b”*. Folglich
ist g, der geforderte Automorphismus.

Umgekehrt sei ¢, ein Automorphismus des Loops (M, +). Dann gilt fiir jedes
aeM auch (0 H a)’* = 0 — a’, so daB sich fiir jedes b € M die Geraden bV;, b™*V,
im Punkt (O < b, O)* durchschneiden. Setzen wir also Ay := 0, By :=(a + b,
a+ by, Co:=(a,(a+ b)), A4o:=(0-b,0), By:=(a,a+ b}, Co:=
:= (a, (a + b)™)*, dann erfiillen diese Punkte die Voraussetzungen der Umkehrung
der Desargues-Bedingung des Typs (2) in G mit Begrenzung 4 = O, die durch
Umtauschen von B’,C’, V; gegen C,C’, V, entsteht. Aus (a + b)™ = a°* + b™
folgt dann sofort C,, Cy, V,. Nach Lehrsatz 3 gilt also in G auch die Desargues-
Bedingung des Typs (2) mit Begrenzung A = O und nach Lehrsatz 5 auch die
Desargues-Bedingung des Typs (2,07,)inG. =

Lehrsatz 11. Es sei G ein Gewebe mit I = {1,2, 3,4} und (0, 1, 2, 3) eines seiner
Bezugssysteme. Weiter gelte in G die Desargues-Bedingung des Typs (1). a) Dann
gilt in G sogar die Desargues-Bedingung des Typs (2). b) Die undre Operation o,
der Koordinatenalgebra beziiglich (0, 1,2, 3) ist ein Automorphismus der Gruppe
(M, +), wo M := OV, \{V}}, + := +,, genau dann, wenn in G die Desargues-
Bedingung des Typs (2) gilt.

Beweis. Es sei also G das Gewebe, welches die Voraussetzungen des Lehrsatzes
befriedigt. a) Uberdies gelte in G die Desargues-Bedingung des Typs (1). Dann gilt
nach Lehrsatz 6 in G, , ;3 und G|, 4 die Reidemeister-Bedingung. Aus der Geltung
der Reidemeister-Bedingung in G , ; und G, , 4, und der Desargues-Bedingung des
Typs (2, OV,) in G folgt dann nach Lehrsatz 7 auch die Giiltigkeit der Desargues-
Bedingung des Typs (2) in G. b) Es gelte in G auBer den Voraussetzungen des Lehr-
satzes noch die Desargues-Bedingung des Typs (1) Wegen Lehrsatzen 9—10 ist
dann die bindre Operation + := +; der Koordinatenalgebra beziiglich (0, 1, 2, 3)
eine Gruppenoperation, die mit +, zusammenfillt und o4 ein Automorphismus
der Gruppe (M, +), genau dann, wenn in G die Desargues-Bedingung des Typs
(2, OV2) gilt, was aber nach Lehrsatz 11a) sogar mit der Geltung der Desargues-
Bedingung des Typs (2) in G dquivalent ist.

Satz 3. Es sei G ein Gewebe des Grades =4 und (0, o, B, y) eines seiner Bezugs-
systeme. In G gelte weiter die Desargues-Bedingung des Typs (oz), so daf also in
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der Koordinatenalgebra beziiglich (0, o, B, 7) eine Gruppenoperation ist, welche
fiir jedes ve I\ {a, B} mit +, zusammenfdllt. Dann gilt in G die Desargues-Bedin-
gung des Typs {B) genau dann, wenn fiir jedes veI\{a, p} die Operazzon g, ein
Automorphismus der Gruppe (OV,\{V,}, +,) ist.

Beweis. Folgt nach Verwendung des Lehrsatzes 11 auf jedes G, 5., t €I\ {a, B}
und der Folgerung des Satzes 1. =

Lehrsatz 12. Es sei G ein Gewebe mit I = {I, 2, 3,4} und (0, 1, 2, 3) eines seiner
Bezugssysteme. Weiter gelte in G die Desargues-Bedingung des Typs (1) und (2)
Dann gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (3, OV3), genau wenn die Gruppe
(M, +) abelsch ist, wobei sich die Bezeichnung M := OV \{V;}, + := +; auf
die Koordinatenalgebra beziiglich (0, 1,2, 3) bezieht.

B=0 Abb. 18.,

Beweis (Abb. 18). Bei gegebenen Voraussetzungen ist + eine Gruppenoperation
und o, ist ein Automorphismus der Gruppe (M, +). Untersuchen wir also will-
kiirliche Elemente a, b € M. Die Punkte 4 :=a, B:= 0, C := (a""_‘, a), A" :=
i=(b,b + a), B :=(bb), C :=C,V;141V, =(c, b + a)* erfiillen die
Voraussetzungen der Desargues-Bedingung des Typs (3) in G mit der Einschrinkung
B = Ound B', C', Vgilt genau dann, wenn b + a = ¢* — b + b, wasmith + a =
=c¢—a""" + a und weiter mit ¢ = b + a°* " #quivalent ist. Mit Verwendung
der Eigenschaft, daB o, ein Automorphismus der Gruppe (M, +) ist, kann man die
letzte Gleichung als ¢®* = b°* + a schreiben. Nach Einsetzen in die erste Gleichung
bekommt man b + a = b™ + a + (—b"* + b) und weiter a = (—b + b"‘) + a+
+ (=5 + b). Umgekehrt folgen aus dleser Glelchung mit ¢:=b + a” " die
Gleichungen b + a = ¢® —~ b°* + b = ¢ — a’*  + a. Nun setzen wird := —b +
+ b dhb+d= b‘"; umgekehrt gibt es zu jedem d € M genau ein b € M mit
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b + d = b nach der Eigenschaft (ii) aus der Definition der zuldssigen Algebra.
Also kann man a = (—b + b™) + a + (—b°* + b) Va, b € M &quivalent als a =
=d+ a—d Va,de M schreiben. Da nach dem Lehrsatz 5 in G die Desargues-
Bedingung des Typs (3) mit Begrenzung der B = O mit der Desargues-Bedingung
des Typs (3, OV;) dquivalent ist, ist der Beweis beendet. =

Bemerkung. Der Lehrsatz 7 kann auch folgendermaBen modifiziert werden: Es sei G
ein Gewebe mit I = {1, 2, 3,4}, welches die Desargues-Bedingung des Typs (1)
und (2) erfiillt. Gilt in G dariiber hinaus noch die Desargues-Bedingung des Typs
(3, go) fiir eine 3-Gerade g,, dann gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (3).
Der Lehrsatz 12 gilt also auch, indem man die Desargues-Bedingung des Typs
(3, OV3) durch die Desargues-Bedingung des Typs (3) ersetzt.

Satz 4. Es sei G ein Gewebe des Grades 24, (0, a, B, y) eines seiner Bezugssysteme
und es gelte in G die Desargues-Bedingung des Typs () und (B), so daf also die
bindre Operation +, der Koordinatenalgebra beziiglich (O, a, B, y) eine Gruppen-
operation ist, die fiir jedes 1 €I {a, B} mit +, zusammenfillt. Die Operation +,
ist iiberdies genau dann kommutativ, wenn in G die Desargues-Bedingung des
Typs (o, B, 8, 7, OV3) fiir wenigstens ein 6 €I\ {a, B, y} gilt, bzw. wenn in G die
Desargues-Bedingung des Typs (y) gilt.

Abb. 19.

B=0
Beweis. Wir verwenden den Lehrsatz 12 und die Bemerkung hinter dem Lehrsatz

12 auf jedes G, 4,,., ¢t€I\{a, B, y} mit Hilfe der Folgerung des Satzes 1 und der
Lehrsitze 6—7. m

161



Bemerkung. Einen Teil des Satzes 4 bildet die folgende Behauptung, welche wir
wegen ihrer rein geometrischen Gestalt getrennt aussprechen: Es sei G ein Gewebe
des Grades =4 tind «, §, y voneinander verschiedene Indexe. Gilt in G die Desargues-
Bedingung des Typs (), des Typs (#) und des Typs («, B, 6, y) fiir ein 6 e I \ {a, B, 7},
dann gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (y).

Lehrsatz 13. Es sei G ein Gewebe mit I = {1,2, 3,4} und (0, 1, 2, 3) eines seiner
Bezugssysteme. Weiter gelte in G die Desargues-Bedingung des Typs (1) und
(3, OV3). Dann gilt in G genau dann die Desargues-Bedingung des Typs (4, OV,),
wenn fiir die Operationen + := +5 und o, der Koordinatenalgebra beziiglich
(0,1, 2,3) die Gleichung b°* + a = b + a — b + b™ Va,beM gilt.

Beweis (Abb. 19). Untersuchen wir beliebige Elemente a, b e M := OV, \ {V,}.
Die Punkte A:=4a, B:= 0, C:=(a,a), A :=(b,b"* + a)*, B := (b, b**),
C':=(c,b™ + a)* = A'V, N CV, erfiillen die Voraussetzungen der Desargues-
Bedingung des Typs (4) in G mit der Begrenzung B = 0. Der SchluB B, C', V,
dieser Desargues-Bedingung ist mit b°* + a = ¢ — b + b™ = ¢™ — a°* + a aqui-
valent. Die Gleichung b°* + a = ¢”* — a°® + a kann zu b = ¢”* — a°* und weiter
zu b% + a° = ¢, b + a = ¢ vereinfacht werden. Aus b°* +a=0>b + a + b**
folgt umgekehrt b°* + a = ¢™ — a°* + a, wobei ¢ := b + a gesetzt ist. Hieraus
und vom Lehrsatz S ist die weitere Beweisfithrung klar. =

Folgerung. a) Ist in den Voraussetzungen des Lehrsatzes 13 die Operation +
sogar kommutativ, dann gilt b°* +a=>b +a — b + b’ Va,beM. b) Wenn
neben den Voraussetzungen des Lehrsatzes 13 noch die Desargues-Bedingung
des Typs (3, OV3) in G gilt, dann gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs
(4, OV;). ¢) Ist G ein Gewebe mit I = {1,2, 3,4}, in welchem die Desargues-Bedin-
gung des Typs (1), (2) und (3) gilt, dann gilt in G die Desargues-Bedingung des
Typs (4).

Beweis einfach.

Lehrsatz 14. Es sei G ein Gewebe des Grades =4, (0, o, f, y) eines seiner Bezugs-
systeme und g, o, T Indexe, die voneinander und von a, f verschieden sind. Weiter
gelte in G die Desargues-Bedingung des Typs («) und (B). Dann’ gilt in G genau
dann die Desargues-Bedingung des Typs («, B, o, T, OV,), wenn in der Koordina-
tenalgebra beziiglich (0, a, B, v) fiir die undren Operationen 6,, o, und fiir die bindre
Operation + := +, die Gleichung b™ + a = b°* + a — b’ + b™ Va,beM :=
1= OV \{V,} gilt. :

Beweis (Abb. 20). Untersuchen wir beliebige Punkte a, b e M. Die Punkte
A:=a, B:=0, C:=(a"",a), 4 :=(b b +a), B :=(b by, C:=
:= (¢, b™ + a)* erfiillen die Voraussetzungen der Desargues-Bedingung des Typs (t)
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in G mit Einschrankung B = 0. Der SchluB B, C', V, dieser D_elsargues-Bedingung
gilt genau dann, wenn b% + a = ¢”® — b° + b° = b”* — a” °* + a. Wie beim
Beweis des Lehrsatzes 13 iiberfiihren wir die Gleichung b” + a = ¢ — a® """ + a
schrittweise auf die Gestalt b™ = ¢™ — a% '™, b™ 4 a° " =™, b + a” ' = c.
Nach Einsetzen in die Gleichung b” + a = ¢” — b + b’* bekommen wir b +
+a = b+ a — b% + b™. Umgekehrt folgt hieraus mit ¢ := b + a” ' die ur-
spriingliche Gleichung ™ + a = ¢’ — b° + b’". Mit Riicksicht auf den Lehrsatz 5
ist die weitere Beweisfiihrung klar. =

A'=(b, b +a)

B=0 Abb. 20.

Folgerung. a) Ist in den Voraussetzungen des Lehrsatzes 14 die Operation +
kommutativ, dann gilt b°* + a = b" + a — b° + b Ya, be M. b) Es gelten die
Voraussetzungen des Lehrsatzes 14 und dariiber hinaus noch die Desargues-Be-
dingung des Typs (a, B, 8,7) in G fiir ein 5 eI\{«, B, y}. Dann gilt in G auch die
Desargues-Bedingung des Typs (9) fiir jedes 6 € I\ {a, B, y}.

Beweis. Fiir a) Klar, fiir b) folgt aus der Bemerkung nach dem Satz 4, aus dem
Lehrsatz 14 und aus der Folgerung des Satzes 1. =

In den SchluBbetrachtungen fiihren wir noch einige Ergdnzungen durch, in denen
die sog. Diagonalbedingung auftritt (Abb. 21): Es sei G ein Gewebe des Grades >4
und es seien a, B, y, 6 Indexe, so daB «, §, y voneinander verschieden sind und
8 eI\ {a, B}. Unter der Diagonalbedingung in G verstehen wir dann die Implikation
der Gestalt (V4,B,C,Pe?\v) (4,B,V;&C,D,V;& A, D,V,& B, C, V, &
& A,C,V,= B, D,V,).
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Lehrsatz 15. Es sei G ein Gewebe des Grades 24 und (0, o, B, y) eines seiner
Bezugssysteme. Weiter gelte fiir die Koordinatenalgebra beziiglich (0, a, B, v),
da + := +, etne Gruppenoperation ist, welche mit simtlichen +,, t€I\{a, B},
zusammenfdllt. Dann gibt es ein del\{a, B} mit x™ + x =0 VxeM :=
:= OV,\{V.} genau dann, wenn in G die Diagonalbedingung des Typs(, B, y, 6)
mit der Begrenzung A = O gilt.

D B c D=(0,u) B C=(uul®
N N AL.
\\\ 7 s‘;\'\\ "*
@ > AN o ’0\ . "
g g d~
~ y= ~
A P B A=0 B B=(u,0)"
Abb. 21. Abb. 22.

D=(abd)" B C=(5)"

A=(aa) B B=(bal
I} ) /
Abb. 23.

Beweis (Abb. 22). Fiir jedes u € M setzen wir
A:=0, B:=(u, 00, C:=(uuf, D:=(0,u).

Diese Punkte erfiillen die Voraussetzungen der Diagonalbedingung des Typs

(@, By, 6) in G mit Einscﬁréinkung A = O und ihr SchluB B, D, V; gilt genau dann,
wenn O = u®® + u gilt. Daraus folgt schon der Rest des Beweises. =

Lehrsatz 16. Es sei G ein Gewebe, welches dieselbe Voraussetzungen erfiillt wie
im Lehrsatz 15. Dann gibt es ein 6 e I\ {a, B} mit x** + x = O Vxe M := OV,\
\{V,} und + ist kommutativ genau dann, wenn in G die Diagonalbedingung des
Typs (¢, B, v, ) mit der Begrenzung A € OV, erfiillt ist.
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Beweis (Abb. 23). Untersuchen wir beliebige Elemente a, b€ M. Die Punkte
A:=(a,a), B:=(b,a), C:= (b, b)*, D := (a, b)* erfiillen die Voraussetzungen
der Diagonalbedingung des Typs (a, f,7,d) in G mit der Begrenzung 4 € OV,
Ihr SchluB B, D, V; gilt genau dann, wenn b = a® + u, a = b’ + u fireinueM
gilt. Fiir a = O bekommt man b°® + b = O und beide Gleichungen lauten dann
a+ b=u= b+ a, woraus schon der Rest des Beweises folgt. =

Folgerung. Es sei G ein Gewebe des Grades =4, (O, o, B, y) eines seiner Bezugs-
systeme und 6 €I\ {a, B}. Weiter gelte in G die Desargues-Bedingung des Typs ()
und (B). Dann gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (a, B, 7y, 5) mit der Ein-
schrankung A€ OV, genau dann, wenn in G die Diagonalbedingung des Typs
(o, B, v, 6) mit der Einschrinkung A = O zusammen mit der Desargues-Bedingung
des Typs («, B, v, 6, OV,) gilt.

Beweis. Folgt aus den Lehrsdtzen 16, 15 und Satz 4. =
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