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časopis pro pěstování matematiky, roč. 102 (1977), Praha 

KLEINE DESARGUES-BEDINGUNG IN GEWEBEN 

VACLAV HAVEL, Brno 

(Eingegangen am 1. September 1975) 

Bekanntlich existiert eine enge Beziehung zwischen 3-Geweben und Loops. In 
diesem Zusammenhang ergeben sich als wichtig solche 3-Gewebe, welche den Loops 
mit Moufang-Identitäten, bzw. mit assoziativem Gesetz, bzw. mit kommutativem 
Gesetzt entsprechen und welche durch die Gültigkeit der Bolschen Schließungs
bedingungen, bzw. der Reidemeister-, bzw. Thomsen-Bedingung gekennzeichnet sind. 
Deswegen werden üblicherweise diese Schließungsbedingungen als gewiße Grundlage 
für die Untersuchungen der 3-Gewebe bezeichnet. 

Auf der anderen Seite kann man einige 3-Gewebe in affine Ebenen einbetten (ohne 
Zunahme der eigentlichen Punkte) und für solche 3-Gewebe kann man dann die 
Schließungsbedingungen bezüglich der Ebene verengen, vor allem die Schließungs
bedingungen vom Desarguesschen Typ. Dagegen ist es aber möglich die Schließungs
bedingungen vom Desarguesschen Typ natürlicherweise in Geweben des Grades ^ 4 
unabhängig auf der Einbettbarkeit in affine Ebenen definieren. Insbesondere die sog. 
kleine Desargues-Bedingung zeigt sich als sehr geeignet für die Eintrittsbetrachtungen. 
Es entsteht die Frage über die algebraische Charakterisierung der Gewebe des Grades 
^4, in denen die affine kleine Desargues-Bedingung universal gilt, also über eine 
direkte Verallgemeinerung der Translationsebenen. Eine solche Charakterisierung 
möchte ich im weiteren herleiten. Dabei gebrauche ich die „zulässigen" Algebren, 
welche ich schon bei einer anderen Gelegenheit eingeführt habe (vgl. [4], § 2); der 
Bequemheit halber werde ich die Definition von solchen Algebren kurz wiedergeben. 
Diese Algebren haben den Vorteil, daß ihre binären Operationen sämtlich Loopopera-
tionen sind und daß sie beim Übergang vom 3-Gewebe zur affinen Ebene unmittelbar 
in planare Ternärringe übergehen. Bei den Beweisen werde ich die Eigenschaften der 
Gewebeautomorphismen in expliziter Form nicht verwenden. Eine Ausdehnung des 
Baerschen Begriffs der (P, #)-Transitivität auf Gewebe habe ich in der Note [6] 
durchgeführt. Eine Anregung für den vorliegenden Artikel gaben die kürzlich er
schienenen Resultate von V. D. Belousov und G. B. Beljavskaja aus dem ersten Teil 
von [3]; diese Resultate kommen als Sonderfalle in unseren Ergebnissen vor. 

Erstens werden wir einige Begriffe über Gewebe einführen, sowohl wie den Begriff 
der zulässigen Algebra. Dann werden wir über die gegenseitige Beziehung zwischen 
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Geweben und zulässigen Algebren kurz berichten, wonach schon die Untersuchung 
der Desargues-Bedingungen in Geweben beginnen kann. 

Unter einem Gewebe werden wir ein Tripel (SP, <$, (VL)LeI) verstehen, wobei 9 eine 
nichtleere Menge, ^ eine Menge von gewissen wenigstens zweielementigen Unter
mengen von SP9 I eine nichtleere Indexmenge und i i—> VL eine injektive Abbildung 
der Menge I in die Menge 9 ist, so daß die folgenden Axiome erfüllt sind: 

(i) v:={Vt|*eI}e^, 

(ii) V P e ^ \ v V*EI 3lge& P,VLeg, 

(iii) V g e ^ \ { v } 3ltel VLeg, 

(iv) Vfl, b e <0 \ {v} ; a * b # (a n b) = 1 . 

Die Elemente von SP heißen Punkte, die Elemente von ^ heißen Geraden, die Punkte 
von v heißen singulär oder uneigentlich, während die übrigen als gewöhnliche oder 
eigentliche Punkte bezeichnet werden; die Gerade v heißt singulär oder uneigentlich, 
die übrigen heißen dann gewöhnliche oder eigentliche Geraden; eigentliche Geraden 
durch VL (*eI) werden i-Geraden genannt und # I heißt der Grad des Gewebes. 
Die Bezeichnung Al9 ..., An soll bedeuten, daß die Punkte Ai9..., An auf derselben 
Geraden liegen. Sind A9 B verschiedene Punkte, dann ist enweder {g e^\A,Beg} = 
= 0 oder # {g e ^ | A, B e g} = 1; im letzten Fall nennen wir die Gerade durch A, B 
die Verbindungsgerade von A, B und bezeichnen sie mit AB. Sind a, b verschiedene 
Geraden, dann gibt es genau einen Punkt, der auf beiden Geraden liegt; dieser heißt 
der Durchschnittspunkt von a, b und wird mit a |~1 b bezeichnet. 

Im weiteren beschränken wir uns auf Gewebe des Grades ^ 3 . Ist G (bzw. G mit 
irgendeinem Index rechts oben) ein Gewebe, dann werden wir stetss G = : (SP, <&, 
(VL)Le]) (bzw. dasselbe mit entsprechenden Indexen rechts oben bei allen Symbolen) 
setzen und auch das Symbol v (bzw. v mit entsprechendem Index rechts oben) für 
die uneigentliche Gerade benützen. 

Ist G ein Gewebe, dann ist #(g \ v) konstant für alle eigentlichen Geraden g e <& 
und diese Kardinalzahl heißt die Ordnung des Gewebes. Im weiteren sollen nur 
Gewebe der Ordnung > 1 untersucht werden. 

Ist G ein Gewebe des Grades ^ n, dann bezeichnen wir für jedes n-Tupel voneinan
der verschiedener Indexe (LX, ..., cn) mit Gtl ln das Gewebe ((0> \v) u {VLl,..., VLn}9 

{g e$\{v} | 3/6 { 1 , . . . , n} VtGg} u { { F J " ' . . " VLn}}, (VLl,..., Kj) . 
Eine zulässige Algebra ist definiert als eine Menge M, ausgestattet mit einem aus

gezeichneten Element 0 e M9 mit einem indexierten System ((rL)lej von Permuta
tionen der Menge M, wobei J eine Indexmenge, in welcher ein Index 0 eine beson
dere Rolle spielt, und mit einem indexierten System ( + t) t ej von Loopoperationen 
auf der Menge M, so daß die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 
(i) VCEJ Oai = 0 , 

(ii) ae = idM , 

(iii) V £ > / e J ; £ * , 7 Vb,ceM 31 aeM a'* +;b = a'n +nc . 
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Ist G ein Gewebe, dann erklären wir für ihr Bezugssystem jedes Quadrupel 
(0, ÖL, ß,y),vtoOe0>\v und a, ß, y eI mit a =f= ß 4= y =f= a ist. 

Es sei G ein jGewebe und (0, a, /?, 7) ihr Bezugssystem. Dann ist die zulässige 
Algebra (M, O, (a)lGj, (+*)<ej) eindeutig bestimmt, so daß M:=OV a \{V a}, 
J := I\{oc, ß}; das ausgezeichnete Element aus J sei y, für jedes c e J sei o-t : M -* M; 
* 1-* ((xF, n OV,) Va n OVO V„ n OVa und für alle fl,beM sei affl + t i = 
= ((aVß n OVy) Va n fcVO Vß n OVa (Abb. 1-2). Das Erfülltsein sämtlicher Be
dingungen aus der Definition der zulässigen Algebra kann ohne Mühe verifiziert 
werden. Diese Algebra nennen wir die Koordinatenalgebra von G (bezüglich 
(0, a, ß, y)) und die Abbildung \x: M x M -» 0> \ v; (a, b) i-> (aVß H 0Vy) Va |~| bV,, 
die Koordinatenabbildung (bezüglich (0, a, ß, y)). 

*'•£ 
a'4-.Ь ß_ 

Abb. 1. 

s' 

/з f /з 

г 2 R 

k/í P* 2 
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Abb. 3. 

Я' 
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Es sei A = (M, 0,(<rt)teJ, ( + t ) t 6 j ), # M > 1, eine zulässige Algebra mit aus
gezeichnetem Index 0. Dann bestimmen wir] ein Gewebe G folgendermaßen: I : = 
:= J u {col9 co2}, wo {ö)l5 Ö)2} eine willkürliche zu J fremde zweielementige Menge, 
^ : = ( M x M)KJI,V:=I,9:= {{(x,y)\x = a} v {co2} \ a e M} v {{(x, y)\ y = 
= fo} Kj{(Ol}\beM}u{{(x,y)\y = xfft + t c} u {c} | c eM, t e / } . 

Es ist wieder nur Routinensache zu überprüfen, daß es sich wirklich um ein Gewe
be handelt. Wir nennen dieses G das Gewebe über A. 

Es sei G ein Gewebe des Grades 3, wo J = {1, 2, 3}. Unter der Reidemeister-
Bedingung in G verstehen wir die Implikation (Abb. 3): 

(VP, Q, R, S, P', Q', R', S'eP\v) (P, Q, V2& Q, R, Vt & 

& R, S, V2 & P, S, F. & P', Q', V2 & Q', R', F. & 

& P, P', V3& Q, Q', V3& R, Rf, V3& S, S', V3 => R', S', V2) . 

Lehrsatz 1. £5 sei G ew Gewefee und (O, a, /?, y) irgendeines seiner Bezugssysteme. 
Dann ist + t für iel\{a,ß} genau dann assoziativ, wenn die Reidemeister-
Bedingung in Ga/M erfüllt ist. 
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Beweis (Abb. 4). Für alle a9b9c e M : = OVy\v setzen wir P:=b, Q : = 
: = ( ^ L \ bf, tf:-=((a+t b)"~\ a + t &)*, S :-= (a*»"\ a+ tb)", R': = 
:= ((a + t 6)"~\ (a + t b) + tc)«, S' := (a*l~\ a + t(b + tc))". Es gilt also 
(a + t b) + t c = a + t (b + t c), genau wenn Ä', S', V^ erfüllt ist. Daraus folgt, daß + t 

genau dann assoziativ ist, wenn die Reidemeister-Bedingung in Ga ̂ t mit der Be
grenzung ßVt VI PVy = O gilt. Es ist aber gut bekannt (siehe z. B. [7], S. 52-53), 
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daß die Begrenzung QVt [~1 PVy = 0 weggelassen werden kann und die Behauptung 
behält ihre Gültigkeit. • 

Es sei G einjGewebe des Grades ^ 4 und oc,ß,y,ö von einander verschiedene 
Indexe (aus I). Unter der Desargues-Bedingung des Typs (a, ß, y, ö) in G verstehen 
wir die Implikation (Abb. 5) 

(V4, B, C, A', B', C e & \ v) (A, A', V„ & B, B', V, & C, C, Vs & 

& A, B, Vy & A', B', Vy & A, C, Vß & A', C, Vß & B, C, Va => B', C, Va). 

a Ó в'в 

Abb. 5. 

Gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (a, ß, y, ö) für einen festen Index 5 
und für jede drei voneinander verschiedene Indexe a, ß, y 4= S, dann sagen wir, daß 
in G die Desargues-Bedingung des Typs (ö) gilt. 

Gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (ö) für jeden Index 5, dann sagen wir, 
daß in G die Desargues-Bedingung universal gilt. 

Lehrsatz 2. Es sei G ein Gewebe des Grades ^4 und a, ß, y, ö voneinander ver
schiedene Indexe, a) Gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (a, ß, y, ö), 
dann gilt in G jede Implikation, welche aus der Desargues-Bedingung des Typs 
(a, ß, y, 8) durch die Vertauschung des Schlusses B', C, Va mit irgendwelcher der 
Voraussetzungen A, A', Vd, B, B', Vö, C, C, Vö, A, B, Vy, Ä', B', Vy, A, C, Vßy 

Ä, C, Vß, B, C, Va. b) Es gilt die zu a) umgekehrte Behauptung. 

Beweis des Teiles a) für den Fall der Vertauschung des Schlusses gegen die 
Voraussetzung Ä\ C', Vß kann folgendermaßen durchgeführt werden (ähnlicherweise 
schreitet man auch bei Vertauschung des Schlusses gegen irgendwelche der Voraus
setzungen A, B, Vv Ä, B'9 Vv A,C, Vß,B,C, Vafort). Es seien A0, B0, C0, A0, B0, C0 

die Punkte, welche die neuen Voraussetzungen erfüllen und es gelte A'0,C0, Vö nicht 
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(Abb. 6a). Die jS-Gerade durch A'0 schneidet die Gerade C0VÖ im Punkt C0 #= C0 

und nach der Desargues-Bedingung des Typs (a, ß, y, ö), die auf die Punkte A0, B0, 
C0, A'0, B'0, C0 angewendet ist, bekommen wir B'0, C0, Va, im Widerspruch mit 
B'0, C0, Va. Der Fall der Vertauschung des Schlusses B', C, Va gdgen C, C, Vö (und 
ähnlicherweise schließt man bei der Vertauschung des Schlusses gegen irgendwelche 
der Voraussetzungen A, Ä, Vö, B, B', Vy) behandelt man wie folgt (siehe Abb. 6b): 
Es seien A0, B0, C0, A'0, B'0, C0 Punkte, welche die neuen Vorsetzungen erfüllen, 

-*c; 
Abb. 6b. 

wobei C0, Co, Vy nicht gelte. Die <5-Gerade durch C0 schneidet die Gerade A0Vß 

im Punkt C0 + C0. Nach der Desargues-Bedingung des Typs (a, ß, y, ö), welche 
auf Punkte A0, B0, C0, A0, B0, C"0 angewendet ist, bekommen wir B'0, C"0, Va, im 
Widerspruch mit B'0, C0, Va. Der Beweis für den Teil b) ist analog. • 

Folgerung. Es sei G ein Gewebe des Grades = 4 und a, ß, y, ö voneinander ver
schiedene Indexe. Gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (a, ß, y, 8), dann 
gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (<xn, ßn, yn, 8n)für alle Permutationen n 
der Menge {a, ß, y, S}. 

Lehrsatz 3. Es sei G ein Gewebe des Grades = 4 , a, ß, y, ö einander verschiedene 
Indexe und O ein eigentlicher Punkt, a) Gilt in G die Desargues-Bedingung des 
Typs (a, ß, y, ö) mit Begrenzung A = O, bzw. B = 0, bzw. C = O, dann gilt in G 
jede Implikation, welche aus der Desargues-Bedingung des Typs (a, ß, y, ö) mit 
Begrenzung A = O, bzw. B = 0, bzw. C = 0 so entsteht, daß der Schluß B', C, Vy 

gegen irgendwelche der Voraussetzungen A, Ä, Vs, B, B', Vd, C, C, Vö, A, B, Vy, 
A'9 B', Vy, A, C, Vß, Ä, C, Vp, B, C, Va vertauscht wird, b) Es gilt die zu a) umge
kehrte Behauptung. 
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Beweis. Zuerst untersuchen wir die Behauptung a). Der Fall der Vertauschung 
von B', C, Va gegen irgendwelche der Voraussetzungen £, B', Vy, C, C, Vö, AT, C, Vß 

A', B', Vy, B, C,0Va kann ähnlich wie im Beweis des Lehrsatzes 2 behandelt werden, 
weil die Begrenzung A = 0 keine Verletzung bedeutet. 

Also widmen wir uns dem Fall der Vertauschung von B', C, Va gegen A, Ä, V& 
(Abb. 7). Es seien A0, B0, C0, A'0, B0, C0 Punkte, welche alle neuen Voraussetzungen 
erfüllen und es gelte nicht A0, A0, Aö. Setzen wir Ä0 := OVö Fl B'Vy #= A0, C0 : = 
: = Ä0Vß VI C0V7 4= C0. Dann erfüllen die Punkte A0, B0, C0, AS, B0, C'0 die Voraus
setzungen der Desargues-Bedingung des Typs (a, ß, y, 5) mit Begrenzung A0 = 0> 
so daß B'0, C0, Va folgt, im Widerspruch mit B0, C0, Va. 

0=A 0=A, 

Abb. 7. Abb. 8. 

Weiter untersuchen wir den Fall der Vertauschung von B', C, Va gegen A, B, V7 

(Abb. 8). Es seien also A0, B0, C0, A'0, B0, C0 Punkte, welche die neuen Voraus
setzungen erfüllen, wobei A0, B0, Vy nicht gelte. Setzen wir B0 : = OVy |~| B'VÖ 4= B0> 

Cl := B%Va VI OVß # C0, C0* := C%Vd VI A0Vß 4= C0, dann erfüllen die Punkte 
^o» ^o» C0, Ä0, B'0, Co* die Voraussetzungen der Desargues-Bedingung des Typs 
(a, ß, y, b) mit Begrenzung A = 0, so daß B'0, C*, Va gilt, im Widerspruch mit 
B', C, Va. Der Fall der Vertauschung von B', C, Va gegen A, C, Vß kann ähnlicher
weise behandelt werden. 

Auch die Behauptung b) kann schon nur durch Modifikationen von vorangehenden 
Betrachtungen bewiesen werden. • 

Lehrsatz 4. Es sei G ein Gewebe des Grades ^4 , a, ß, y, ö einander verschiedene 
Indexe und g0 eine S-Gerade. a) Gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs 
(a,ß9y,ö) mit Begrenzung Aeg0, bzw. Beg0, bzw. Ceg0, dann gilt in G jede 
Implikation, welche aus der Desargues-Bedingung des Typs (a,ß,y,6) durch 
Vertauschung des Schlusses B', C, Va gegen irgendwelche der Voraussetzungen 

150 



A, A', Vö, B, B', Vö, C, C, Vö, A, B, Vy, A', B\ Vy, A, C, Vß, Ä, C, Vß, B, C, Va 

mit Begrenzung A e g0, bzw. B e g0, bzw. C e g0. b) Es gilt die zu a) umgekehrte 
Behauptung. 

Beweis. Erstens betrachten wir den Teil a), und zwar den Fall der Vertauschung 
von B', C, Va gegen A', B', Vy bei Begrenzung Aye g0 (Abb. 9). Es seien also 
A0, B0, C0, A0, B0, Co Punkte, welche die neuen Voraussetzungen erfüllen, wobei 
A0, B0, Vy. Die y-Gerade durch A0 schneide die Gerade B0V8 im Punkt B0 =t= B0. 
Nun verwenden wir die Desargues-Bedingung des Typs (a, ß, y, S) mit Begrenzung 
Aeg0 auf die Punkte A0, B0, C0, A0, B0, C0. Wir bekommen B0, C0, Vy, im Wider
spruch mit B0, C0, Vy. Ähnlich schließt man bei Vertauschung von B', C, Va gegen 
A, B, Vy, bzw. A', C, Vß, bzw. A, C, Vß mit der Begrenzung A e g0. 

B' B'' 

<* 

I </• K/ 1 л" \ ' 

4 
\ 

\ \4 
" \ A AÌ 

Abb. 9. Abb. 10. 

Den Fall der Vertauschung des Schlusses B', C, Va gegen B, B', V3 behandelt 
man sofort, wenn man im Auge hat, daß die Desargues-Bedingung des Typs (a, ß, y, ö) 
äquivalent als die Implikation (WA, B, C, Ä, B', C e&w) (A, B, Vy&A,C, Vß& 
& B, C, Va&A, A', VÖ&C, C, Vö => B'VÖ, A'Vy, C'Va gehen durch denselben Punkt) 
formuliert werden kann. 

Nun übergehen wir zum Fall der Vertauschung des Schlusses B', C, Va gegen 
-4'• C, Vß bei Begrenzung Beg0 (Abb. 10). Es seien also für die Punkte A0, B0, C0, 
A0, B0, Co die neuen Voraussetzungen erfüllt, wobei A'0, C0, Vß nicht gelte. Weiter 
sei Ä0 der Schnittpunkt der j8-Geraden durch C0 und der Geraden A0VÖ. Nun ver
wenden wir die Desargues-Bedingung des Typs (a, ß, y, ö) mit Begrenzung Beg0 

auf die Punkte A0, B0, C0, Ä0, B0, C0. Dann folgt B0, C0, Va, aber dies widerspricht 
mit B'0, Co, Va. 

Der Fall der Vertauschung von B', C, Va gegen irgendeine der übrigbleibenden 
Voraussetzungen bei der Begrenzung Beg0 und der Fall der Vertauschung von 
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B\ C, Va gegen irgendwelche der Voraussetzungen bei der Begrenzung C e g0 kann 
man immer auf irgendeinen vorher behandelten Fall überführen. Die Behauptung 
b) beweist man ühnlicherweise. • 

Folgerung. Es sei G ein Gewebe des Grades ̂ 4 , a, ß, y, 8 voneinander verschiedene 
Indexe und g0 eine 5-Gerade. Gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (a, ß, y, 8) 
mit der Einschränkung A eg0, bzw. B eg0, bzw. C eg0, dann gilt die Desargues-
Bedingung des Typs (a*, ßn, yn, 811) in G mit der Einschränkung, daß irgendwelcher 
der Punkte A, B, C auf g0 liegt, und zwar für jede Permutation n der Menge 
{*,ß,y,ö}. 

Den Sonderfall der Desargues-Bedingung des Typs (a, ß, y, 8) aus der vorherigen 
Folgerung werden wir als Desargues-Bedingung des Typs (a, ß, y, 8, g0) bezeichnen. 
Gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (a, ß, y, 8, g0) für einen festen Index 8, 
eine feste 5-Gerade g und alle Indexe a, ß, y, so daß a, ß, y, 8 voneinander verschieden 
ist, so sagen wir, daß in G die Desargues-Bedingung des Typs (8, g) gilt. 

Lehrsatz 5. Es sei G ein Gewebe des Grades ^4 , a, ß, y, 8 voneinander verschiedene 
Indexe und O ein eigentlicher Punkt. Gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs 
(a, ß, y, 8) mit der Einschränkung A = O, bzw. B = O, bzw. C = 0, dann gilt 
in G die Desargues-Bedingung des Typs (a, ß, y, 8, OVö). 

в:*в: c> c; 

c,- c; 

C^Ct 

Abb. 11. 
0=A.= Az 

Beweis. Es seien also A0, B0, C0, A0, B0, C0 die Punkte, welche die Voraussetzun
gen der Desargues-Bedingung des Typs (a, ß, y, 8) bei der Einschränkung Ae OVy 

erfüllen (Abb. 11). Die Punkte At := 0, Bx := 0Vy VI B0VS, Ct := 0Vß VI C0Vd9 
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Ai := A0, B[ := B0, C\ := C0 erfüllen die Voraussetzungen der Implikation, 
welche aus der Desargues-Bedingung des Typs (a, ß, y, S) mit der Begrenzung A = 0 
durch die Verwechslung des Schlusses B', C, Va mit der Voraussetzung B, C, Va 

entsteht. Auf Grund des Lehrsatzes 3 bekommen wir also Bl9 Cl9 Va. Die Punkte 
A2 := O, B2 := Bl9 C2 := Cl9A'2: = A0, B2 := B'0, C2 := C0 erfüllen die Voraus
setzungen der Desargues-Bedingung des Typs (a, ß, y, S) mit der Einschränkung 
A = O, so daß B'l9 C2, Va9 d. h. B0, C0, Va folgt. Der Rest folgt schon nach dem 
Lehrsatz 3. Ähnlich schließt man bei der Einschränkung 5 = 0 , bzw. C = O. • 

Bemerkung. Es sei G ein Gewebe, a, ß, y, S voneinander verschiedene Indexe und O 

ein eigentlicher Punkt. Gilt in G die Implikation, welche aus der Desargues-Bedingung 
des Typs (a, ß, y, S) mit der Einschränkung A = O, bzw. B = O, bz2. C = 0 durch 
die Verwechslung des Schlusses B', C, Va mit irgendwelcher der Voraussetzungen 

-4, -4', V., £, # , V., C, C , V„ A, B9 Vy9 Ä9 B'9 Vy9 A9 C, Vß, Ä9 C, Vß, B9 C, Vy 

entsteht, dann gilt in G dieselbe Implikation mit schwacher Einschränkung Ae 0VÖ9 

bzw. BeOVö, bzw. C e 0VÖ. 
Der Beweis ist ähnlich durchführbar wie beim Lehrsatz 5. • 

Satz 1. Es sei G ein Gewebe des Grades = 4 , ß, y, S voneinander verschiedene In
dexe und g eine S-Gerade. Gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (a, ß, y, S, g) 
für alle Indexe ael\{ß9y9 S}, dann gilt in G die Desargues-Bedingung des 
Typs (S9 g). 

A.шЛj 

Abb. 12. 

Beweis. Es gelte also in G die Desargues-Bedingung des Typs (a, ß, y9 ö, g) für 
jeden Index <xel\{ß9 y9 S}. Ohne Einschränkung der Allgemeinheit sei Beg. 
Nehmen wir willkürliche Indexe al9<x2el\ {ß9 y9 S};oc1 =# a2 und Punkte Al9 Bl9 Cl9 

A'l9B'l9 Cl9 welche die Voraussetzungen der Desargues-Bedingung des Typs (ocl9 ß9 

y, S) mit Begrenzung Beg erfüllen (Abb. 12). Es folgt B'l9 Cl9 Vai. Weiter setzen wir 
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A2:=Al9 B2:=Bl9 C2 := BxVai VI AVß9 A'2:=A'l9 B'2:=B'l9 C2:= C2VbV\ 
n.4iV^. Diese Punkte erfüllen die Desargues-Bedingung des Typs (cc29ß,y9ö) 
mit Begrenzung Beg. Die Punkte A0 := Cl9 B0:= Bl9 C0 := C2, A0:= Cl9 

B0:= B'i9 C0:= C2 erfüllen dann die Voraussetzungen der Desargues-Bedingung 
des Typs (<x29 ß9 (xl9 ö) mit der Einschränkung Beg, so daß B'l9 C2, Va2 folgt, was 
auch als B'09 C0, VÄ2 geschrieben werden kann. Es folgt also die Gültigkeit der Desar
gues-Bedingung des Typs (a, ß9 y9 ö9 g) in G für alle Indexe a, y9 welche voneinander 
und auch von ß9 y verschieden sind. Nach Folgerung des Lehrsatzes 4 ist die De
sargues-Bedingung des Typs (a, ß9 y9 8) in G der Desargues-Bedingung des Typs 
(a, ß9 y9 5) in G unter der Begrenzung Ceg äquivalent. Wählen wir also willkürliche 

c0-ç-tf 

Aж A "o "з 

Abb. 13. 

Indexe a0, y0 in solcher Weise, daß a0, ß9 y09 8 voneinander verschieden sind und 
nehmen wir Punkte A09 B09 C0, A09 B09 C0, welche die Voraussetzungen der De
sargues-Bedingung des Typs (a0, ß9 y09 ö) in G mit der Begrenzung Ceg erfüllen (Abb. 
13). Dann folgt B09 C0, Vao. Weiter sei a3 el\{ß9 y09 ö}. Die Punkte A3 := A09 

C3 := C0, A'3 := Af
09 B'3 := B3Vb VI A'0Vyo9 C3:=C0 er-B, : = c 0 Қ , П A0Vro, 

füllen dann die Voraussetzungen der Desargues-Bedingung des Typs (a3, ß9 y09 ö) 
in G mit Begrenzung Ceg, so daß sich B39 C3, VÄ3 ergibt. Andererseits erfüllen die 
Punkte _44 :=B09B4:= B3, C4 :=C39A'4:= B09 B'4 :=B39C4:= C3 die Voraus
setzungen der Desargues-Bedingung des Typs (a3, a0, y09 S) bei der Einschränkung 
Ceg. Nachdem B39 C3, Va3 auch als B49 C4, Va3 geschrieben werden kann,gilt in G 
die Desargues-Bedingung des Typs (a, ß9 y9 S9 g) für alle a, ß9 y ei\ {5}9 für welche 
a> ßy V, S voneinander verschieden sind, d. h. es gilt in G die Desargues-Bedingung 
des Typs (5, g). • 
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Folgerung.*) Es sei G ein Gewebe des Grades ^4 und ß,y,ö voneinander ver
schiedene Indexe. Gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (a, ß, y, ö) für 
jedes ael\{ß,y9 ö}, dann gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (8). 

Lehrsatz 6. Es sei G ein Gewebe des Grades = 4 und ö irgendein Index. Gilt in G 
die Desargues-Bedingung des Typs (ö), dann gilt die Reidemeister-Bedingung 
'"w Gö „~ für alle tj, £ e I \ {S}; rj 4= £. 

C/* CjA 

s-£(-ą' 

P-ą*ą 

Abb. 14. 

Bewds. Wählen wir also Indexe rj, C<=I\{<5}; tj * f. Weiter seien P,Q,R,S, 
P> ß> R\ S' Punkte, welche die Voraussetzungen der Reidemeister-Bedingung 
in GötU befriedigen (Abb. 14). Es ist zu zeigen, daß R', S', Vn gilt. Es sei also £ e 
GI\{fyLC, ö}. Dann setzen wir A± := P', Bx := P, Cx:= PV^ n P'Vn, A[ := S', 
B[:=S, Ci := CtVö PI S'Vn. Diese Punkte erfüllen die Voraussetzungen der 
Desargues-Bedingung desTyps (ö), so daß B'u Ci, V$ sich ergibt. Die Punkte A2 : = ß, 
B2 := P, C2 := PV̂  n ßVr, -42 := ß, B2 := S, C2 := C2V, n ÄKc erfüllen die 
Voraussetzungen der Desargues-Bedingungen des Typs (ö), so daß sich B'2, C2, V^ 
ergibt. Auch die Punkte A3 := Cl9 B3 := ß', C3 := C2, A'3 : = Ci, J33 := 5', 
C3 := C2 erfüllen die Voraussetzungen der Desargues-Bedingung des Typs (ö), so 
daß ß 3 , C3, Vc hervorgeht. Also gilt auch R' = ß 3 und endlich R', S', Vn. • 

*) Wurde schon in [3], S. 42—43, bewiesen. 
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Lehrsatz 7. Es sei G ein Gewebe mit I = {1, 2, 3, 4} und g eine l-Gerade. Weiter 
gelte in G die Desargues-Bedingung des Typs (1, g) und in Glf2f3, G12A die Reide-
meister-Bedingung. Dann gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (1). 

Beweis (Abb. 15). Es seien A0, B09 C0, A0, B'0, C0 Punkte, welche die Voraus
setzungen der Desargues-Bedingung des Typs (1) in G befriedigen. Dann erfüllen 
die Punkte A1 := A0V2 Hg, B, := B0V2 H AtV3, C, := C0V2 VI A,V39 A[ : = 
:= A'0V2 n g, B[ := B0V2n A[V39 C[ := C0V2 n Ä[V3 die Voraussetzungen der 
Desargues-Bedingung des Typs (1) mit der Einschränkung Ae g9 so daß B[9 C[9 V2 

S<is Ч г s ^ i 

P,= P^A, 
<?,- ø г-A> 

Abb. 15. 

hervorgeht. Die Punkte Px := Al9 Qt:= A09 Rx := A0, St:= A[9 P[ := Bl9 

Q[ := B0, R[ := B0, S[ : = B[ befriedigen die Voraussetzungen der Reidemeister-
Bedingung in G1>2>3, so daß i^i, S'l9 V2 folgt. Also liegen die Punkte B[9 C[9 B0 auf 
derselben 2-Geraden. Die Punkte P2 := Al9 Q2:=A09 R2:=A0, S2:=A[9 

P2
 :== Cl9 Q'2 := C0, R2 := C0, S2 := Ci erfüllen die Voraussetzungen der Reide-

meister-Bedingung in 6 1 2 4, so daß sich R'2, S'2, V2 ergibt. Folglich liegt auch der 
Punkt C0 mit den Punkten B'l9 C[9 B'0 auf derselben 2-Geraden, so daß auch 
-Bo> C'0, V2 gilt. Daraus ergibt sich schon die Gültigkeit der Desargues-Bedingung 
des Typs (1) in G. • 

Lehrsatz 8. Es sei G ein Gewebe mit I := (1, 2, 3, 4} und (0,1,2, 3) eines seiner 
Bezugssysteme. Dann gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (1, 0Vt) genau 
dann, wenn die beiden Operationen +3 , +* der Koordinatenalgebra bezüglich 
(0 ,1 , 2, 3) zusammenfallen. 
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Beweis (Abb. 16). Für willkürliche Elemente a, beS : = OVi\{y1] setzen wir 
A = 0, B = (a<T3'\af, C = (aa4~\ af, A! = b, B' = (a°>~\ a +3 bf, C = 
= (aff4'\a + 4b)*. Die Punkte A, B, C, A', £', C' erfüllen die Voraussetzungen 
der Desargues-Bedingung des Typs (1) in G mit der Einschränkung A = O und 
a + 3 b = a + 4 b gilt genau dann, wenn £', C', Vx gilt. Daraus ergibt sich die 
Äquivalenz zwischen + 3 = + 4 und der Desargues-Bedingung des Typs (1) in G 
mit der Einschränkung A = O. Nach Lehrsatz 2 ist in G die Desargues-Bedingung 
des Typs (1) mit der Einschränkung A = O mit der Desargues-Bedingung des Typs 
(1) mit der Einschränkung Ae OVt äquivalent und nach der Folgerung des Lehrsatzes 
4 ist in G die Desargues-Bedingung des Typs (1) mit der Einschränkung Ae OVx 

und sogar mit der Desargues-Bedingung des Typs (1, OVt) äquivalent. • 

đ+з Ь 

A'*Ъ 

A*0 

.*' 
С'-Ta\aW 

Ѓ & 
C*(a*i,a) 

Abb. 16., 

Lehrsatz 9, Es sei G ein Gewebe mit I = {1, 2, 3, 4}, (O, 1, 2, 3) eines seiner Be
zugssysteme und + 3 , + 4 die beiden binären Operationen der Koordinatenalgebra 
bezüglich (O, 1, 2, 3). Dann gi/£ m G die Desargues-Bedingung des Typs (1) genau 
dann, wenn + 3 eine Gruppenoperation ist, die mit + 4 zusammenfällt. 

Beweis. Nach dem Lehrsatz 8 ist + 3 = + 4 mit der Geltung der Desargues-
Bedingung des Typs (1, OVt) in G äquivalent. Nach dem Lehrsatz 1 ist die Opera
tion + 3, bzw. + 4 genau dann eine Gruppenoperation, wenn in G1>2,3, bzw. in G12A 

die Reidemeister-Bedingung erfüllt ist. Nach den Lehrsätzen 6 — 7 gilt in G die 
Desargues-Bedingung des Typs (l, OVt) zusammen mit der Reidemeister-Bedingung 
1n ^i,2,3 und G 1 2 4 , genau wenn in G die Desargues-Bedingung des Typs (1) gilt. 
Daraus ist die weitere Beweisführung klar. • 

Satz 2. Es sei G ein Gewebe des Grades ^ 4 und (O, a, ß, y) eines seiner Bezugs
systeme. Dann gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (a), genau wenn die 

157 



binäre Operation + y der Koordinatenalgebra bezüglich (O, a, ß, y) eine Gruppen-
Operation ist und mit + 1 für jedes tel\{a,ß} zusammenfällt. 

Beweis. Wir wenden den Lehrsatz 9 auf jedes Gewebe G l f 2 t t , i e / \ { a , jS}, an 
und gebrauchen noch die Folgerung des Satzes 1. • 

Lehrsatz 10. Es sei G ein Gewebe mit I = {1, 2, 3, 4} und (O, 1, 2, 3) eines seiner 
Bezugssysteme. Weiter gelte in G die Desargues-Bedingung des Typs (1, OVi). 
Dann gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (2, OV2) genau dann, wenn die 
unäre Operation <x4 der Koordinatenalgebra bezüglich (O, 1, 2, 3) ein Automor
phismus von (M, + ) ist, wobei M : = OVi \{Vi}, + : = + 3 = + 4 . 

Ciř (MrŞtâ Cř((a*Ьtía * ЬЃf 
((a,a>*Ъ^f 2 

ą'=fa, a * Ьf/fa иЪa+ Ьf= g 

Ь,ЪГ*A, 

A'Q*B;* (O^Ъ,OҐ A = 0 Abb. 17. 

Beweis (Abb. 17).*) Es sei also G das gegebene Gewebe, das außer den Voraus
setzungen des Satzes noch die Desargues-Bedingung des Typs (2, OV2) erfüllt. 

*) Im Beweis bedeutet das Symbol H das folgende: * + y=z<->x=:z-jy bezüglich des 
Loops (M, +). Ähnlicherweise setzen wir* + y— zoy:~ x \- z. 
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Weiter seien a, b beliebige Elemente aus M. Die Punkte At := (b, bff Bt : = O, 
Cx := (b, bC4f, A't:=b, B[ := (O H b, Of, Ci := b°4 erfüllen die Voraussetzun
gen der Desargues-Bedingung des Typs (2, OV2) in G, so daß B\, Ci> VA folgt- Die 
Punkte Ai0:=O, B0:=(a + b, a + bf, C0:=(a + b, (a + bf4f, A!0 : = 
:=(0~\b, Of, B'0:=(a,a + bf, C0 := (a, a*4 + b°4f erfüllen die Voraussetzun
gen der Implikation, welche aus der Desargues-Bedingung des Typs (2, OV2) ent
steht, indem man den Schluß B', C, Vx mit C, C, V4 umtauscht. Also folgt nach dem 
Lehrsatz 3 C0, C0, V2, d. h. C0 = (a, a*4 + ba4f, (a + bf4 = a°4 + b*4. Folglich 
ist a4 der geforderte Automorphismus. 

Umgekehrt sei a4 ein Automorphismus des Loops (M, +). Dann gilt für jedes 
aeM auch (0 H af4 = O -\ a°4, so daß sich für jedes b e M die Geraden bV3, b"4 V4 

im Punkt (0 H b, Of durchschneiden. Setzen wir also A0 := O, B0 := (a + b% 

a + bf, Co := (a, (a + b)a4f, Ä0 := (O H b, Of, B'0:=(a,a + bf, C0 : = 
: = (a, (a + bf4f, dann erfüllen diese Punkte die Voraussetzungen der Umkehrung 
der Desargues-Bedingung des Typs (2) in G mit Begrenzung A = O, die durch 
Umtauschen von B', C, Vx gegen C, C, V4 entsteht. Aus (a + bf4 = a*4 + b°4 

folgt dann sofort C0, Co, V4. Nach Lehrsatz 3 gilt also in G auch die Desargues-
Bedingung des Typs (2) mit Begrenzung A = 0 und nach Lehrsatz 5 auch die 
Desargues-Bedingung des Typs (2, OV2) in G. • 

Lehrsatz 11. Es sei G ein Gewebe mit I = {1, 2, 3, 4} und (0, 1, 2, 3) eines seiner 
Bezugssysteme. Weiter gelte in G die Desargues-Bedingung des Typs (l). a) Dann 
gilt in G sogar die Desargues-Bedingung des Typs (2). b) Die unäre Operation a4 

der Koordinatenalgebra bezüglich (O, 1, 2, 3) ist ein Automorphismus der Gruppe 
(M, +), wo M := OV1\{Vl}, + := +3 , genau dann, wenn in G die Desargues-
Bedingung des Typs (2) gilt. 

Beweis. Es sei also G das Gewebe, welches die Voraussetzungen des Lehrsatzes 
befriedigt, a) Überdies gelte in G die Desargues-Bedingung des Typs (1). Dann gilt 
nach Lehrsatz 6 in G1>23 und G1>2>4 die Reidemeister-Bedingung. Aus der Geltung 
der Reidemeister-Bedingung in G 1 2 3 und Gt 14 und der Desargues-Bedingung des 
Typs (2, OV2) in G folgt dann nach Lehrsatz 7 auch die Gültigkeit der Desargues-
Bedingung des Typs (2) in G. b) Es gelte in G außer den Voraussetzungen des Lehr
satzes noch die Desargues-Bedingung des Typs (1). Wegen Lehrsätzen 9 — 10 ist 
dann die binäre Operation + := + 3 der Koordinatenalgebra bezüglich (0,1, 2, 3) 
eine Gruppenoperation, die mit + 4 zusammenfallt und a4 ein Automorphismus 
der Gruppe (M, +), genau dann, wenn in G die Desargues-Bedingung des Typs 
(2, OV2) gilt, was aber nach Lehrsatz IIa) sogar mit der Geltung der Desargues-
Bedingung des Typs (2) in G äquivalent ist. 

Satz 3. Es sei G ein Gewebe des Grades i_4 und (0, a, ß, y) eines seiner Bezugs
systeme. In G gelte weiter die Desargues-Bedingung des Typs (a), so daß also in 
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der Koordinatenalgebra bezüglich (0, a, ß, y) eine Gruppenoperation ist, welche 
für jedes iel\{<x, ß) mit + t zusammenfällt. Dann gilt in G die Desargues-Bedin-
gung des Typs\ß) genau dann, wenn für jedes teI \{a,/?} die Operation at ein 
Automorphismus der Gruppe (0Va\ {VJ, +y) ist. 

Beweis. Folgt nach Verwendung des Lehrsatzes 11 auf jedes Ga/M, ceI\{oc, ß) 
und der Folgerung des Satzes 1. • 

Lehrsatz 12. Es sei G ein Gewebe mit I = {I, 2, 3, 4} und (0 ,1 , 2, 3) eines seiner 
Bezugssysteme. Weiter gelte in G die Desargues-Bedingung des Typs (l) und (2). 
Dann gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (3, 0V3), genau wenn die Gruppe 
(M, +) abelsch ist, wobei sich die Bezeichnung M := OVi\{Vi}, + := + 3 auf 
die Koordinatenalgebra bezüglich (0, 1, 2, 3) bezieht. 

Д - 0 

C^CV^ÂV* 

B':(b,by 

Abb. 18., 

Beweis (Abb. 18). Bei gegebenen Voraussetzungen ist + eine Gruppenoperation 
und cr4 ist ein Automorphismus der Gruppe (M, +). Untersuchen wir also will
kürliche Elemente a,beM. Die Punkte A := a, B := O, C := (aa4~\ df, A! : = 
:= (b, b + af, B' := (b, bf, C := CtV3 Fl A'XV2 = (c, b + af erfüllen die 
Voraussetzungen der Desargues-Bedingung des Typs (3) in G mit der Einschränkung 
.0=0 und B', C\ Vgilt genau dann, wenn b + a = c°4 — ba4 + b, was mit b + a = 
=- c — fl^ 4. a u n ( i Weiter mit c — b + aa4 äquivalent ist. Mit Verwendung 
der Eigenschaft, daß <r4 ein Automorphismus der Gruppe (M, +) ist, kann man die 
letzte Gleichung als c°4 = ba4 + a schreiben. Nach. Einsetzen in die erste Gleichung 
bekommt man b + a = ba4 + a + (-baA + b) und weiter a = (-b + b'4) + a + 
+ (--ba4 + fc). Umgekehrt folgen aus dieser Gleichung mit c := b + a*4~ die 
Gleichungen 6 + a =-=. c

aA — 6*4 + & = c - Ö*4"1 + a. Nun setzen wir d := - 6 + 
+ b*4

9 d. h. b + d =s fe*4; umgekehrt gibt es zu jedem deM genau ein 6 e M mit 
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b + d = b°4 nach der Eigenschaft (ii) aus der Definition der zulässigen Algebra. 
Also kann man a = ( — b + bffA) + a + ( — baA + b) \fa,b eM äquivalent als a = 
= d + a — d Va, d e M schreiben. Da nach dem Lehrsatz 5 in G die Desargues-
Bedingung des Typs (3) mit Begrenzung der B = O mit der Desargues-Bedingung 
des Typs (3, OV3) äquivalent ist, ist der Beweis beendet. • 

Bemerkung. Der Lehrsatz 7 kann auch folgendermaßen modifiziert werden: Es sei G 
ein Gewebe mit I = {1,2,3,4}, welches die Desargues-Bedingung des Typs (l) 
und (2) erfüllt. Gilt in 6 darüber hinaus noch die Desargues-Bedingung des Typs 
(3, g0) für eine 3-Gerade g0, dann gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (3). 
Der Lehrsatz 12 gilt also auch, indem man die Desargues-Bedingung des Typs 
(3, OV3) durch die Desargues-Bedingung des Typs (3) ersetzt. 

Satz 4. Es sei G ein Gewebe des Grades — 4, (O, a, ß, y) eines seiner Bezugssysteme 
und es gelte in G die Desargues-Bedingung des Typs (a) und (/?), so daß also die 
binäre Operation +y der Koordinatenalgebra bezüglich (O, a, ß, y) eine Gruppen
operation ist, die für jedes teI\{oc,ß) mit + t zusammenfällt. Die Operation + y 

ist überdies genau dann kommutativ, wenn in G die Desargues-Bedingung des 
Typs (a, ß, ö, y, OV3) für wenigstens ein ö el\ {a, ß, y] gilt, bzw. wenn in G die 
Desargues-Bedingung des Typs (y) gilt. 

X*(Ь, Ьѓu a\ 

A-a 

C^AYpCK 

C = (й,й)г 

Abb. 19. 

BeO 

Beweis. Wir verwenden den Lehrsatz 12 und die Bemerkung hinter dem Lehrsatz 
12 auf jedes Gaßtyl, iel\{<x, ß,y] mit Hilfe der Folgerung des Satzes 1 und der 
Lehrsätze 6—7. • 
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Bemerkung. Einen Teil des Satzes 4 bildet die folgende Behauptung, welche wir 
wegen ihrer rein geometrischen Gestalt getrennt aussprechen: Es sei G ein Gewebe 
des Grades ^ 4 t m d a, ß, y voneinander verschiedene Indexe. Gilt in G die Desargues-
Bedingung des Typs (a), des Typs (ß) und des Typs (a, ß, ö, y) für ein ö e I \ {a, ß, y}, 
dann gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (y). 

Lehrsatz 13. Es sei G ein Gewebe mit I = {1, 2, 3, 4} und (O, 1, 2, 3) eines seiner 
Bezugssysteme. Weiter gelte in G die Desargues-Bedingung des Typs (1) und 
(3, OV3). Dann gilt in G genau dann die Desargues-Bedingung des Typs (4, 0V4), 
wenn für die Operationen + := + 3 und a4 der Koordinatenalgebra bezüglich 
(0, 1, 2, 3) die Gleichung baA + a = b + a - b + baA Va, beM gilt. 

Beweis (Abb. 19). Untersuchen wir beliebige Elemente a, b e M := OV± \ { V J . 
Die Punkte A:= a, B := 0, C := (a, af, Ä := (b, baA + af, B' := (b, ba% 
C := (c, baA + a)ß = ÄV2 \~\ CV4 erfüllen die Voraussetzungen der Desargues-
Bedingung des Typs (4) in G mit der Begrenzung B = O. Der Schluß B', C, V2 

dieser Desargues-Bedingung ist mit baA + a = c — b + baA = caA — aaA + a äqui
valent. Die Gleichung baA + a = caA - aaA + a kann zu baA = caA - aaA und weiter 
zu baA + aaA = caA, b + a = c vereinfacht werden. Aus baA + a = b + a + baA 

folgt umgekehrt baA + a = caA - a°A + a, wobei c := b + a gesetzt ist. Hieraus 
und vom Lehrsatz 5 ist die weitere Beweisführung klar. • 

Folgerung, a) Ist in den Voraussetzungen des Lehrsatzes 13 die Operation + 
sogar kommutativ, dann gilt baA + a = b + a — b + baA Va, b EM. b) Wenn 
neben den Voraussetzungen des Lehrsatzes 13 noch die Desargues-Bedingung 
des Typs (3, ÖV3) in G gilt, dann gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs 
(4, OV3). c) Ist G ein Gewebe mit I = {1, 2, 3, 4}, in welchem die Desargues-Bedin
gung des Typs (1), (2) und (3) gilt, dann gilt in G die Desargues-Bedingung des 
Typs (4). 

Beweis einfach. 

Lehrsatz 14. Es sei G ein Gewebe des Grades =4, (O, a, ß, y) eines seiner Bezugs
systeme und Q, a, t Indexe, die voneinander und von a, ß verschieden sind. Weiter 
gelte in G die Desargues-Bedingung des Typs (a) und (ß). Dann gilt in G genau 
dann die Desargues-Bedingung des Typs (a, ß, Q, T, OVT), wenn in der Koordina
tenalgebra bezüglich (0, a, ß, y)für die unären Operationen aQ, ax und für die binäre 
Operation + := +y die Gleichung bax + a = bap + a - ba« + bax V a , & e M : = 
:« OVa\{VJ gilt. 

Beweis (Abb. 20). Untersuchen wir beliebige Punkte a,beM. Die Punkte 
A:=a, B:=0, C :~(aa°~\ af, Ä := (b,bax + af, Bf:=(b,ba% C : = 
: = (c, bax + a)ß erfüllen die Voraussetzungen der Desargues-Bedingung des Typs (x) 
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in G mit Einschränkung B = O. Der Schluß Bf, C, VQ dieser Desargues-Bedingung 
gilt genau dann, wenn Vx + a = cff* - b^ + Vx = b"T - aaQ~x*x + a. Wie beim 
Beweis des Lehrsatzes 13 überführen wir die Gleichung Vx + a = c** — affe ffT + a 

schrittweise auf die Gestalt V b'x + à ffQ
 lCt = c"x, b + a9*~ = c. 

Nach Einsetzen in die Gleichung VQ + a = cffe - 6** + bfft bekommen wir Vx + 
+ fl = V9 + a - bffe + Vx. Umgekehrt folgt hieraus mit c := b + aa«~l die ur
sprüngliche Gleichung Vx + a = c*70 — b*0 + bffi:. Mit Rücksicht auf den Lehrsatz 5 
ist die weitere Beweisführung klar. • 

A'-(b(íNaJ C'=ÁV8nCVT 

B-0 Abb. 20. 

Folgerung, a) Ist in den Voraussetzungen des Lehrsatzes 14 die Operation + 
kommutativ, dann gilt Vx + a = Ve + a - ft*« + bff* Va, J e M . b ) £5 gc/lcn die 
Voraussetzungen des Lehrsatzes 14 und darüber hinaus noch die Desargues-Be
dingung des Typs (a, ß, S, y) in G für ein 5 ei\ {a, ß, y}. Dann gilt in G auch die 
Desargues-Bedingung des Typs (ö) für jedes S el\{a, ß, y}. 

Beweis. Für a) klar, für b) folgt aus der Bemerkung nach dem Satz 4, aus dem 
Lehrsatz 14 und aus der Folgerung des Satzes 1. • 

In den Schlußbetrachtungen führen wir noch einige Ergänzungen durch, in denen 
die sog. Diagonalbedingung auftritt (Abb. 21): Es sei G ein Gewebe des Grades ^ 4 
und es seien a, ß, y, ö Indexe, so daß a, ß, y voneinander verschieden sind und 
ö e I \ {a, ß}. Unter der Diagonalbedingung in 6 verstehen wir dann die Implikation 
der Gestalt (VA, B, C, P e 0>w) (A, B, Vß&C, D,Vß&A, D, Va&B~CVa& 

&ÄTcjf~y=*B9D,Vö). 
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Lehrsatz 15. Es sei G ein Gewebe des Grades = 4 und (O, a, ß, y) eines seiner 
Bezugssysteme. Weiter gelte für die Koordinatenalgebra bezüglich (O, a, ß, y), 
daß + := +y etne Gruppenoperation ist, welche mit sämtlichen +l9 iel\{<x,ß}y 

zusammenfällt. Dann gibt es ein öel\{<x,ß} mit xaö + x = O \/x<=M: = 
:= OVa\ {Va} genau dann, wenn in G die Diagonalbedingung des Typs(a, ß, y, ö) 
mit der Begrenzung A = 0 gilt. 

D*(Otuf ß C*(u,uf 
fr 

/A-O fi B*(utor 

Abb. 22. 

D = (a,Ъf ß C*(Ъ,ЪЃ 

A*(ataf ß B=(btaf 
Abb. 23. 

Beweis (Abb. 22). Für jedes ueM setzen wir 

A:=0, B:=(u,oy, C:=(u,w)\ D := (O, uf . 

Diese Punkte erfüllen die Voraussetzungen der Diagonalbedingung des Typs 
(a, ß, y, ö) in G mit Einschränkung A = O und ihr Schluß B, D, Vö gilt genau dann, 
wenn O = uüö + u gilt. Daraus folgt schon der Rest des Beweises. • 

Lehrsatz 16. Es sei G ein Gewebe, welches dieselbe Voraussetzungen erfüllt wie 
im Lehrsatz 15. Dann gibt es ein S e / \ { a , ß} mit xa& + x = O Vx GM := ö ^ \ 
\{Va} und + ist kommutativ genau dann, wenn in G die Diagonalbedingung des 
Typs (a, ß, y, S) mit der Begrenzung A e OVy erfüllt ist. 
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Beweis (Abb. 23). Untersuchen wir beliebige Elemente a,beM. Die Punkte 
A := (a, af, B := (b, af, C := (b, bf, D := (a, bf erfüllen die Voraussetzungen 
der Diagonalbedingung des Typs (x,ß,y,d) in G mit der Begrenzung AeOVyt 

Ihr Schluß B, D, Vö gilt genau dann, wenn b = a*6 4- u, a = baö + u für ein u e Af 
gilt. Für a = O bekommt man b°ö + b = O und beide Gleichungen lauten dann 
a + b = u = b + a, woraus schon der Rest des Beweises folgt. • 

Folgerung. Es sei G ein Gewebe des Grades _ 4 , (O, oc, ß, y) eines seiner Bezugs
systeme und S ei\{ot, ß}. Weiter gelte in G die Desargues-Bedingung des Typs (ot) 
und (ß). Dann gilt in G die Desargues-Bedingung des Typs (oc, ß, y, ö) mit der Ein
schränkung AeOVy genau dann, wenn in G die Diagonalbedingung des Typs 
(a, ß, y, ö) mit der Einschränkung A = 0 zusammen mit der Desargues-Bedingung 
des Typs (a, ß, y, ö, OVy) gilt. 

Beweis. Folgt aus den Lehrsätzen 16, 15 und Satz 4. • 
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