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Casopis pro pes to van i mat em at iky, rod. 111(1986), Praha 

SUR LES BLOCS DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES 
DU DEUXIEME ORDRE ET LEURS TRANSFORMATIONS 

OTAKAR BORUVKA, Brno 

Hommage a mon cher ami M. Jaroslav Kurzweil pour son 60e anniversaire 

(Regu le 10 Juin 1985) 

1. I N T R O D U C T I O N 

Nous considerons les equations differentiates ordinaires lineaires du deuxieme 
ordre de la forme jacobienne 

P y" = P{t) y , 

aux porteurs continus dans l'intervalle R = (—00,00): PeC°. Nous supposons 
ces equations oscillatoires et done jouissant de la propriete que leurs integrales 
admettent infiniment beacoup de zeros qui s'accumulent vers les deux extremites 
de R. Nous designons par M l'ensemble {P}. 

Les equations considerees etant oscillatoires, elles sont transformables les unes 
dans les autres. Les transformateurs qui realisent ces transformations sont les fonc
tions-phases, e'est-a-dire les applications 3-diffeomorphes de Pintervalle R sur 
lui-meme. L'ensemble des fonctions-phases, muni de la loi de multiplication definie 
par composition de fonctions, est le groupe ©, appele le groupe des phases. On 
a etudie a plusieurs occasions la structure algebrique interne du groupe ©, en rela
tion avec les transformations des equations considerees [2] —[8], [10], [11]. 

Or, notre probleme actuel est precisement de ce genre dont nous venons de parler. 
Considerons une equation P e M. II lui correspond le groupe des dispersions, 

93p (cz©), forme, rappelons-le, des transformateurs de l'equation P dans elle-meme. 
Le groupe 33P engendre deux decompositions sur ©, la decomposition en classes 
a droite, AP, et celle en classes a gauche, BP. Nous designons par UP et FP le plus 
petit recouvrement et le plus grand raffinement de ces decompositions: UP = 
= \APi Bp], VP = (AP, Bp) [1] p. 30. Etant donne un element u eUP nous entendons 
sous le bloc associe a u l'ensemble Au a M consistant en equations qui sont les trans-
formees de l'equation P par les transformateurs-elements de u. 

Cela etant precise, notre probleme consiste en etude des proprietes des blocs 
en question. Nous allons montrer en particulier que chaque bloc Aa est ferme et 
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complet par rapport aux transformations de ses elements, realisees par les dispersions 
de I'equation P. L'ensemble {Aa} Vw e UP est une decomposition de M, covariante 
par rapport aux transformations de I'equation P par les fonctions phases. 

Le groupe © represente evidemment un domaine d'operateurs de l'ensemble M, 
dont les elements agissent aux equations considerees en transformateurs. Or, en 
tenant compte des relations existant entre les equations en question et leurs transfor
mateurs (v. 1.1 — 3), on trouve facilement que le groupe (5 opere dans M [9]. De plus, 
chaque equation P e M etant transformable dans toute equation Q e M, le groupe (£> 
opere dans M transitivement et done l'etre (M, (5) est un espace homogene. La theorie 
que nous allons developper est au fond une etude des proprietes de cet espace 
homogene (M, (5). 

2. GENERALITES 

Dans le but de faciliter la lecture de cet article, nous commengons par completer 
les indications precedentes. 

1. T r a n s f o r m a t e u r s . On sait que, toute equation P e M p e u t etre transformee 
dans toute equation Q e M. Cela veut dire qu'il existe de fonctions-phases, a e ®. 
changeant chaque integrale de P, yyx), dans une integrale de Q, Yyt), suivant la 
formule 

Y[i) = ———- y{a{t)) Vr e R (0 4= c = const) . 
VKOI 

Ces fonctions a s'appelent transformateurs de I'equation P dans Q. Nous ecrivons 
par occasion P — a-> Q ou bien Q = Pa. 

Les transformateurs en question obeissent, rappelons-le, aux regies suivantes: 

Pour P,Q,REM on a 

1. P - id-> P; 

2. P - a - > Q=>Q - a - 1 - * P ( aa - 1 = a _ 1 a = id (e ©)); 

3. P - a - > Q, Q -J8-* R => P -aj8-> R. 

2. Tout transformateur de I'equation P dans Q, a, verifie I'equation de Kummer 

{PQ) ~{X, t} + PX). Z ,2(r) = Q(t) Vr e R , 

et, inversement, toute fonction-phase, a, satisfaisant a I'equation (PQ) transforme 
I'equation P dans Q. 

Nous designons I[P, Q] l'ensemble des transformateurs de I'equation P dans Q. 
On a, manifestement, 

(i) i[p,e] = i+[p,e]ui-[p,Q] 
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les ensembles (non vides) I + [P , Q\ et I~[P, Q] consistant en integrales de I'equation 
(PQ) qui vont constamment en croissant et constamment en decroissant, respecti-
vement. 

Les regies 1.1 — 3 entrainent: 
Pour P,Q,ReMon a 

1. ide=I[P,P]; 

2. a e I [ P , Q]=>*-1eI[Q,P']; 

3. a e I[P, G], /J e I[<2, P ] => a£ e I[P, P ] . 

Subsistent, manifestement, pour d'arbitraires elements P e M, a e © les formules 
suivantes: 

P* = _ { a , •} + Pva). a'2 ; P = - { a " 1 , •} + Pa(a_1) . a"1 '2 . 

3. Dispers ions . On appelle dispersions de I'equation P e M l e s transformateurs 
de I'equation P dans elle-meme. Nous avons deja rappele que ces fonctions forment 
le groupe des disperisons de I'equation P, 23P C^®)- H e s t digne de remarque que 
le groupe ©P est a trois parametres [2]. 

Les dispersions de P verifient, evidemment, I'equation de Kummer (PP). Subsiste 
done une relation telle que (1), 

(2) 93P = 8 + u B~ ; 

ici l'ensemble des dispersions constamment croissantes, 33P, forme un sous-groupe 
distingue de 93P, tandis que l'ensemble des dispersions constamment decroissantes, 
Bp ( c 33p), forme l'autre classe du grupe-quotient 93P/23P . 

Le groupe 93P jouit de la remarquable propriete que son centre, (£P, appele par 
occasion le centre de P, est un groupe monogene infini. Plus exactement, (£P consiste 
en dispersions centrales de P, cpn (n = 0, + 1, . . . ) , e'est-a-dire en transformateurs 
changeant chaque integrate de P, y, dans elle-meme (si n est paire) ou dans — y (si n 
est impaire): y((pn)IJ(p'n = ( - l ) n y. 

L'intersection des groupes des dispersions des equations P, Q e M, ^PQ = 33p n 
n ©G, peut etre exprimee, manifestement, par la formule 

(3) ^ = ( S ; n i B a > ( B ; n B s - ) . 

L'intersection ^8PQ est dite de la premiere ou de la seconde espece suivant que Bp n 
r\ BQ = 0 OU bien Bp n BQ 4= 0. 

4. Les d e c o m p o s i t i o n s ^ , BP. Le groupe 23P engendre les deux decompositions 
sur ©: la decomposition en classes k droite, AP, et celle en classes a gauche, BP, 
et Ton a 

AP = {33Pa} Va e © , P P = {a»P} Va e © . 

Subsistent, manifestement, les formules 

a e AP => a~ e BP , B e BP=> b~ e AP 
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•<*.p —' Dp , Jjp — " - P 9 

ou a~ par exemple designe l'ensemble {a - 1} Va e a. 
En se servant des propositions 2.2 — 3 on trouve: 

1. Pour P e M, a e ©, on a 

93Pa = I[P, P*] , a93P = I [ P X ~ \ P ] . 

2. Powr P, Q G M, a G I[P, g ] on a 

I[P, Q] = 93Pa = a93Q . 

Finalement, nous allons demontrer la proposition suivante: 

3. Pour P, Q G M, T G ©, on a 

i [ p r , e T ] = t - i i [ p , G ] T . 

Demons t r a t i on . Soit a e I[P, Q]. On a, d'apres 2, I[P, g ] = 93Pa. De meme, 
la relation T G I [ P , PT] entraine I[P, PT] = 93PT = T93P„ d'ou 23pt: = T _ 1 93 P T. 

D'autre part, les formules PT — T _ 1 - > P — a-> Q — T-> QT donnent T _ 1 a t e 
G I[PT, gT]. II en resulte 

5. Les decompos i t i ons UP, VP. Nous designons UP et VP le plus petit recouvre-
ment et le plus grand raffinement des decompositions AP, BP, respectivement. 

On sait que, tout element UeUP est la reunion de certaines classes a e AP et, en 
meme temps, la reunion de certaines classes B e BP, u = ua = u 5, et Ton a a n B 4= 
4= 0 pour a, 5 c U. Nous appelons bandes adjointes a P, plus simplement bandes, 
les elements u e UP. 

Subsiste, rappelons-le, la proposition suivante [1] p. 163: 

1. Pour tie UP, oceu on a u = 93Pa93P; inversement, les donnees a e ( 8 , u = 
= 33Pa33P entrainent u e UP, aeu. 

En ce qui concerne la decomposition VP, tout element v eVP est l'intersection non 
vide d'une classe a e AP et d'une classe B e BP: v = a n B; et inversement. 

Nous allons terminer ces indications au sujet de fondements de nos recherches 
par la proposition suivante, facile a demontrer: 

2. On a 
Up = Up, Vp =VP. 

3. DECOMPOSITIONS EN BLOCS DE L'ENSEMBLE M 

6. Blocs a d ro i te et blocs a gauche. Considerons une equation P e M (equa
tion de base). 
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Soit u e UP. Nous savons que u figure en reunion de certaines classes de la decom
position AP dont chacune, a, consiste en transformateurs de P dans une equation 
Ae M. Nous ecrivons A = Pa et nous avons, d'apres 4.1, Pa = P* Va e a. 

Nous appelons fc/oc a droite associe a u, plus simplemenet fo/oc a droite, l'ensemble 
AQ = {P5} Va e u n f̂p. On a naturellement ^ s c M 

Cette definition entraine les formules suivantes: 

1. AeAa=> I[P, A] c u; Ae M, I[P, i ] c « = » A e 4 

Des raisonnements analogues conduisent a la notion de blocs a gauche. La bande 
u eUP etant la reunion de certaines classes de la decomposition BP, il lui correspond 
l'ensemble Bu = {PB~} V5eu fl Bp: ici PB designe Y equation B e M determinee 
par B = PB = > ^ " 1 V J 8 G 5 . 

Nous appelons bloc a gauche associe a u, plus simplement bloc a gauche, l'ensemble 
BQ(cM) et nous avons evidemment les formules: 

2. B e Ba => I[B, P] c u; BeM, l[B, P] c= u => B G Ba. 

7. Re la t ions en t re les blocs a d ro i t e et les blocs a gauche. Les blocs en 
question, associes aux elements de Up, remplissent les relations suivantes: 

1. Pour u e Up on a 

AQ = Ba- , Ba — Au- . 

D e m o n s t r a t i o n . Soit AeAa. Cette relation entraine A = Pa, a e AP [~1 u. Or, 
on a manifestement (5 = ) a~ e BP\~\ u~ et done (B = ) Ph~ e Bu~. D'autre part, la 
relation E~ = a entraine B = A et done AeBa~. Conclusion: AQ <= Ba-.On trouve 
de meme: Ba- c Aa. D 

8. Decompos i t i on en blocs de l ' ensemble M. Soit AP l'ensemble forme des 
blocs a droite associes aux differents elements u e VP: 

AP = {Aa} We UP. 

1. 4/* esf wne decomposition de Vensemble M. 
Demonstration. Nous avons a montrer que les propositions suivantes soient 

vraies: 

a. Ae M => Ae Aa pour une convenable bande u eUP; 

b. ul9 u2 e Up, u1 4= u2 => ̂  n ^(fi2 = 0. 

Ad a. Nous avons, d'apres 6.1, u •=> I[P, i ] = > A e AQ. 
Ad b. [7P etant une decomposition sur (5, l'hypothese ul9 u2 e UP, t7x #= w2 

entraine i^ n w2 = $• D'autre part, s'il existait une equation AeAQin AQz on aurait, 
d'apres 6.1, I[P, A] c: ut n u2 4= 0, ce qui est absurde. • 

Nous appelons decomposition en blocs a droite par rapport a Vequation P la 
decomposition de l'ensemble M, AP. Remarquons que, cette decomposition AP est 
bien determinee par la seule equation P. 
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Des raisonnements analogues menent a la notion de decomposition en blocs 
a gauche par rapport a Vequation P de Yensemble M: 

BP = {Ba} We Up. 

Inutile de dire que, la decomposition BP est encore bien determinee par la seule 
equation P. 

Les propositions 7.1 et 5.2 montrent que les deux decompositions AP et BP coin
cident: 

AP = BP . 

La decomposition de l'ensemble M, MP, definie de deux manieres differentes, 
AP = MP = BP, prend le nom de decomposition en blocs par raport a Vequation P 
et ses elements s'appelent blocs adjoints a Vequation P, simplement blocs. Dans la 
suite nous employons la definition MP = AP et nous continuons a designer par Aa 

les blocs associes aux elements u e UP. Deux blocs tels que AQ, AQ- (u e UP) sont dits 
mutuellement inverses. On a manifestement {P} e MP. 

9\ T r a n s f o r m a t i o n s des decompos i t i ons en blocs . Considerons a present 
deux equations P, Q e M et soit T e © un transformateur de Pequation P dans Q. 
Nous avons done Q = Px et, d'apres 4.2, 33Q

 =
 T _ 193PT. 

1. Pour u e Up on a x~1ux e UQ. 

Demonstration. Soit u e E7P, oceu. On a, d'apres 5.1, u = 93Pa93P. II en resulte 

x'^ux = x~1^BPx(x~iax) T _ 193PT = 95Q(T-1aT) 23Q . 

D'autre part, on a T_1ar e (5 et done, d'apres 5.1, <&Q{X~1OLX) 23Q
 e

 *7Q- • 

Soit 5"": Up -> l/Q, CJ'U = x~1ux. On s'assure sans d'aucune espece de difficulty, 
que <̂~ est une application bijective de UP sur UQ. 

Considerons une bande u e UP et le bloc correspondant Aa et d'autre part la bande 
&~u e UQ et le bloc A^. Designons A\ l'ensemble (cz M) des equations derivees par 
application du transformateur x aux elements de Aa: 

A\ = {AX} VAeAs. 

2. On a Ax
a = A^a. 

Demonstration. Soit A e Aa. Nous avons, d'apres 6.1, I[P, A\ cz u et puis, d'apres 
4.3, 

I [g , ^T] = T " 1 I[P, i ] i c T_1MT = <Tu (e UQ) . 

II en resulte, d'apres 6.1, >\T e ^ ^ et done A\ cz ^ - . 
Si Ton applique ce resultat dans le sens inverse (en remplagant x par x~l) on obtient 

Ax^-U cz Au, et cela entraine Ag-Q <= A\. D 
Nous resumons les resultats obtenus dans le 
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Th6or&me. Toute equation P eM determine univoquement la decomposition de 
Vensemble M, MP9 consistant en blocs adjoints a P. La decomposition MP est co-
variante par rapport aux transformations de Vequation P realisees par les fonctions-
phases. 

4. PROPRIETES DES BLOCS 

Les raisonnements qui vont suivre sont consacres a l'etude des proprietes des 
blocs consideres. On peut dire, en general, que les equations-elements d'un bloc 
jouissent de proprietes qui sont communes a toutes equations du bloc et se trouvent 
liees, d'une certaine fagon, a l'equation de base. 

Soit PeM. En tant que nous parlons, dans la suite, de blocs, de decompositions 
en blocs, de classes a droite, etc., nous avons en vue, sauf d'avis contraire, des 
notions rapportees a l'equation P. 

10. Equa t ions equivalentes . Nous appelons equivalentespar rapport a Vequa
tion P, plus simplement equivalentes, deux equations Al9A2eM situees dans le 
meme bloc; nous ecrivons At ~ A2(P) ou A2 ~ AX(P), plus simplement: A1 ~ A2 

ou A2 ~ Ax; 

1. On a AY ~ A2 precisement dans le cas, s'il existe une equation B e Mverifiant 
les relations 

(4) l[B, P ] n I[P, A,] * 0 * I[B, P] n I[P, A2] . 

Demons t r a t i on , a. Soit Ax ~ A2. II existe, par consequent, l'element UeUP 

tel que I[P, A^\, I[P, ^42] <= u. D'autre part, la relation B e Bn entraine, d'apres 
6.2, I[£, P] cz M. Or, les classes I[£, P] e BP, I[P, A^\ e AP, I[P, A2~] e AP etant 
parties de la meme bande u, les relations (4) sont vraies. 

b. Soit B e Mune equation satisfaisant a (4). Ces relations entrainent que les classes 
I[B, P] e BP, I[P, At] e AP font parties d'une bande u1 e UP: I[£, P ] , I[P, Ax] c 
c ut; de meme I[£, P] , I[P, ^42] ^ "2 e ^p- U e n resulte u1 = i/2( = w); I[P, ^4i], 
I[P, ,42] c u e t done, d'apres 3.1, A± ~ A2. D 

Nous appelons transformateur dispersionnel tout transformateur-element du 
groupe ©P. 

2. Tow ê equation At e Aa se change par un transformateur dispersionnel dans 
une equation equivalente A2 e Aa. Toute equation Ax e Aa peut etre transformee 
dans n'importe quelle equation equivalente A2 e Aa par de dispersions de P. 

Demons t r a t i on , a. Soient AxeAa, £ e 23P. Choisissons a t e I[P, i j ] c «; 
nous avons done o^Sp cz u. En posant a2 = a^ , A2 = A\, nous avons a2 e u, 
P —oc1-^ At —^ A2 et ces formules donnent A2 e Aa. 

b. Soit At ~ A2. Nous savons qu'il existe une equation B e M e t de fonctions-
phases ax e I[B, P] n I[P, y4x], a2 e I[B, P] n I[P, A2\ Subsistent, par consequent, les 
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formules B — o^-* P —a^ Au B — a2-> P —a2-> A2 et done P — a^"1-* B — a2-> P, 
^1 ~a]" 1 -* P — a2-» A2 II en resulte 0L^la2 e 23P n I[y4t, ^42]. D 

Les resultats que nous venons de demontrer se trouvent resumes dans le 

Theoreme. Tout bloc adjoint a Vequation P, Aa, est ferme et complet par rapport 
aux transformations de ses elements realisees par les dispersions de Vequation P. 

Corollaire. (AQ, 23P) est un espace homogene. 

3. Subsiste, pour d* arbitr aires equations A1 ~ A2 et chaque transformateur 
dispersionnel de Vequation Ax dans A2i £ la formule 

(5) (®i.n» i l l)f = C(»,n® i tJ. 

Demonstration. L'hypothese ( e S P n l[Au A2~] entraine, manifestement, 93P = 
= 95PC = C»P et, d'apres 4.2, I[Al9 A2] = &Al£ = f S ^ . H en resulte 

® P n l[Al9 A2] = ®PC n S^C = C®P n C2^2 

et Ton trouve la formule (5). [1], p. 156. 
Remarquons que, chacun des deux membres de la formule (5) met en evidence 

I'ensemble forme de tous transformateurs dispersionnels de l'equation A1 dans A2. 

11. In t e r sec t ions du g roupe 93P avec les groupes des d i spe r s ions des 
equa t ions equivalentes . Nous designons par occasion par un symbole tel que 
WAUI

 l e groupe-intersection des groupes SBAl et 93^2: tyAlA2 = 93Al n 93^2. 

1. Pour A1 ~ A2 on a card (93P n ©Al) = card (93P n 95^). 

Demonstration resulte immediatement de 10.3 

2. Powr Ax ~ A2 les intersections 33P n fBAl et 23P n 33^2 sont de la meme espece. 

D e m o n s t r a t i o n . Considerons les equations A1 ~ A2 et un transformateur dis
persionnel de l'equation A± dans A2, £. Nous avons done une formule telle que (5). 
Supposons, en premier lieu, que tyPAl soit de la premiere espece et done tyPAl <=• 23P. 
Dans ce cas tous elements de I'ensemble tyPAlC vont constamment en croissant ou 
constamment en decroissant suivant que la fonction f jouit de la propriete corres-
pondante. D'apres la formule (5) les elements de I'ensemble CVPA2 jouissent de la 
meme propriete et done Pintersection tyPA2 est encore de la premiere espece. La deu-
xieme partie de la demonstration s'effectue d'une maniere analogue. • 

12. Blocs de la p remiere et de la seconde espece. Nous disons que le bloc Aa 

est de la premiere ou de la seconde espece suivant que les intersections du groupe 25P 

par les groupes des dispersions des elements de Aa resultent de la premiere ou de la 
seconde espece, respectivement. 

Tout bloc de la premiere espece, ASl, jouit de la propriete que les transformateurs 
dispersionnels de toute equation Ax e AUl dans une equation donnee A2eAQl vont 
tous constamment en croissant ou constamment en decroissant. Tout bloc de la 
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seconde espece, Aa2, se manifeste par ceci que, toute equation Ax e AQl peut etre 
transformee dans une equation donnee A2 e AQl soit par de transformateurs qui 
vont constamment en croissant soit par de transformateurs constamment decroissants. 

Considerons, a present, le bloc de la premiere espece AQ. On se rend compte faci-
lement que, Aa consiste en deux classes disjointes et non vides, A\ et A%, caracterisees 
par les proprietes suivantes: Si les equations Ai9 A2 sont placees dans la meme 
classe A\ OU A\, tous transformateurs dispersionnels de l'equation Ax dans A2 

vont constamment en croissant, tandis que dans le cas A1eA*i, A2eA\ ils vont 
toujours en decroissant. Nous appelons demi-blocs de Aa les classes en question. 
Nous avons, d'apres la definition meme: 4) # 0 =t= A%, Aa = A\ u A\, A\ n 
n A\ = 0. 

Nous appelons positivement equivalentes par rapport a Vequation P, plus simple-
ment positivement equivalentes, deux equations Au A2e M placees dans le meme 
demi-bloc ou bien dans le meme bloc de la seconde espece; nous ecrivons Ax « A2(P) 
ou A2 « ^i(P), plus simplement Ax « A2 ou A2 & At. Dans ce cas Ax « A2 et 
dans ce cas seulement, les equations Al9 A2 peuvent etre transformees Tune dans 
l'autre par de transformateurs dispersionnels constamment croissants. 

1. At « A2(P) => (£P n <8Al = <£Pn 93^2. 

D e m o n s t r a t i o n . Soit q> e dP n 9SAr La fonction cp (e (£F) etant echangeable 
avec toute dispersion Ce 53p, on a >̂ = C~ VC- Or, la relation Ax « A2(P) entraine 
l'existence d'un transformateur constamment croissant de l'equation Ax dans A2, 
Co e 23p . On a done (p = Co *<PCo e t e n P*us> d'apres (5), (£P n 93^) Co = Co(® * n ®^2)-
II en resulte cp e (£P n 23^ 2 et done (£P n 93Al c: (£P n 23^. On trouve de meme la 
relation 3 . • 

13. P r o c e d e ana ly t ique . Considerons les equations (P +) A± ~ A2 et un 
transformateur dispersionnel de l'equation Ax dans A2, C. Nous avons manifestement 

-{l,t} + p(t;)c\t) = Pit), 

-{c,t} + Al(i:)c'2(t) = A2(t),
 l 6 J 

et ces relations montrent que C verifie l'equation 

(6) (P(X)-A1(X))X'\t) = P(t)-A2(t). 

Par consequent, tout transformateur dispersionnel de l'equation A± dans l'equa
tion equivalente A2 verifie l'equation (6). 

La formule (6) entraine, a son tour, 

1. P - A j + O W G R = > P - i42 4=0 VfeR; 

2. P - A! e C2 => P - A2 € C2. 

Remarquons que, si At = A2, l'ensemble des dispersions CeSSp verifiant l'equa-
tion (6) constitue le groupe 93P n ?&Al. 
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Considerons a present le eas particulier \P — At\ = const > 0, et done At = 
= P + a, 0 + a e R . Dans ce cas, le groupe 33P n 9SAl consiste en droites £(f) = 
= at + c W e R et Vc e C a R, cr = + 1 , etl'on voit que la fonction P verifie l'equa-
tion fonctionnelle P{ot + c) = P(i) pour toutes valeurs t, c en question. L'ensemble 
forme des transformateurs dispersionnels de l'equation Ax dans A2 consiste en 
fonctions ( = 0*CO + c, Co etant un transformateur dispersionnel de l'equation Ax 

dans A2, fixe, choisi a volonte. 
Posons, pour Ae M et t0eR quelconque 

RA,,Jit)= [ ' V l p W - 4^)1 dr W e R ; 

nous ecrivons par occasion, pour simplifier, RA(t). 
On a evidemment RAto(t0) = 0, i^jfo(*) ^ 0 W e R et done, la fonction RA croit. 

De plus, on s'assure facilement qu'il subsiste, pour a e ®, P* = Pa, A* = Aa, f* = 
= a" Vo)? la formule 

(7) ^ v 0 * W = s 8 n a ' • ^ .»oW0) V * e R • 

Cela etant, revenons a nos donnees P, Ax ~ A2, £. La formule (7) donne (v. (6)) 

RAl(£{t)) = a RA2(t) + RAl(C(t0)) V* e R (cr = sgn C) , 

et Ton a par consequent 

3. RAl(R) = RoRA2(R) = R 

et puis, en vertu de 1 et 2, 

4. 2 ^ e © o 1 ^ 2 e (5. 

Envisageons en particulier le cas RAl e (5. Dans ce cas nous avons .R^ > 0 et en 
plus (oe=) RA* e (5, sgn a' = 1. Or, la fonction a transforme les equations P, Au A2 

dans les equations bien determinees P*, A*, A*, respectivement, et Ton a, d'apres 
9.2, At - AJ(P*). D'autre part, la formule (7) entraine RAl*(t) = RAl RA?(t) = t 
W e R et done ( ^ * = ) |P* — >4*j = 1. Nous retrouvons ainsi la situation consi-
deree plus haut. 

13. E q u a t i o n s mutue l l emen t inverses . Les equations Al5 A2e M sont dites 
mutuellement inverses par rapport a Vequation P, plus simplement mutuellement 
inverses, si elles figurent en elements des blocs mutuellement inverses: A1eAa, 
A2 e Aa~. Les resultats precedents fournissent une base appropriee pour I'etude des 
proprietes des equations mutuellement inverses. 
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