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SUR LES BLOCS DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES
DU DEUXIEME ORDRE ET LEURS TRANSFORMATIONS

OTAKAR BorUvkaA, Brno

Hommage a mon cher ami M. Jaroslav Kurzweil pour son 60° anniversaire

(Regu le 10 Juin 1985)

1. INTRODUCTION

Nous considérons les équations différentielles ordinaires linéaires du deuxiéme
ordre de la forme jacobienne

P y'=Pi)y,

aux porteurs continus dans lintervalle R = (—o0, 00): Pe C° Nous supposons
ces équations oscillatoires et donc jouissant de la propriété que leurs intégrales
admettent infiniment beacoup de zéros qui s’accumulent vers les deux extrémités
de R. Nous désignons par M I'ensemble {P}.

Les équations considérées étant oscillatoires, elles sont transformables les unes
dans les autres. Les transformateurs qui réalisent ces transformations sont les fonc-
tions-phases, c’est-a-dire les applications 3-difféomorphes de lintervalle R sur
lui-méme. L’ensemble des fonctions-phases, muni de la loi de multiplication définie
par composition de fonctions, est le groupe ®, appelé le groupe des phases. On
a étudié a plusieurs occasions la structure algébrique interne du groupe ®, en rela-
tion avec les transformations des équations considérées [2]—[8], [10], [11].

Or, notre probléme actuel est précisément de ce genre dont nous venons de parler.

Considérons une équation P e M. Il lui correspond le groupe des dispersions,
B (= 6), formé, rappelons-le, des transformateurs de 'équation P dans elle-méme.
Le groupe B, engendre deux dééompositions sur &, la décomposition en classes
a droite, Ap, et celle en classes & gauche, B,. Nous désignons par Up et Vp le plus
petit recouvrement et le plus grand raffinement de ces décompositions: Up =
= [A4p, Bp], Vp = (Ap, Bp) [1] p. 30. Etant donné un élément & € Up nous entendons
sous le bloc associé a & I'ensemble A, = M consistant en équations qui sont les trans-
formées de ’équation P par les transformateurs-éléments de .

Cela étant précisé, notre probléme consiste en étude des propriétés des blocs
en question. Nous allons montrer en particulier que chaque bloc A4; est fermé et
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complet par rapport aux transformations de ses éléments, réalisées par les dispersions
de P’équation P. L'ensemble {4;} Vi € Up est une décomposition de M, covariante
par rapport aux transformations de ’équation P par les fonctions phases.

Le groupe ® représente évidemment un domaine d’opérateurs de I'ensemble M,
dont les éléments agissent aux équations considérées en transformateurs. Or, en
tenant compte des relations existant entre les équations en question et leurs transfor-
mateurs (v. 1.1—3), on trouve facilement que le groupe ® opére dans M [9]. De plus,
chaque équation P € M étant transformable dans toute équation Q € M, le groupe &
opére dans M transitivement et donc I’étre (M, ®) est un espace homogene. La théorie
que nous allons développer est au fond une étude des propriétés de cet espace
homogene (M, ©).

2. GENERALITES

Dans le but de faciliter la lecture de cet article, nous commengons par compléter
les indications précédentes.

1. Transformateurs. On sait que, toute équation P € M peut &tre transformée
dans toute équation Q € M. Cela veut dire qu’il existe de fonctions-phases, o € ®,
changeant chaque intégrale de P, y(x), dans une intégrale de Q, Y\¢), suivant la
formule

Y1) = S y(t)) YteR (0 % ¢ = const).

VI
Ces fonctions o s’appelent transformateurs de I’équation P dans Q. Nous écrivons
par occasion P —x— Q ou bien Q = P*

Les transformateurs en question obéissent, rappelons-le, aux régles suivantes:
Pour P, Q,Re M on a
1. P —id- P;
22P-0-Q=Q—-ua 5P (' =0ala=id (e ®));
3. P-04-Q, Q—f->R=P —¢f->R.
2. Tout transformateur de I’équation P dans Q, a, vérifie I'équation de Kummer
(PQ) —{X,t} + PX).X"%\t) = Q(t) VieR,

et, inversement, toute fonction-phase, «, satisfaisant a I'équation (PQ) transforme
I'équation P dans Q.
Nous désignons I[P, Q] I'ensemble des transformateurs de I'équation P dans Q.
On a, manifestement,

(1) I[P, Q] =I'[P, Q] U I[P, Q]
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les ensembles (non vides) I*[P, Q] et I"[P, Q] consistant en intégrales de I'équation
(PQ) qui vont constamment en croissant et constamment en décroissant, respecti-
vement.

Les régles 1.1 —3 entrainent:

Pour P,Q,Re M on a

1. ide I[P, P];
2. ael[P,Q]=a"'el[Q,P];
3. ael[P, Q], BeI[Q,R] =« I[P, R].

Subsistent, manifestement, pour d’arbitraires éléments P e M, o € ® les formules
suivantes:

L U R L T R I O I

3. Dispersions. On appelle dispersions de I'équation P € M les transformateurs
de I’équation P dans elle-méme. Nous avons déja rappelé que ces fonctions forment
le groupe des disperisons de I'équation P, B, (<= ®). Il est digne de remarque que
le groupe B, est a trois paramétres [2].

Les dispersions de P vérifient, évidemment, I'équation de Kummer (PP). Subsiste
donc une relation telle que (1),

(2) By =B, U By ;

ici 'ensemble des dispersions constamment croissantes, B, , forme un sous-groupe
distingué de Bp, tandis que ’ensemble des dispersions constamment décroissantes,
B; (=B;), forme I'autre classe du grupe-quotient Bp/Bj .

Le groupe B, jouit de la remarquable propriété que son centre, €,, appelé par
occasion le centre de P, est un groupe monogene infini. Plus exactement, €, consiste
en dispersions centrales de P, ¢, (n = 0, + 1,...), c’est-a-dire en transformateurs
changeant chaque intégrale de P, y, dans elle-méme (si n est paire) ou dans —y (si n
est impaire): y(,)/\/ @, = (—1)" ».

L’intersection des groupes des dispersions des équations P, Qe M, Ppy = Bp N
N By, peut étre exprimée, manifestement, par la formule

(3) Pro = (B7 N Bg) v (By 0 By).

L’intersection Bpp est dite de la premiére ou de la seconde espéce suivant que By N
N By, = 0 ou bien By n By * 0.

4. Les décompositions 4p, Bp. Le groupe B, engendre les deux décompositions
sur ®: la décomposition en classes & droite, 4p, et celle en classes a gauche, Bp,
et'on a

Ap = {Bpa} Vae ®, Bp = {aBp} Vaec 6.

Subsistent, manifestement, les formules
GedAp=>a e€Bp, beBp=>b €4,
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Z; = BP N E; = A-P )
ou a~ par exemple désigne I'ensemble {o¢ ™!} Vo € a.
En se servant des propositions 2.2—3 on trouve:

1. PourPe M, e ®, on a
Bpa = I[P, P], B, =I[P*, P].
2. Pour P,QeM, 0 elI[P,Q]ona
I[P, Q] = Bpa = aB, .
Finalement, nous allons démontrer la proposition suivante:

3. Pour P,QeM,te€®,o0na
I[P, Q7] =t I[P, Q] ~.
Démonstration. Soit € I[P, Q]. On a, d’aprés 2, I[P, Q] = B,x. De méme,
la relation telI[P, P*] entraine I[P, P*] = Bpr = tBp., d’oll Bp. = 17 'Bpr.

D’autre part, les formules P* —1 !> P —a— Q —t— Q° donnent 7 lare
e I['P%, Q7]. 1l en résulte

[P, Q] = v 'Bpar = v Bpr(t ™ tar) = Bp(r o) = I[P, QF]. O

5. Lesdécompositions Up, Vp. Nous désignons U, et V; le plus petit recouvre-
ment et le plus grand raffinement des décompositions Ap, Bp, respectivement.

On sait que, tout élément i € U, est la réunion de certaines classes a € 4, et, en
méme temps, la réunion de certaines classes be Bp,ii = ua = Ub,etl'onaan b +
# 0 pour a, b’ < ii. Nous appelons bandes adjointes a P, plus simplement bandes,
les éléments @ € Up.

Subsiste, rappelons-le, la proposition suivante [1] p. 163:

1. Pour ieUp, acui on a il = BpaBp; inversement, les données ae ®, i1 =
= BpaBp entrainent it € Up, a € il.

En ce qui concerne la décomposition Vjp, tout élément & € Vp est I'intersection non
vide d’une classe @ € A et d’une classe b€ Bp: o = @ N b; et inversement.

Nous allons terminer ces indications au sujet de fondements de nos recherches
par la proposition suivante, facile & démontrer:

2. Ona

Up = UP’ Vp = VP-

3. DECOMPOSITIONS EN BLOCS DE L’ENSEMBLE M

6. Blocs a droite et blocs & gauche. Considérons une équation P € M (équa-
tion de base).
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Soit # € Up. Nous savons que i figure en réunion de certaines classes de la décom-
position 4, dont chacune, @, consiste en transformateurs de P dans une équation
A € M. Nous écrivons A = P? et nous avons, d’aprés 4.1, P* = P*Va e a.

Nous appelons bloc a droite associé a i1, plus simplemenet bloc a droite, 'ensemble
A; ={P"} Va e [ Ap. On a naturellement 4; = M.

Cette définition entraine les formules suivantes:

1. Aed; = I[P, Al cii; Ae M, I[P, A] cu=> Ae A,

Des raisonnements analogues conduisent a la notion de blocs a gauche. La bande
i € Up étant la réunion de certaines classes de la décomposition Bp, il lui correspond
Pensemble B, = {P*"} Vbeii [ B,: ici PP~ désigne 1’ équation B € M déterminée
par B = P> = PP"'Vgeb.

Nous appelons bloc @ gauche associé a i, plus simplement bloc a gauche, 'ensemble
B; (= M) et nous avons évidemment les formules:

2.BeB,=1[B,P]ci; BeM, I[B,P] cii=BeB,

7. Relations entre les blocs a droite et les blocs a gauche. Les blocs en
question, associés aux éléments de Up, remplissent les relations suivantes:

1. Pourie Upon a
A; = B;-, Ba=Aa--

Démonstration. Soit Ae A4;. Cette relation entraine A = P?, de A, [ i. Or,
on a manifestement (b =)a~ € Bp [ &~ et donc (B =) P*” ¢ B,-. D’autre part, la
relation b~ = @ entraine B = A et donc A e B;-. Conclusion: 4; = B;-.On trouve
de méme: B;- < A;. O

8. Décomposition en blocs de I’ensemble M. Soit A, ’ensemble formé des
blocs a droite associés aux différents éléments it € Up:

Ap = {A;} YueU,.

1. Ap est une décomposition de I’ensemble M.

Démonstration. Nous avons & montrer que les propositions suivantes soient
vraies:

a. Ae M = A e A, pour une convenable bande ii € Up;

b. ﬁl’ aze Up, al * l_lz $Aﬁ\1 ﬂAﬁz = 0

Ad a. Nous avons, d’aprés 6.1, i > I[P, 4] = A€ 4,.

Adb. U, étant une décomposition sur &, I'hypothése iy, i, € Up, i, + i,
entraine it; N i, = . D’autre part, s’il existait une équation A € 4; N A;, on aurait,
d’aprés 6.1, I[P, A] < i, N @1, + 0, ce qui est absurde. O

Nous appelons décomposition en blocs a droite par rapport a I'équation P la
décomposition de I’ensemble M, Ap. Remarquons que, cette décomposition A, est
bien déterminée par la seule équation P.
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Des raisonnements analogues ménent 4 la notion de décomposition en blocs
a gauche par rapport a I'équation P de I'ensemble M:

B, = {B;)} VicU,.

Inutile de dire que, la décomposition Bp est encore bien déterminée par la seule
équation P.

Les propositions 7.1 et 5.2 montrent que les deux décompositions Ap et B, coin-
cident:

AP=BP'

La décomposition de I'ensemble M, M,, définie de deux manieéres différentes,
Ap = Mp = Bp, prend le nom de décomposition en blocs par raport a I'équation P
et ses élements s’appelent blocs adjoints @ I’équation P, simplement blocs. Dans la
suite nous employons la définition M, = Ap et nous continuons & désigner par A4;
les blocs associés aux éléments i € Up. Deux blocs tels que A4;, A;- (i1 € Up) sont dits
mutuellement inverses. On a manifestement {P} € M.

9. Transformations des décompositions en blocs. Considérons a présent
deux équations P, Q € M et soit T € ® un transformateur de I’équation P dans Q.
Nous avons donc Q = P%et, d’apres 4.2, B, = v~ 'Bpt.

1. Pour i € Up on a 1~ 'ur € U,,.

Démonstration. Soit it € Up, a €ii. On a, d’aprés 5.1, i = BpaBp. Il en résulte

it = 17 1Bpr(t T ar) T I Bpr = Byt 'ar) By .
D’autre part, on a t~'at € ® et donc, d’aprés 5.1, By(t ™ 'ar) By € Up. O

Soit 7: Up — Uy, it = v~ 'iit. On s’assure sans d’aucune espéce de difficulté,
que J est une application bijective de Up sur U,,.

Considérons une bande i1 € Up et le bloc correspondant A4; et d’autre part la bande
T i € Ug et le bloc A, Désignons A I'ensemble (<= M) des équations dérivées par
application du transformateur 7 aux éléments de A;:

P= (A7) Vded,.

2. Ona A; = Agy.
Démonstration. Soit A € A;. Nous avons, d’aprés 6.1, I[P, A] < u et puis, d’aprés
43,

1[0, A =1 I[P, A]lt =t lur = Tu (e Uy).

Il en résulte, d’apres 6.1, A*e A et donc A < A,
Si I'on applique ce résultat dans le sens inverse (en remplagant 7 par t™') on obtient
A%, < A, et cela entraine A,; = AL O

Nous résumons les résultats obtenus dans le
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Théoréme. Toute équation P € M détermine univoquement la décomposition de
I’ensemble M, Mp, consistant en blocs adjoints @ P. La décomposition Mp est co-
variante par rapport aux transformations de I'équation P réalisées par les fonctions-
phases.

4. PROPRIETES DES BLOCS

Les raisonnements qui vont suivre sont consacrés a ’étude des propriétés des
blocs considérés. On peut dire, en général, que les équations-éléments d’un bloc
jouissent de propriétés qui sont communes a toutes équations du bloc et se trouvent
liées, d’une certaine fagon, a I'’équation de base.

Soit P € M. En tant que nous parlons, dans la suite, de blocs, de décompositions
en blocs, de classes a droite, etc., nous avons en vue, sauf d’avis contraire, des
notions rapportées a I'équation P.

10. Equations équivalentes. Nous appelons équivalentes par rapport a I’équa-
tion P, plus simplement équivalentes, deux équations A;, A, € M situées dans le
méme bloc; nous écrivons A; ~ A,(P) ou A, ~ A(P), plus simplement: A; ~ A,
ou A, ~ Aj;

1. Ona A, ~ A, précisément dans le cas, s’il existe une équation B e M vérifiant
les relations

(4) I[B,P]n I[P, A,] + 0 + I[B, P] n I[P, 4,] .

Démonstration. a. Soit A, ~ A,. Il existe, par conséquent, ’élément u € Up
tel que I[P, A,], I[P, 4,] = &i. D’autre part, la relation B € B, entraine, d’aprés
6.2, I[B, P] = ui. Or, les classes 1[B, P]e Bp, I[P, A,] € 4p, I[P, A,] € A, étant
parties de la méme bande i, les relations (4) sont vraies.

b. Soit B € M une équation satisfaisant a (4). Ces relations entrainent que les classes
I[B, P] € By, I[P, A,] € Ap font parties d’une bande it, € Up: 1[B, P], I[P, A,] =
c iiy; de méme I[B, P], I[P, A,] < i1, € Up. 1l en résulte ii; = ii,(=u); I[P, 4],
I[P, A,] < @ et donc, d’aprés 3.1, A, ~ A,. 0

Nous appelons transformateur dispersionnel tout transformateur-élément du
groupe Bp.

2. Toute équation A, € A; se change par un transformateur dispersionnel dans
une équation équivalente A, € A;. Toute équation A, € A; peut étre transformée
dans n’importe quelle équation équivalente A, € A; par de dispersions de P.

Démonstration. a. Soient A, € A;, { € Bp. Choisissons a, € I[P, 4,] = @;
nous avons donc o;B, < ii. En posant a, = a,{, A, = A}, nous avons a, € i,
P —a,— A, —({— A, et ces formules donnent A, € 4;.

b. Soit A, ~ A,. Nous savons qu’il existe une équation B e M et de fonctions-
phases o, € I[B, P]n I[P, 4,], a, € I[ B, P]n1[ P, A,]. Subsistent, par conséquent, les
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formules B —¢;— P —a;— A, B —a,—» P —a,— A, et donc P —a;'— B —a,— P,
A —o;'> P —a,— A, 11 en résulte o] ‘o, € Bp N 1[4y, 4,]. a
Les résultats que nous venons de démontrer se trouvent résumés dans le

Théoréme. Tout bloc adjoint a I’équation P, A, est fermé et complet par rapport
aux transformations de ses éléments réalisées par les dispersions de I'équation P.

Corollaire. (4;, Bp) est un espace homogéne.

3. Subsiste, pour d’arbitraires équations A, ~ A, et chaque transformateur
dispersionnel de I’équation A, dans A,, {, la formule

(5) (BprnBy)=(BpnB,,).

Démonstration. L’hypothése { € Bp N I[A4,, A,] entraine, manifestement, Bp =
= Byl = (B, et, daprés 4.2, [[A4,, 4,] = B, = (B,,. 1] en résulte

Bp N 1[4y, ;] = Bpl 0 Byl = (B, 0 (B,

et 'on trouve la formule (5). [1], p. 156.
Remarquons que, chacun des deux membres de la formule (5) met en évidence
I’ensemble formé de tous transformateurs dispersionnels de I’équation A, dans A,.

11. Intersections du groupe B, avec les groupes des dispersions des
équations équivalentes. Nous désignons par occasion par un symbole tel que
B 4,4, le groupe-intersection des groupes B,, et B,,: P, 4, = By, N By,

1. Pour A; ~ A, on a card (B, n B,,) = card (B, N B,).
Démonstration résulte immédiatement de 10.3

2. Pour A; ~ A, les intersections Bp N B, et Bp N B, sont de la méme espéce.

Démonstration. Considérons les équations A; ~ A, et un transformateur dis-
persionnel de I'équation A, dans A,, {. Nous avons donc une formule telle que (5).
Supposons, en premier lieu, que Pp,, soit de la premiére espéce et donc Pp,, = By
Dans ce cas tous éléments de ’ensemble PBp4,{ vont constamment en croissant ou
constamment en décroissant suivant que la fonction { jouit de la propriété corres-
pondante. D’aprés la formule (5) les éléments de I'ensemble {Bp,, jouissent de la
méme propriété et donc l'intersection Pp 4, est encore de la premiére espéce. La deu-
xiéme partie de la démonstration s’éffectue d’'une maniére analogue. d

12. Blocsdela premiére et de la seconde espéce. Nous disons que le bloc 4;
est de la premiére ou de la seconde espéce suivant que les intersections du groupe Bp
par les groupes des dispersions des éléments de A résultent de la premiére ou de la
seconde espece, respectivement.

Tout bloc de la premiére espéce, 4;,, jouit de la propriété que les transformateurs
dispersionnels de toute équation A, € 4;, dans une équation donnée A, € 4;, vont
tous constamment en croissant ou constamment en décroissant. Tout bloc de la
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seconde espéce, 4;,, se manifeste par ceci que, toute équation A, € 4;, peut étre
transformée dans une équation donnée A, € 4;, soit par de transformateurs qui
vont constamment en croissant soit par de transformateurs constamment décroissants.

Considérons, a présent, le bloc de la premiére espéce A;. On se rend compte faci-
lement que, 4, consiste en deux classes disjointes et non vides, A} et 42, caractérisées
par les propriétés suivantes: Si les équations Ay, A, sont placées dans la mé€me
classe A} ou AZ, tous transformateurs dispersionnels de 1’équation A, dans A,
vont constamment en croissant, tandis que dans le cas A; € A}, A, e A2 ils vont
toujours en décroissant. Nous appelons demi-blocs de A; les classes en question.
Nous avons, d’aprés la définition méme: A} + 0 + A2, 4, = AL U 42, A} n
NA:=0.

Nous appelons positivement équivalentes par rapport a I'équation P, plus simple-
ment positivement équivalentes, deux équations A;, A, € M placées dans le méme
demi-bloc ou bien dans le méme bloc de la seconde espéce; nous écrivons A; ~ A,(P)
ou A, ~ A,(P), plus simplement A; ~ A, ou A, ~ A,;. Dans ce cas A; ~ A, et
dans ce cas seulement, les équations A, A, peuvent étre transformées 1'une dans
Pautre par de transformateurs dispersionnels constamment croissants.

1. AA x A(P)=Cpn B, =Cn B,

Démonstration. Soit ¢ € €, n B,,. La fonction ¢ (e GZP) étant échangeable
avec toute dispersion { € By, on a ¢ = {~'¢(. Or, la relation A; ~ A,(P) entraine
Pexistence d’un transformateur constamment croissant de 1’équation A, dans A,,
{oeBy.Onadonc ¢ = {5 pl,etenplus,d’apres (5),(€p N By, ) o = (o€ N By,).
Il en résulte ¢ € € N B, et donc €, N B, < €, N B,,. On trouve de méme la
relation . O

13. Procédé analytique. Considérons les équations (P +)A, ~ A, et un
transformateur dispersionnel de I'’équation A, dans A,, {. Nous avons manifestement

{61} + PO TR = PY),
—{& 1} + A0 (1) = 42(1),
et ces relations montrent que { vérifie 'équation
(6) (PIX) — A4(X)) X"*(t) = P(1) — Aq(1) .-

Par conséquent, tout transformateur dispersionnel de ’équation A, dans 1’équa-
tion équivalente A, vérifie I'équation (6).
La formule (6) entraine, a son tour,

(VteR)

1.LP—A, +0 VteR=>P — A4, +0 VteR;
2.P"‘A1€C2=P"‘A26C2-

Remarquons que, si 4; = A,, ’ensemble des dispersions { € B, vérifiant 1’équa-
tion (6) constitue le groupe B, N B .
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Considérons a présent le cas particulier |P — A,| = const > 0, et donc A4, =
= P + a, 0+ aeR. Dans ce cas, le groupe B, N B,, consiste en droites {(t) =
=0t + ¢ VteRetVece C = R, = +1,etl’on voit que la fonction P vérifie I’équa-
tion fonctionnelle P(ot + ¢) = P(t) pour toutes valeurs ¢, ¢ en question. L’ensemble
formé des transformateurs dispersionnels de I'’équation A, dans A, consiste en
fonctions { = o¢{, + ¢, {, étant un transformateur dispersionnel de 1’équation A,
dans A,, fixe, choisi a volonté.

Posons, pour Ae M et t, € R quelconque

Ry () = jt JIP(r) — A(r)|dr VteR;

nous écrivons par occasion, pour simplifier, R (7).

On a évidémment R, ,(t,) = 0, R} ,(t) = 0 VteR et donc, la fonction R, croit.
De plus, on s’assure facilement qu’il subsiste, pour a € &, P* = P*, A* = A% (5 =
= a”'(t,), la formule

(7) Ryu oo(t) = sgno’ . Ry o(a(t)) VieR.
Cela étant, revenons 4 nos données P, A; ~ A,, {. La formule (7) donne (v. (6))

R, ({(1)) = 0 Ry(t) + Ry, (E(ty) VEeR (o =sgnl’),
et ’on a par conséquent
3. R4R)=R<R,(R)=R
et puis, en vertu de 1 et 2,
4. Ry, e® =R,y €6,

Envisageons en particulier le cas R,, € ®. Dans ce cas nous avons R, > 0 et en
plus (¢=) R;' € G, sgn «’ = 1. Or, la fonction o transforme les équations P, A,, A,
dans les équations bien déterminées P*, AT, A}, respectivement, et ’on a, d’aprés
9.2, AT ~ A}(P*). D’autre part, la formule (7) entraine R,.(f) = R, R;!(t) =t
VteR et donc (R, =) |P* — Af| = 1. Nous retrouvons ainsi la situation consi-
dérée plus haut.

13. Equations mutuellement inverses. Les équations A,, A, € M sont dites
mutuellement inverses par rapport a I’équation P, plus simplement mutuellement
inverses, si elles figurent en éléments des blocs mutuellement inverses: A, € 4;,
A, € A;-. Les résultats précédents fournissent une base appropriée pour I’étude des
propriétés des équations mutuellement inverses.
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