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1966 - ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS. 
FACULTAS RERUM NATUІIALIUM. TOM 21. 

Katedra maU • akulty 
Vedoucí katedry: z. prof. RNDr. et GSc. Miroslav Laitoch 

POZNÁMKY O CHARAKTERISTICKÉ ROVNICI 
JISTÉ TRANSFORMACE 

STANISLAV TRÁVNÍČEK 

(Došlo dne 28. dubna 196,5) 

V této práci jde o ty transformace řešení soustavy diferenciálních rovnic na 
řešení téže soustavy, které byly studovány v [1]. Nejprve je odvozen vztah 
mezi počátečními hodnotami K0, Z0 a matici A transformace. Odvozená 
charakteristická rovnice se podrobněji zkoumá v případě n = 2 [2], kdy se 
vyšetřuje vliv počátečních hodnot K0, Z0 na kvalitu kořenů (typ řešení) 
charakteristické rovnice. Je též probrán zvláštní případ fi(l) ~ 0, čímž jsou 
řešeny problémy vzniklé v [3]. 

1. Uvažujeme soustavu lineárních diferenciálních rovnic l. řádu 

y' = M(t) y, K ) 
kde 

lyx(t)\ laxl(t) . . . aín(t) 

• 1 M(t) 
yn(t)l \anl{t) . . . a,Jl) 

Předpokládáme, že funkce aik(t) (i, k = l, 2, . . . . n) jsou spojité v intervalu j 
a že je v tomto intervalu definováno řešení u(t) počátečními podmínkami 
u(t0) = u0, kde ř0Gj a u0 je n-tice čísel ui0 (i = 1, 2, . . ., n). Nechť Z0ej, 
funkce Z(t) zobrazuje interval i c j na interval / c j a daný vnitřní bod 
t0 e i na vnitřní bod Z0 e I, Z'(t) je spojitá v i. Označme 

/a l t(ř) . . . ocln(t)\ 
K(t) -̂ K0 = 

\«»i(0 ••• ^»(0/ 

V [1] je definována transformace .4 řešení u(t) soustavy (an) na řešení uA 
téže soustavy ve tvaru 

uA = K(t) u[Z(t)\ (i) 
s počátečními podmínkami 

(uA)t^ = K0u0, (1*) 
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kde K(t) spolu s funkcí Z(t) hoví rovnici 

K'(t) = M(t) K(t) — K(t) M[Z(t)] Z'(ť). (2) 

Transformace A je lineární a za předpokladu | K(ť) j ^ 0 je regulární. 
Necht «<*)(ř) (i = 1, 2, . . ., w) tvoří fundamentální soustavu řešení soustavy 

(an). Každé řešení soustavy (an) lze tedy vyjádřit ve tvaru 

y(t) = 2 <?,«<*'(*), 
t = i 

kde cť jsou vhodné konstanty. Pak rovněž 

\^\t) A = y rihu^(t), m 
fc=l 

kde ffl. (i, k == 1,2, . . . , n) jsou vhodné konstanty. Matice A = (rtí.) je maticí 
transformace A vzhledem k fundamentální soustavě řešení u^(t) a ježto je A 
regulární, platí \ A \ =£ 0. Označme 

/<>(*) . . . <>(ř) 
»(*) 

\<>(ř) ... <>(í) 

podobně lo(t) označme matici transformovaných řešení. Rovnice (3) (pro 
i = 1,2, . . . , n) lze zapsat v maticovém tvaru 

m(t) = co(t) AT, (4) 

kde AT je transponovaná matice k matici A. Jestliže rovnici (1) použijeme 
postupně na všechna řešení u^(t), dostaneme 

m(t) = K(t) co[Z(t)] (5) 

(viz též [1], lemma 5). Z rovnic (4) a (5) máme 

AT = w--(í) K(í) OJ[Z(Í)]. (6) 

Pro determinanty pak platí 

I A | = i Ar i = | co-i(ř) Í i K(o 11 o) [Z(0] I, 
ч-

Mi=вai|Щ í ) |. (7) 
I w(t) | 

Věta 1. Jestliže v soustavě (an) ptati 2 aij{t) — 0 pro všechna t ej, pak pro 

libovolnou transformaci tvaru (1) platí \ A \ = | K0 |. 
D ů k a z : Podle Jacobiho vzorce platí | a>[Z(í)] | = | w(í) | ( # 0) a podle [1], 

poznámky 2, platí j K(t) | = | K(tQ) | ( = | K0 |). Po dosazení do (7) dostáváme 
tvrzení věty,, 
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P o z n á m k a 1. Z rovnost i (6) d o s t á v á m e pro t = tQ 

AT = ©--(*„) K0 «,(Z0), (8) 

o d k u d je zře jmý způsob závislosti A n a počátečních h o d n o t á c h K0, Z 0 . 
Vidíme, že p r o co(ZQ) = co(ř0) jsou mat ice AT, K0 podobné. 

Zkoumejme existenci normálních řešení U(i\t), t j . řešení, pro něž 

W*(t) A = «ťClíť>(ř). (9) 
Nechť 

ř7(0(ř) = | ^ ( / ) ( í ) , (10) 
, 3 = 1 

kde /3ť- jsou za t ím n e z n á m é k o n s t a n t y (j = 1, 2, . . ., n). Z (10) a (3) m á m e 

tlw 4=--| ft,.^>(í) A = 2 I fov&Kt), 
j = l / - í f c = l 

a podle (9), (10) je 
(7(04 = 5. 2 j8tttt<*>(0. 

A - - i 

P o porovnání p r a v ý c h s t r a n m á m e 

2 * w (*) ( 2 A/̂ *—»*/»*) = o-
Í = l ? = ! 

J e ž t o uW(t) (k = 1, 2, . . ., n) jsou řešení l ineárně nezávis lá, musí p{(s = 
= 1, 2, . . . , » ) hovět soustavě homogenních algebraických rovnic 

2/V.* —**0« = o ( 1 J ) 
?=i 

( i =- 1, 2, . . . , TÍ.). Netr iv iá lní řešení t é t o soustavy t e d y dos táváme, je-li s{ 

kořenem charakter i s t ické rovnice t ransformace A 

\A — sE\ = 0, (12) 

kde E je j e d n o t k o v á mat ice . Absolutní člen t é t o rovnice je \ A |, t j . v p ř í p a d ě 
p o p s a n é m v ě t o u 1 je absolutní člen \ KQ\. 

2. Uvažu jme p ř í p a d n = 2 s t u d o v a n ý v [2]. Zůs taneme při označení t a m 
zavedeném, t e d y a n ( ř ) = a22(t) = 0, a 1 2(í) = 6(ř), a 2 1 (í) = c(ř) (a t u t o soustavu 
označíme (a 2)), a n ( ř ) = <x(t), oc12(t) = /?(£), a a i (ř) = y(ř), a2 2(ř) = d(t), 

Ko = ( a ° f ° ) 

Charakter i s t ická rovnice (12) m á v t o m t o př ípadě t v a r 

s2 — spA . s -f | A | = 0. (s) 



K e s tudiu t é t o rovnice použijeme pomocné fundamentá ln í soustavy u(t), v(t) 
řešení soustavy (a2), kde 

«( ío) = ( o ) , ^ o ) = ( i ) . (13) 

Z (3) plyne 
uA = rxxu + r 1 2v | 
v A — r2Xu + r22i> | ' 

Položíme-li t u t = t0, p a k podle (1), (13) m á m e 

(14) 

rxl = aoM^Z,,) + fi0u2(Z0) 
r12 = y0ux(Z0) + r50^2(Z0) 
r 2 1 = a0i>1(Z0) + [l0v2(Z0) 
V22 = îVà(^o) + à0V2(Z0) 

(15) 

Podle (15) a vě ty 1 je d i skr iminant D rovnice (s) roven 

D = [oc0ux(Z0) + (i0u2(Z0) + y0vx(Z0) + <V 2 (£ 0 )F — 4 j K0 | . (D) 

L e m m a . 1. Při transfornuici tva/ru (1) lze v každé soustavě (a'2) dosáhnout 
vhodnou volbo ti • < <>i K0, Z0 toho, ze odpovídající charakteristická 
rovnice (s) transformace má kořeny těchto typů: a) dva, reálné různé, b) jeden 
dvojnásobný, < ) irnaginámi sdružené. 

D ů k a z : Diskriminant D je k v a d r a t i c k á forma vzhledem k a0, /?0, y0, d0. 
Matice koeficientu je (vynecháváme pro s t ručnost a r g u m e n t y Z0) 

• 2 \ щ n x i i . tlxV, tt^a 
uìu.ì щ' Щvг + 2 г/,2г>2 

щvx щvx f 2 г>f - 1 ^ 2 

щv2 — - 2 щv% v,v;2 г>| 

Nechť Z0 není nu lovým bodem funkce ux(t), t j . ux(Z0) + 0 (případ %(ŽT„) — 0 
b u d e ještě probrán později). Plat í 

. I Җ I = ttf(Z0) > o 

| гtf 'it,«3 uxvx 

| Ж3 | — I щщ u\ щvx + 2 
| гtjгҷ ÎЃ2?;J + 2 г>f 

-4«î(Z в ) < 0. 

Podle Sylvestrovy vě ty lze t a k pro vhodné h o d n o t v <x0, (i0, y0, <30 d o s á h n o u t 
t o h o , že a) D > 0, b) D = 0, c) D < 0, c. b . d. 

L e m m a 2. Forma D má hodnost rovnu aturu rovnu jedné. 
D ů k a z : P ř e d n ě lehce zjistíme, že ! Mi | = 0. Platí-li ux(Z0) ^ 0, je j Mz \ + 

7^ 0; j inak je n u t n ě u2(Z0) + 0 a p a k d e t e r m i n a n t , k t e r ý vznikne z Mi vy­
š k r t n u t í m 3. ř á d k u a sloupce, je roven — 4 M \ ( Z 0 ) + 0. 
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Druhá část tvrzení lemmatu plyne z kanonického tvaru D: 
a) Nechť u2(Z0)vX(Z0) ^ 0, e = sgn u2(Z0)vx(Z0). Pro e = 1 je splněno a pro 

= —1 předpokládejme ux(Z0) =£ 0. Pak 

(16) D = = X2 + e F 2 — єŹT 2 , 

kde (op t vynechá vśьme a r g u m e n t Z 0 ) 

X =• a0щ + ^0^2 + ľo^i + (v2-
2 

) < 5 0 , 

F = '•ì. -V l «a*>i 1 + вß{ 
Щ 

Гľ + 
« i F = '•ì. -V l «a*>i 1 + вß{ 

Щ 

Гľ + CУ1\ * * 2 V 1 1 

z = 'ľì 
г*2 

г í ^ j . | 

» i z = 'ľì 
г*2 

г í ^ j . | -eľ°w ад] ' 

fej Necht ux(Z0) — 0, pak u2(Z0) vx(Z0) = —-1 a platí 

L> = X 2 — F 2 + Z2, (17) 
kde 

X = (i0u2 — y0vx + ó> 2 , 
F = a0 + ó0 — y ^ a , 
Z = a 0 — <50 — 7ovi*V 

c) Necht w2(Z0) t>T(Z0) = 0, tj. ux(Z0) v%(Z0) = 1. Pak 

D = X 2 + F 2 — Z 2 , , (18) 
kde 

X = a0% + fi0u2 + y0vx — V2> 
Y = čo + 7o + <30i>a(«-a + «i), 
£ = č 0 — 7o — <V2(% — «i), 

a kde ovšem tí2(^o) — 0 nebo vx(Z0) = 0. 
L e m m a 3. Pro libovolné Z0 lze vhodnou volbou hodnot a0, /?0, y0, d0 dostat 

libovolný typ řešení rovnice (s). 
D ů k a z : Jestliže Z0 není kořenem funkce ux(t), pak tvrzení plyne z lemmatu 1. 

Je-li ux(Z0) = 0, pak tvrzení plyne z lemmatu 2, případ 6. 
P o z n á m k a 2. Kanonických tvarů (16), (17), (18) lze použít jak k formulaci 

vět o typu řešení rovnice (s) (o existenci normálních řešení), tak i k explicitnímu 
vyjádření kořenů této rovnice prostřednictvím pomocné fundamentální sou­
stavy. 

Uveďme si příklad takové věty. 
Věta 2. Nechť Z0 je nulovým bodem funkcí u2(t), vx(t) (tj. např. Z0 = t0)t 

a necht {3Q — 0 nebo y0 = 0. Pak v případě, že 

4 r # vl(Z0) 
°o 
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existují dvě lineárně nezávislá normální řešení U, V, pro něž platí UA = sxU, 
V A = s2V, kde sx = oc0ax(Z0), s2 = d0vz(Z0), a všechna další normální řešení 

jsou konstantním násobkem jednoho z uvedených. Je-li 

| L = «i(z„), 
°o 

pak pro /52 + y2 7= O existuje normální řešení U, pro něž platí UA = Ó'0<7, 
kde s0 = a^u^Z^ya všechna další normální řešení jsou jeho konstantním násobkem, 
a pro fi0 — y0 = O platí yA = s0y pro všechna řešení y soustavy (a'2), tj. všechna 
řešení jsou normální. 

D ů k a z : Platí rxx = cc0ux(Z0), r12 = y0ux(Z0), r2 1 = /V2(^o)> r2 2 = <50v2(Z0). 
Charakteristická rovnice 

s2 — [oc0ux(Z0) -f <30va(Z0)] s 4- a0ó0 = O 
má kořeny 

*i,» = I [«o«i(-5o) + o\v2(Z0) ± V[a0%(Z0) — VB(Z0)]«]. (19) 

Nechť nejprve -í- & 4(Z0), tedy a0w1(Z0) -^ t?0v2(Z0). Pak z (19) plyne 
"o 

^ = a0%(Z0), s2 = t50^2(̂ 0)' odkud vyplývá první část tvrzení (neboť víme, 
že normální řešení příslušná k různým kořenům charakteristické rovnice jsou 

lineárně nezávislá). Je-li ~ = v\(Z0), tedy oc0ux(Z0) = d0v2(Z0), pak existuje 0 

dvojnásobný kořen s0 rovnice (s), který je podle (19) roven s0 = oc0ux(Z0). 
Pro fil 4- y\ 7̂  0 je hodnost h matice A — s0E rovna jedné, pro /?„ = y0 = 0 
je h = 0. Ježto hodnost h je zřejmě pro všechny podobné matice A táž, plynou 
zb}>vající tvrzení z Jordánova tvaru této matice. 

Věta 3. Nechf pro počáteční hodnoty K0 transformace A platí \ K0 | < 0. 
Pak charakteristická rovnice (s) této transformace má dva reálné různé kořeny. 

D ů k a z plyne ihned z rovnice (D). 
P o z n á m k a 3. Vztah mezi počátečními hodnotami oc0, fi0, y0, d0 a hodnotou 

Z0 (vzhledem k typu řešení rovnice (s)) máme vyjádřen lemmatem 3. Věta 3 
ukazuje, že tento vztah nelze obrátit, tj. že existují hodnoty oc0, /?0, y0, Ó0, 
jimiž už je dán typ řešení rovnice (s) nezávisle na hodnotě Z0. 

Vztahy mezi K0 a Z0 ilustrujme na následujícím příkladě. 
P ř í k l a d : Uvažujme soustavu (a), kde 

Fundamentální systém řešení 

•i)'/ 

M(ť) = ( 0 
—1 э 

' cos ř\ 
—sin t) '' v = Уsin ť 

\cos tt 



( ' • ' ) 

splňuje pro t0 = 0 podmínky (13). Nechť Z(t) = kt + q (tedy ZQ = q). Pak 
soustava (2) má tvar 

a' = fc/3+ y 1 
0' = — koc + <5 I 
y' = — a + kd I 
ó' = —p — ky ) 

Soustava (6) má fundamentální systém řešení 

OCJXO = s i n (Jfc + 1) t, /S_(ř) = cos (& + 1) t, 

oc2(t) = -—cos (Jfc + 1) ř, /S2(í) = sin (k + 1) í, 
as(ř) = sin (Jfc - - 1) t, fi3(t) = cos (Jfc —- 1) t, 
a4(ř) = cos (Jfc — 1) t, 04(í) = —sin (A; — 1) č, 

y i(ř) = cos (k + 1) ř, ÓS) = — s i n (A + 1) ť 
y2(t) = s i n (Jfc + 1) ř, <52(č) = c o s (k + 1) t, 
yz(t) = —cos (Jfc — 1) ř, ó8(í) = sin (Jfc — 1) í, 
y4(ř) = sin (Jfc — 1) t, <34(č) = cos (fc — 1) L 

Transformaci tvaru (1), kde 

i = 1, 2, 3, 4, nazveme Ať. 
1. Transformace .A t : 

tíAj = —u sin g + v cos g, 
vAj = u cos g + t> sin g, 

tedy r2 2 = — r u = sin g, r1 2 = r2 1 = cos g; charakteristická rovnice je 

S 2 — 1 = 0 . ( 3 # ) 

Normální řešení příslušná ke kořenům s l J 2 = + 1 lze zapsat ve tvaru 

i 7 - | 

2. Transformace A2: 

/sin t + cos (t — q)\ __ /sin ž — cos (ř — g)\ 
\cos i — sin (t — q)J ' ~~ \cos t + sin (ř — q)J ' 

uA2 = — u cos g — v sin g, 
?;A2 = —u sin g + v cos g, 

takže r2 2 = — r u = cos g, r1 2 = r2 1 — — sin q; charakteristická rovnice je (s'). 
Normální řešení příslušná ke kořenům s l J 2 = + 1 lze zapsat ve tvaru 

__ / s i n t + s i n {t — <})\ v ___ / s i n t — sin (t —• g) __ / s i n t — sin (t —• g)\ 
~~ \cos ř — cos (t — q)f ' cos t + cos (t — q)J ' 
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3. Transformace A3: 

uA3 = — u sin q—~ v cos q, 

vAs = u cos q —•- v sin g, 

takže rxl = r 2 2 = — sin #, r 2 t = — r 1 2 = cos g; charakter i s t ická rovnice je 

s2 + 2,s sin q + 1 =- 0, (s") 

D = sin 2 </ — 1, t e d y rovnice (s") m á pro # = (2m + I ) — (m je libovolné celé 

číslo) dvojnásobný kořen, pro q -?£ (2m + 1) — imaginární kořeny. P r o 

a) q = (4w + 1 ) y je s1>2 = — l , 

b) q = (4m— 1) - je s1>2 = 1. 

V obou př ípadech je r 1 2 = r 2 1 = 0, rn = r 2 2 = s 1 2 . Matice t ransformace mají 
diagonální tvar , t j . každé řešení soustavy (a) je normální . Transformací A3 t e d y 
každé řešení v p ř í p a d ě a) přejde v opačné, v př ípadě b^ je invar iantní . Je-li 

71 

q + (2m + 1) — , je D < 0 a sx,2 = -—sin q + i cos q. N o r m á l n í řešení v kom­

p lexním oboru jsou U = ui — v, V = ui + v. 
4. Transformace A4: 

uA4 = % cos q — v sin g, 

vA4 = «. sin g + v cos g, 

takže ru = r 2 2 = cos q, r 2 1 = — r 1 2 = sin q; charakter i s t ická rovnice je 

s2 — 2s cos q + 1 = 0, (s"') 
D = cos2 q— 1. Podobně jako v př ípadě 3. dos táváme dvojnásobný kořen 1 
nebo — 1 pro q = mn, a pro q ^ mn imaginární kořeny s1>2 = cos q + i sin q. 
N o r m á l n í řešení v komplexním oboru jsou U = ?ii — v, F = ÍW + v. 

V př ípadech 1 až 4 jsou At t ransformace odpovídající u v e d e n ý m p a r t i ­
ku lárn ím řešením soustavy (b). Jest l iže počáteční h o d n o t y K0 t ransformace 4 
jsou a 0 , ^ 0 , y0, d0, pak zřejmě 

4 

í - i 

kde c, = — (fto 4 7o)? c 2 = — (^o — «o), c 3 = — (/i0 — y 0), c4 = — ( a 0 + t30). 

]/3 
5. Nechť J4 5 je t ransformace s počátečními h o d n o t a m i a 0 = 0, fl0 = L - + 1, 

Yo = - y — 1, <50 = 0. P a k zřejmě 4 5 = l i ^ + >A3, r u = — ( - L + J ) s i n í> 
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* 12 = (*Y — l) °OS í ' 2̂1 = (— + l) C°S í ' f-2 = ( 2 " 7 
tická rovnice je 

sin q; charakteris-

\ _|_ 2s sin q + — — 0 

a její diskriminant L> = sin2g - . Je-li q -= (6m + 1) — nebo g = (6m — 

1) a p Г 0 q = (12 m + 5) — je sin g = - , tj. s1>2 = 

-1) —- , pak I> = 0. 
6 

*; Pro g = : (12 m + 1 

= -
1 

~2~' 

Ь) pro g = (12m —5) 

tj • «!,. 1 

c; pro (6w + !+< 

a pro g = (12w— 1) ]e sm g = 

< g < (6m + 5) -— má charakteristická rovnice dva 

reálné různé kořeny; 

d) pro (6m — 1) — < g < (6'm + 1)—- má charakteristická rovnice imagi­

nární kořeny. 
P o z n á m k a 4. Vztah mezi K0 a Z0 (vzhledem k typu řešení rovnice (s)) 

uvedený v poznámce 3 lze na základě poznatků z tohoto příkladu doplnit 
takto: existují takové transformace soustav, že při daných hodnotách a0, 
A)* 7o> 0̂ závisí typ řešení charakteristické rovnice na hodnotě Z0. 

3. Zabývejme se nyní speciální transformací, kde ft(t) =• 0. Podle [2] jsou 
za předpokladů 2° prvky K(t) dány vzorci 2°', kde Z(t) je řešením diferenciální 
rovnice (bvl) daným počátečními podmínkami Z(t0) = Z0, Z'(t0) = Z0( -£ 0), 
Z"(ř0) = zT;; (je tu*ovšem T = /, B(T) = 6(ř), C(T) = c(í)). Platí tedy 

a0 = i[f i/ІЙí) ) 1 _ 

> Уl ^ó г 
M \Ъ'(Q b'(Z0] 

L b(ío) 

(ßo = 0 ) , 

2&(#o) L Цt0) Ъ(Z0 

^=Ж]/^VГ^|sgnZÓ 
z;A\ HZ«)T\~Z«Y 

(20). 

Danými hodnotami Z 0 > ZTQ, ŽTQ, l i jsou tak určeny hodnoty a0> y0, <50. 
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L e m m a 4. Danými hodnotami <x0, y0, dQ, Z0 jsou určeny hodnoty Z'Q, Z"Q, M 
tak, ze hoví rovnicím (20). 

D ů k a z : Najdeme vyjádření těchto hodnot pomocí daných. Z první a třetí 
rovnice (20) máme 

^ o(Z0) 

odkud 
6(*,) ^ s S n ^ > 

_ò(í»LA Ѓ2П 
Ь(Z0) a0 ' { } 

, sgnZÓ = sgna0r50. (22) 

Dosazením (21) do první rovnice (20) dostáváme a0 = M 1/ ----- , odkud 
f \°o\ 

M = V U A T s g n a 0 . (23) 

Dosazením se přesvědčíme, že Z'Q, M dané rovnicemi (21), (23) hoví první a třetí 
rovnici (20) (uvážíme též (22)). Z druhé rovnice (20) pak máme 

6(ío) Ó Q P ^ Q ) __ b'(Z0) b(t0) dQ ___ 26(ř0) 7,1 
0 6(ZJ a0 [ 6(í0) 6*(Z0) a o a o J K--) 

(ježto nám jde o regulární transformace, je a0<50 -^ 0). Dosazením se přesvěd­
číme, že i druhá rovnice (20) je splněna. 

L e m m a 5. Diskriminant D má (/30 = 0) signaturu rovnu jedné a hodnost 
pro vx(Z0) ^ 0 rovnu třem, pro vx(Z0) = 0 rovnu jedné. 

D ů k a z : Matice koeficientů formy D je 

Л/o = 

Platí | Ma | = —iv\j takže pro vx(Z0) --= 0 je hodnost M3 rovna 3. Je-li vA(Z0) = 
= 0, vidíme, že | Mz | a rovněž všechny dvojřadé subdeterminanty M3 jsou 
rovny nule, tedy hodnost M3 je rovna jedné \ux(Z0) ^ 0]. Tvrzení o signatuře 
plyne z lemmatu 2, neboť případy «f b) a c) pro ^ ( Z Q ) Ť- 0 jsou tytéž a pro 
vx(Z0) = 0 je D = Z 2 , c. b. d. 

L e m m a 6. Pro libovolné Z0, které není kořenem funkce vx(ť) lze vhodnou 
volbou ZQ, Z"Q dostat libovolný typ řešení rovnice (s). 

D ů k a z : Nechť Z0 je libovolné pevné číslo, pro něž vx(Z0) ^ 0. Z lemmatu 5 
plyne, že pro vhodné hodnoty a0, y0, Ó0 lze dostat libovolný typ řešení rov­
nice (s). Podle lemmatu 4 jsou těmito hodnotami určeny Z'Q, Z"Q, M tak, že 
z nich pomocí rovnic (20) opět dostaneme původní a0, y0, d0. Ježto typ řešení 
zřejmě nezávisí na M, je lemma dokázáno. 

Na základě lemmatu 6 platí poznámka 2 i v našem případě /5(í) == 0. Uveďme 
příklad věty, o jaké jde v této poznámce. 
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V ě t a 4. Nechť Z0je nulovým bodem funkce vt(t) (tj. např. Z0 = t0). Pak pro 

ZQ # T/jy T u\{%o) existují dvě lineárně nezávislá normální řešení U, V, pro něž 
°\^o) 

platí UA = sJJ, V A = s2V, kde sx=M ]/^~~ WTÁ > s a =-
r o(z 0 ) j/i z/01 

M ZQ I ̂ 2(^0) sgn Ž7Ó a všechna další normální řešení jsou násobkem 
• - ) 

jednoho z uvedených. Je-li 

7' W a / 2 í n 7» , VtQ) 2 7 b'(ZQ)b*(t0) 
z ° = Wo) l ( o)' ° * W l ( o) &W~~ ^ ( Z o ) ' ( 2 o ) 

pa& existuje normální řešení U,pro něz platí UA=s0U, kde s0=M\/ ° 1/VT^T > 

& všechna další normální řešení jsou jeho konstantním násobkem; jestliže ve t/25) 
platí rovnost, pak všechna řešení jsou normální: yA =- S0Í/. 

D ů k a z : Lehce zjistíme, že p ř e d p o k l a d y t é t o v ě t y lze pomocí v z t a h ů (20) 
až (24) převés t n a p ř e d p o k l a d y v ě t y 2, o d k u d p a k plyne tvrzení . 

V ě t a 5. Nechtpři transformaci A, kde /3(ř) -5 0, ptat* Zó < 0. Pak charakte­
ristická rovnice (s) této transformace má dva reálné různé kořeny. 

D ů k a z : P l a t í tot iž | K0 \ = oc0d0 — M% sgn Z'Q a tvrzení p lyne z v ě t y 3. 
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З А М Е Ч А Н И Я О ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОМ 
УРАВНЕНИИ НЕКОТОРОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

С Т А II11С Л А В Т Р А В Н II Ч Е К 

Автор в настоящей работе занимается характеристическим уравнением 
преобразования решений системы дифференциальных уравнений па ре­
шение той же системы [1). 
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В 1-ой части приводится связь между начальными значениями А'0, 2 0 

и матрицей /1 преобразования. Во 2-ой части изучается зависимость типа 
решений характеристического уравнения от начальных значений К0, 2,0. 
Из этой точки зрения излагается в последней части частный случай /?(|) в 0. 
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