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BEMERKUNG ZUM TSCHAPLYGINSCHEN SATZ UBER
DIFFERENTIALUNGLEICHUNGEN

SVATOSLAV STANEK
(Eingelangt am 11. 1. 1971 )
Gewidmet Herrn Prof. Dr. Laitoch zum 50. Geburstag

Es gibt eine betrichtliche Menge von Algorithmen die Aufstellung von Funk-
tionenfolgen erméglichen, welche die Losung der Cauchyschen Aufgabe

O] ¥ =[x 3), ¥(t) = 3o
im Intervalle j == (1, p + a) (@ > 0) monoton von oben bzw. von unten
approximieren (Stan&k (1969)). Die Eigenschaft einer Funktion eine obere
bzw. untere Approximation zu sein wird mittels Tschaplyginschen Satzes iiber
Differentialungleichungen bewiesen (Lakshmikantham - Leela (1969),
Stanék (1969), Szarski (1967)). Wenn u = u(r) in j stetig differenzierbare
Funktion mit u(z,) = y, ist und die Aufgabe (1) eine einziege Losung besitzt,
kann man laut diesen Satz mittels der Funktion M(z) = (1) — f(t,u(1)). ent-
scheiden, ob in j u(r) = y(r) bzw. u(r) < y(r) gilt. Fir M(z) == 0 (M(z) = 0)
gilt ndmlich u(z) = y(r) (u(r) = y(2)). In dieser Arbeit wollen wir zeigen inwiweit
es moglich ist Voraussetzungen M(z) = 0 bzw. M(z) << 0 zu vermindern, wenn
gleichzeitig in j die Ungleichheiten u(r) = y(r) bzw. u(r) < y(r) erhalten werden
sollen.

Wir beweisen zuerst ein Lemma.

Lemma 1. Die Funktionen S(t) (= 0), pu(z) (7 0), 2(2) seten in j stetig. Wenn
fiir jedes t € j die Ungleichheit

t
2) w(t) = p(t) f S(s)a(s)ds
N
gilt, so ist in j auch w(r) < O richng.
Beweis. Die Funktion y = 0 ist dic einzige Losung der Integralgleichung

t

¥(@0) = [ u(D)SE)y(s)ds .

ts
Die Behauptung des Lemmas folgt also unmittelbar aus dem Satze 5.3.2. in
Lakshmikantham - Leela (1969).

Korellar. Wenn alle Voraussetzungen des Lemmas 1 erfiillt sind, nur anstatt (2)
in j die Ungleichheit

'
w(t) <= p(r) f S(s)w(s)ds

gilt, ist in j die Ungleichheit w(z) » - 0 ricuhlig.
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Satz 1. f(t, y) sei definiert und stetig samt der Ableitung — (t’y ) im Bereiche

Dy (1gy o) € 4. Es sei y = y(t) die Lisung der Aufgabe (l) in j. Es sei weiter
u = u(t) eine in j stetig differenzierbare Funktion, fiir welche (1, u(t)) € 9 fiir
ulle tej, u(ty) = y, ist. Wir setzen M(t) - u'(t) — f(t, u (2)) und definieren die

Funktion Q(r) durch

St ) 63O o

. u(t) - (1)

® CO 1 e ute)

af(t, u ; )

| oy - Siir u(e) = y(2) .

Die Ungleichheit u(t) = y(t) gilt dann in j gerade in dem Falle, wenn eine in j
stetige Funktion P(t) existiert, P(t) < Q(t) in j so dass die Relation

t t
@) [ M(s) exp { [ P(x)dx}ds = 0
in j erfiillt ist. " ’

Beweis. Die durch die Vorschrift (3) definierte Funktion Q(z) ist stetig in j.
w(t) — u(r) — (1) ist die Losung der Cauchyschen Aufgabe

©) w'(1) = Q(uw(r) + M(1), w(z,) = 0.
Es sei nun () = 0 in j. Durch Auflosung der Aufgabe (5) erhalten wir fiir w(z)
den Ausdruck

t t t t
w(t) = [ M(s)exp | | Q(x)dx} ds, wir haben also | M(s)exp { J Q(x)dx}dx =0;

ty * ty 5
wenn wir P(r) == Q(¢) in j setzen, kommt daraus die Ungleichheit (4) hervor.

Umgekehrt, wenn eine auf j stetige Funktion P (z) = Q(¢) existiert, die in j
auch der Relation (4) gentigt, bekommen wir mit Hilfe von (5)
) t t t
(6) Jw(syexp{[ P(x)dx}ds - [Q(s)a(s)exp { [ P(x)dx }ds =
te § te Bl
t 13
= f M(s) exp { f P(x)dx } ds.
ty 8
Durch partielle ]ntcgration im ersten Glied von (6) kommen wir zur Relation
t t
fw (s) exp{ P(x)dx}ds = w(t) -+ [ P(s)u(s)exp | [ P(x)dx} ds.
to 8
Daraus und aus (6) folgt
2 ’ t
) — j (Q(s) - P(s)w(s)exp | [ P(x)dx}ds — [ M(s)exp{[ P(x)dx}ds.
ty 3 to 5
ts
Setzen wir nun S(r) = (Q(z) — P(1)) exp“P(x)dx}, so dass S(r) =0 in J
bleibt. Des weiteren gilt !
t t
©) w(t) = exp { f P(s)dx} | S(s)w(s)ds .
fn o
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Aus der letzten Ungleichheit und aus Lemma 1 folgt w(z) = 0, was zu beweisen
war.

Bemerkungen zum Satz 1.
1. Ist M(z) = 0inj, so gilt f M(s)exp{ j P(x)dx}ds = 0 fiir jede stetige

Funktion P(z) und also auch u(t) = y(2) in .
2. Den Ausdruck auf der linken Seite von (4) kann man auch in der Form

t t to

exp { | P(x)ds} [ M(s)exp { [ P(x)dx } ds schreiben; daraus folgt unmittelbar, dass
to o s

die Ungleichhleit (4) im Satz 1 durch die Ungleichheit

t to
| M(s)exp { [ P(x)dx}ds = 0
to 5
ersetzt werden kann.
3. Die Verifizierung der Ungleichheit P(r) < Q(¢) kann manchmal umsland-

lich sein. Diese Ungleichheit folgt aber z. B. aus der Relation P(r) < inf
(t)e? 9 ¥y’
of -

Wenn auf % -(’; == m mit Konstanten m gilt, geniigt fiir «(r) = y(z) in ; die

Giltigkeit von fM(s)e’"‘"“” ds == 0; fiir m == 0 geht die letzte Ungleichheit
to

t

in die einfache Form j M(s)ds > 0 tber.

to
Satz 2. Die Voraussetzungen von Satz 1 seien erfiillt. Auch M(t), Q(t) magen
thre Bedeutung aus diesem Satz behalten. Die Ungletchhen u(t) < y(1) gilt 1n j
genau dann, wenn eine in j stetige Funktion P(t), P(t) = Q(t) existiert, so dass in j
die Ungleichheit

(8) f M(s)exp | f P(x)dx}ds < 0

gilt.
Beweis. Wenn wir w(r) = u(r) - y(r) setzen, kann der Beweis ganz analog
wie der des Satzes 1 genfiihrt werden. Aus der jetzt vorausgesetzetn Ungleich-

heit IM(:) exp{ f P(x)dx}ds < 0 erhalten wir 1n diesem Falle anstatt (7) die
Rc]atlon
w(r) < exp j P(s)ds} j S(s)w(s)ds .
te ts

Daraus und aus dem Korollar von Lemma 1 sehen wir leicht, dass w(r) < 0
in j ist.
Bemerkungen zum Satz 2.
t t
1. Wenn M(r) =< 0 in j gilt, ist fM(s) exp{jP(x)dx}d: = 0 fiir jede stetige
&
Funktion P(z). Daraus folgt auch das Erfﬁlltséin der Ungleichheit u(r) < y(r)
in j.
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2. Die Relation (8) im Satz 2 kann durch

t 1o

[ M(s)exp | | P(x)dx}ds == 0
to 5

ersetzt werden.

3. Der Bemerkung 3 zum Satz 1 nach geniigt fiir die Giiltigkeit der Ungleich-
t
heit «(r) = y(¢) in j die Richtigkeit von f M(s)em® ¥ ds = 0 in diesem Intervalle,
[
wo m = :j; Fiir m - 0 haben wir wieder die einfache geniigende Bedingung
, - .

[ M(s)ds < 0.

to
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SHRNUTI

POZNAMKA K CAPLYGINOVE VETE O DIFERENCIALNICH
NEROVNOSTECH

SVATOSLAV STANEK

V praci je dokdzana véta:
0
Véta. Bud f(x,y) funkce definovand a spojitd spolecné s parcidlni derivaci ;g
v oblasti 7. Bud y — y(t) ¥eSeni dlohy (1) na j = (tg, 1y + a), (fgy Y0) € 7.
Budu - u(t) funkce se spojitou derivaci na j, (1, u(1)) € 7 pro kazdé t € J, u(ty) = Yo
Polozme M(t) - u'(t) — f(t, u(t)) a funkci Q(t) definujeme na j predpisem
S u(@)) — f(t, ¥(0)) pro u(t) # ¥(1)
u(t) - (1)

o) 1o ul

1, u(t
I ! (?’v ) prou(r) = y(r).
Pak nerovnost u(t) = y(1) (u(t) = y(1)) plati na j pravé kdys existuje na j spojita
funkce P(1), P(1) == Q(t) a na j je splnéna nerovnost

t t
| M(s)exp | [ P(x)dx}ds -0 (-7 0).
tu &
Prace se zabyva i praktickymi otazkami vyuziti uvedené véry.

44



		webmaster@dml.cz
	2012-05-03T16:42:54+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




