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O-IDEAUX DES ENSEMBLES ORDONNES

JIRI RACHUNEK
(Regu le 30. 5. 1973)

Dans la théorie des treillis, les idéaux et les antiidéaux jouent un rodle important.
On peut généraliser ces notions pour les ensembles ordonnés. Nous obtenons les
o-idéaux et les o-antiidéaux. On se montre que cette généralisation est utile par
exemple dans la théorie des groupes ordonnés. (Voir [4].) A cet article, nous étudions
les propriétés élémentaires des o-idéaux et des o-antiidéaux. En spécialisant les résultats
au cas des treillis, nous obtenons les propriétés connues de leurs idéaux et de leurs
antiidéaux. (Voir par exemple [1], [3].)

Tout d’abord, nous allons rappeler quelques notions nécessaires. Soit M = [M, <]
un ensemble ordonné par une relation d’ordre <. Scient a4, ..., a,€ M. On note
L(ay,...,a,) = {xe M:x < a; pour tout i=1,....,n}, Ua,,...,a,) = {yeM:
y = a; pour tout i = I, ..., n}. Un ensemble ordonné M est dit [-dirigé [u-dirigé]
si pour tout couple (a, b) d’éléments de M, L(a, b) # ¢ [U(a, b) # ¢]. Un ensemble
ordonné est dirigé s’il est /-dirigé et aussi u-dirigé. On dit qu'un sous-ensemble A
d’un ensemble ordonné M est I-dirigé [u-dirigé, dirigé] si A est un ensemble /-dirigé
[u-dirigé, dirigé] relativement a la restriction de < sur 4. Une partie B d’un ensemble
ordonné M est dite convexe si a, be B, xe M, a £ x < b impliquent x € B.

Définition 1. Soit M un ensemble ordonné. Nous appellerons o-idéal de M
tout sous-ensemble ¢ # I de M tel que:

(1) Pour tout couple (a, b) d’éléments de I, on a U(a, b) n I # ¢, c’est-a-dire 1
est un sous-ensemble u-dirigé de M.

(2) Pour tout élément x € M et pour tout élément ael, a = x entraine x e I.
En transformant par dualité la notion de o-idéal, on arrive a celle de o-antiidéalt
Il est clair qu'un ensemble ordonné M est un o-idéal de M si et seulement si M es.
u-dirigé.



Note. A [2, p. 148], la notion d'idéal est introduite de cette maniére: Soit M un
ensemble ordonné..¢ # A S M nous appellerons idéal de M si

1. xe M,ae A, x £ aimpliquent x € 4;
- 2.8l existe ¢ = supyd (ou A, £ A), alors c€ A.
11 est clair que tout o-idéal est aussi I'idéal au sens de [2] tandis que le fait inverse
n’est pas vrai.

Théoréme 1. Tout o-idéal I d’un ensemble ordonné M est un sous-ensemble convexe
et u-dirigé de M. Si M est I-dirigé en plus, alors I est un sous-ensemble convexe et
dirigé de M.

Démonstration. Soient a,bel, xe M, a> x =2 b. Alors a = x et d’apres
la définition 1, x € I. Supposons M [-dirigé. Alors L(a, b) # ¢ pour tout a, bel
Pour tout ye L(a,b),ona y < a,b,donc ye I

Théoréme 2. Tout sous-ensemble convexe et dirigé A d’un ensemble ordonné M
est une intersection d’un o-idéal et d’un o-antiidéal de M.

Démonstration. Soit A un sous-ensemble convexe et dirigé de M. Considérons
I'ensemble I = {x € M: il existe a e A tel que a = x}. Il est clair que la condition (2)
est vraie pour I. Si x,yel,onaa = x,b = y pour a, be A. A est dirigé, par suite
il existe ce U(a,b)nA. On a ¢ = x,y, c = ¢, ce A, donc ce U(x,y)n I 1l en
résulte que 7 est un o-idéal. '

On montre de la méme maniére que F = {y € M: il existe b € A tel que y > b} est
un o-antiidéal.

Il est évident que 4 < I n F. Montrerons I'inclusion inverse. Soit de I n F. On
adonca = d = b, pour a, b € 4, et parce que A4 est convexe, de 4. -

Définition 2. On appelle chaine de o-idéaux d’un ensemble ordonné M tout
ensemble de o-idéaux de M totalement ordonné par I'inclusion.

Définition 3. On appelle o-antifiltre d’un ensemble ordonné M tout o-idéal [
de M tel que le plus grand élément de M (s’il existe) n’appartient pas a 1. (Voir aussi
[4].) Par la dualité o-filtre de M.

_ Théoréme 3. La réunion d’une chaine de o-idéaux de M est aussi un o-idéal de M.

Démonstration. Soit ¥ = (I,,ye ) une chaine de o-idéaux de M et soit

I = I, Soient x, y € I 1l existe deux o-idéaux I,,, I,, € € tels que xel, ,yel,.
yer
Nous pouvons supposer que I,, < I,,. Alors x, yel,, . Par suite, il existe ue U(x, y)n

n I, < Ulx,y)n I Cela signifie que I est u-dirigé. Soient xel,, ae M, x 2 a.
Mais alors a € I,, = 1. Donc [ satisfait aussi a la condition (2).

Corollaire. Si tout o-idéal I,(y € I') du théoréme 3 est un o-antifiltre, alors I = | 1,
yer
est encore un o-antifiltre.
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Démonstration. Sile plus grand élément 1 de M existe, alors 1 ¢ I,(y € I') et par
suite 1¢ U7, = 1.

vyel
Soit #(M) ’ensemble des o-idéaux de M, #*(M) I’ensemble des o-antifiltres de M.
Supposons F(M) et ¥ *(M) ordonnés par I'inclusion.

Définition 4. On dit qu’un o-antifiltre 7 d’un ensemble ordonné M est o-ultra-
antifiltre de M si I est un élément maximal de .# *(M).

Théoréme 4. Tout o-antifiltre d’un ensemble ordonné M est contenu dans un o-ultra-
antifiltre de M.

Démonstration. Le théoréme résulte du théoréme 3, du corollaire de ce théoréme

et du théoréme de Kuratowski-Zorn (voir [3, p. 13]).

11 est clair que pour un élément @ d’un ensemble ordonné M, L(a) = {xe M:
x < a} est un o-idéal de M. De la méme maniere, U(a) = {y € M: y = a} est un
o-antiidéal de M. '

Définition 5. L(a) [U(a)] est dit o-idéal principal [o-antiidéal principal] de M
engendré par a.

Théoréme 5. Pour que tout o-idéal d’un ensemble ordonné M soit principal, il faut
et il suffit que M satisfasse a la condition maximale.

Démonstration. Soit I un o-idéal de M. Si la condition maximale est satisfaite
dans M, elle ’est aussi dans I. Par suite, tout élément de 7 est inférieur a un élément
maximal de /. Soient a, b deux éléments maximaux distincts de I. 7 est u-dirigé, donc
il existe ¢ € U(a, b) n I, c’est une contradiction. Il existe alors le plus grand élément
1, de I, c’est-a-dire I = L(1,).

D’autre part, si M ne satisfait pas a la condition maximale, il ¢xiste une sous-chaine
infinie de M de la forme

Co <€ <y < ...

o0

Soit I =  L(c,). I est la réunion d’une chaine de o-idéaux, alors, d’apreés le théoréme
n=0

3, I est aussi un o-idéal de M. Mais I n’a pas de plus grand élément, puisque pour
chacun x € I, il existe un élément ¢, > x. Il en résulte que / ne peut étre un o-idéal
principal.

Théoréme 6. Soit M un ensemble ordonné satisfaisant a la condition maximale et
soit #(M) I’ensemble des o-idéaux de M ordonné par I’inclusion. Alors, pour que (M)
soit un treillis, il faut et il suffit que M soit un treillis.

Démonstration. Soit # (M) un treillis. M satisfait a la condition maximale, alors,
d’apres le théoreme 5, # (M) = £ (M), ol £ o(M) est 'ensemble des o-idéaux princip-
aux de M. Par suite, sia, b e M, il existe ¢, d € M tels que

ian(M)(L(a)y L(b)) = L(c),
sup,)(L(a), L(b)) = L(d).
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Montrerons que ¢ = a A b,d =a Vv b. llestclairquea,b > c.SixeM,a, b > x
alors aussi L(x) = L(a), L(b), et par suite, on a L(x) < inf,y,(L(a), L(b)) = L(c).
I en résulte ¢ = x, c’est-a-dire ¢ = a A b. On montre de la méme mainére que
d = a Vv b. Par suite, M est un treillis.

L’implication inverse est évidente.

Soit .# (M) 'ensemble des o-idéaux d’un ensemble ordonné M ordonné par I'inclusion,
A, Be #(M). Dans le théoreme suivant, 4 < B signifie que 4 < Bet 4 < B que B
couvre A dans S(M).

Théoréme 7. Soit A un o-idéal d’un ensemble ordonné M et soit ae M tel que
A < L(a) dans $(M). Il existe alors un o-idéal Bde M tel que A < B < L(a)
dans S (M).

Démonstration. Considérons I’ensernble #, des o-idéaux I pour lesquels 4 <
< I < L(a). Si (I;, A€ A) est une sous-chaine de ., alors I = |J I, est aussi un

AEA
o-idéal de M (d’aprés le théoréme 3) et on a 4 < I < L(a). D’apres le théoréme
de Kuratowski-Zorn, il existe au moins un élément maximal de #,. Notons B 'un
d’entre eux. Supposons qu'il existe un o-idéal C de M tel que B < C < L(a). Mais
alors C appartient & .#,, et donc B n’est pas maximal de #,, une contradiction.
C’est-a-dire que B < L(a).

Définition 6. Nous appellerons un o-idéal P d’un ensemble ordonné M premier
si on a: Pour tout couple (x, y) d’éléments de M, L(x,y) # ¢ et L(x,y) < P en-
trainent xe P ou y € P.

Par dualité o-antiidéal premier.

Théoréme 8. Soient M un ensemble dirigé, ¢ # P < M. Alors P est un o-idéal
premier de M si et seulement si M\ P est un o-antiidéal premier de M.

Démonstration. Soit P # M un o-idéal premier.

1. Soient ¢, de M\P, L(c, d) n (M\P) = ¢. Mais puis ¢ # L(c,d) = P, et parce
que le o-idéal P est premier, on a c € P ou d € P, ce qui est impossible. C’est-a-dire:
Si ¢, de M\P, alors L(c, d) n (M\P) # ¢.

2. Soient ce M\P, ¢ < u, u€ P. Par suite ¢ € P, unc contradiction. C’est-a-dire:
Sice M\P,ue M, c < u, alors ue M\P.

3. Soient u,ve M, U(u,v) < M\P, ueP, veP. Lorsque P est un o-idéal, on
a U(u,v) n P # ¢, une contradiction. Cest-a-dire: Si u, ve M, Uy, v) € M\P,
alors ue M\P ou ve M\P.

80



BIBLIOGRAPHIE

[1]1 Birkhoff, G.: Lattice theory, édition russe, Moskva 1952.

[2] Kuros, A. G.: Lekcii po obsej algebre, édition tchéque, Praha 1968.

[3] Szdsz, G.: Théorie des treillis, Budapest 1971.

[4] Rachiinek, J.: Prime subgroups of ordered groups, Czech. Math. J., 24 (99) (1974), 541—551.

Jifi Rachiinek
Leninova 26
771 46 Olomouc

Souhrn
O-IDEALY V USPORADANYCH MNOZINACH

JIRI RACHUNEK

Podstatnou roli v teorii svazii hraji idealy a antiidealy. Ukazalo se uZite¢nym (napf.
v teorii uspofadanych grup) zobecnit tyto pojmy pro libovolné uspofddané mnoZiny.
Dostaneme tzv. o-idedly a o-antiidedly. V ¢lanku jsou zavedeny pojmy o-idealu,
o-antifiltru, hlavniho o-idealu, o-prvoidealu, uspotfddané mnoZiny o-idealti a ukazany
jejich zakladni vlastnosti.

\ Pesiome

O-UAEAJIBI B YIIOPAJOYEHHBIX MHOXECTBAX

UPXHN PAXYHEK

B Teopum peli€rok CyLIeCTBEHHYIO pOJIb MIpaloT Uaeasbl U aHTHuOeansl. [loka-
3aJI0Ch MOJIE3HBIM (HANpUMMEpP B TEOPUU YMOPSAOUYEHHBIX TPYHMN) 3TH MOHSATHS
06001LMTH At NPOU3BOIbLHBIX YIOPSAOYEHHBIX MHOXecTB. ([TonyyaroTces o-nmeasnst
U 0-dHTHHMAeasipl.) B cTaTbe BBeAEHbI NCHATUA: 0-Wa€AJ, 0-aHTU(DUIBTD, [JIABHbIM
0-Ujeasl, NpPOCTOH O0-Uaeds, YNOPSAAOUEHHOE MHOXECTBO O-HEaJIOB, U MOKA3aHbI
HX OCHOBHbIE CBOWCTBA.
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