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1980 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS 
FACULTAS RERUM NATURALIUM — TOM 65 

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ СТРОГО И СПЕЦИАЛЬНО 
НЕСОПРЯЖЕННЫХ Л И Н Е Й Н Ы Х ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

ЯРОСЛАВ КРБИЛЯ 

{Поступило в редакцию 20. 4. ^ 7 8 г.) 

Посвящено академику О. БОРУВКЕ п дню его Ш-летия 10. 5. 1979 г. 

§ 1. Построение последовательности дифференциальных уравнений 

Пусть дано обыкновенное линейное дифференциальное уравнение второго 
порядка вида: 

Уп + УпЫ Уп = 0, уп = йуп1<18п. &п) 

Предположим, что действительная функция ^п, которую будем называть носи
телем уравнения (#л), обладает свойством: 

Яп е С0(1п), 1п = (ап, Ъп) = [зп : - оо й ап < 8п < Ъп й + оо}, п е Ра, 

причем Р0 = {0} и Р и Р — множество всех натуральных чисел. Множество 
всех действительных функций, которые имеют на множестве М непрерывные 
производные к-го порядка, будем обозначать через Ск(М), к е Р0. 

Под решением дифференциального уравнения (д„) на интервале I с= /п под
разумеваем функцию уп такую, что уп е С2(1) и для всех зп е I имеет место ра
венство (#„). Тривиальное нулевое решение уп = 0 учитывать в дальнейшем не 
будем. 

Если действительная функция и1+1, ге Р0 обладает свойствами: 

1° к* + 1 бС 2 (/ | + 1 ) , / | + 1 = (л | + ! ,*,+ !>, 
2° и1+1 > 0 для всех ^ + 1 е /,+ 1 , 

* | + 1 Ь. + 1 

3° 5, = а4 +- | иГД(0Л, | щ+\(1)<11 = Ь, - а„ 
а< + 1 а . + 1 

то будем говорить, что функция м,+ 1 принадлежит классу У1+1 и обозначать 

Щ+1 е ( К | + - ) . 



В дальнейшем при ссылках на одно из условий с0, с = 1, 2, 3 будем указывать 
пару(с°,^+ 1). 

Предметом нашего исследования является последовательность {(^п)}^0 

дифференциальных уравнений (#,,), носители которых конструируются с по
мощью функций и{,ге Р, таким образом, чтобы все дифференциальные уравне
ния-члены приведенной последовательности имели один и тот же характер 
с точки зрения колеблемости, или неколеблемости. 

О взаимной связи любых двух соседних членов рассматриваемой последова
тельности говорит 

Теорема 1. Пусть дано дифференциальное уравнение 

УЧ + Фг) У г = 0, у[ = йу^Лц, Ш 

носитель которого ^^еС0(I^), 1{ = (а1,Ь1), геР0. Если функция и1+1е(У1+1), 
и функция у{ является решением дифференциального уравнения (<̂ ) на интервале 
/|, то функция 

У 1+1^1+ 1> = Щ+ 1<>г + 1> У&*д> 0) 

где сложная функция ^ = ^С^+О определена согласно (3°, У1+1), является 
решением дифференциального уравнения 

У'1+1 + ЧИ+\(*1 + 1)У1+1 = °> У'г+1 = ^ г + 1 / ^ , + 1' (^-и) 

на интервале ^ + х и носитель дифференциального уравнения (<7(+ х) записывается 
в виде 

Чг+М+\) = ^[Фг+О] МГ+41<Л+1) ~ "Г+ 1(̂ *+1) «1+11(5|+ 1>- (2) 

Дифференциальные уравнения (<70, ̂ 1+1) на интервалах /,, ^ + 1 соответственно 
являются одновременно колеблющимися, или неколеблющимися. 

Доказательство. Так как функция з( = ^(^ + 1 ) возрастает и для интер
валов II, Д + 1 имеет место 11 = ^ ( ^ + 1 ) , то функция у1+1, выражаемая формулой 
(1) определена на интревале 11+ {. Для второй производной функции у1+ г имеем 
выражение: 

У1+1 = Щ+1Уг + У1'Щ+\> ' = ^№*+1> ' = Й/Л4. 

Если в этом выражении заменить, исходя из дифференциального уравнения 
(<?,), уУ на - с ^ , то получим 

У'1+1 = [<+1^Г+11 - 4*"Г+41] "г+1^1-

Отсюда согласно (1) и (2) вытекает, что функция у 1+1, выражаемая формулой 
(1), является решением дифференциального уравнения (#*-ц) на интервале 
/ т . Утверждение, что дифференциальные уравнения &<), №1+1) на интервалах 
II, Д + 1 соответственно являются одновременно или колеблющимися, или не
колеблющимися следует из формулы (1) и неравенства (2°, ^ + 1 ) . 



Введем далее следующие обозначения, использование которых упрощает 
выкладки при анализе связи между нулевым и л-ым членом рассматриваемой 
последовательности {(#„)}Г= о • 

Пусть $,, * е Р 0 , суть функции удовлетворяющие (3°, ^ + 1 ) . Для множества 
Д ^ - о б л а с т и определения функции я( и множества Я(5 ( + 1)-области значений 
функции 5 1 + 1 имеем соотношение 

ЭД = Я(*<+ 1) = / , + 1 . 

С помощью функций 5, можем определить сложные функции: 

зп = фп

+1), ОйКп, пеР; зп

п = зп, пеР0. (3) 

В частности 

$о = ФИ = Ф 1^1)1 = Ф&гУ]-
При этом 

5?(5Л + 1 ) = 5Г1- (4) 

Кроме того, для областей определения и значений функции я", т. е. для множеств 

^(5") = 4> #(5") = 1ц имеем соотношение: 

*?(/„)=/*. (5) 

Теорема 2. Пусть дана последовательность дифференциальных уравнений 
{07/.)}Г=о> любые соседние члены которой обладают свойством указанным 
в теореме 1. Тогда если у0 является решением дифференциального уравнения 
(#о) на интервале /0>

 т о дифференциальное уравнение (<7П), пе Р имеет носитель 
^п ^ С0(1п), выражаемый при помощи носителя ^0 формулой 

Чп(°п) = 9оЮ П « 7 4 ( Ф - Е «;(*/) чКФ П « 7 4 ( Ф (6) 
1-1 7=1 * = 7 + 1 

и функция 
п 

Л(«и) = П " / $ УоОо) (7) 
7=1 

является решением дифференциального уравнения (#„) на интервале 1Я. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . При п = 1 имеем дифференциальное уравнение (<70)» 

Чо^С0(10), 10 = (а0>*о)- Возьмем функцию их е ^ ) . Аналогично, как и при 
доказательстве теоремы 1, можно проверить, что функция уг = игу0(з0)9 где 
функция 5 0 = -^(-О определяется интегралом 

«о = ао + \их

2(1)йи 

т. е. функция 

-2( 

at 

yi = "iJo(si) (8) 
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является решением дифференциального уравнения (дг) с носителем 

41(51) = «о(*о) иЛч) ~ "1(51) ИГЧО- (9) 

Так как функции у0, ^0 определены на интервале 10, то функции уи ^ выражае
мые формулами (8), (9) соответственно, определены на интервале 1Х = (а±, Ьх). 
Таким образом при /1=1 утверждение теоремы справедливо. 

Следуя методу индукции, предположим, что данное утверждение справедливо 
для п = /, т. е. что дифференциальное уравнение (#г) имеет носитель, определен
ный на интервале 1{ и выраженный формулой: 

<?,(*) = <?о(50) п « ; 4 (4) - ^ «;•(*})«;ЧФ п «; 4 (4) (10) 
7 = 1 7 = 1 * = 7 + 1 

и что функция 

У^) = Пи№Уо(*о) 01) 
7 = 1 

является решением уравнения (<7,) на интервале I,. Тогда из теоремы 1 следует, 
что для функции у 1+1, выраженной согласно (1), где вместо у{ выписана правая 
часть из (11), справедлива формула: 

Ух+\(Ч+д = Щ+1^1+I) Уг[Ф1+1)1 = Щ+1^1+1)]1и]Ы($1 + ь)]Уо18о(^+1)]. 
7 = 1 

Используя равенство (4) получим 

у1+^+1) = ПиА^')Уо^о+11 
7 = 1 

эта функция является решением дифференциального уравнения (#1+1) с носи
телем, выраженным формулой (2) и определенным на интервале / | + 1 . Если 
в формуле (2) выразим ^^ в соответствии с (10), то получим: 

г 

^^+М+^) = ^о{Ф^+^)^и^\(8^ + 1)X\и^\ф^ + x)~] -
7 = 1 

I г 

~ Щ+\(&1+\) Е и'Яф1+1)] ^Ъ^Ъ+Л П ^~ 4 К(^ + 1)] ~ Щ+1(51+1)
 иГ+\(81+1). 

7 = 1 к=]+1 

Используя далее соотношение (4), получим для д1+1 выражение: 

<?.: 1(5«+о = «о(4+ * ) п » ; 4 ( ^ + ' ) - 1 « ; (*г х )» ;Ч4 + х) п « ; 4 ^ + ')• 
7 = 1 7 = 1 Л = 7 + 1 

Таким образом мы показали, что утверждение теоремы справедливо при 
п = I 4- 1 и доказали тем самым данную теорему полностью. 

Заметим что 
к к 

П " ; = "*» П «О8*1-
7 = * 7 = * : + 1 



В дальнейшем будем выбирать функции и1+1 специальным образом. Для 

простоты обозначим: 

е_! = 0 , е-2 = - оо, ек == ехр [ек„х1 

/0(0 = /, 4 + 1 ( 0 = 1ов [1,(0], кеР0, 

используя, естественно натуральные логарифмы. 

Положим 

Щ+1 = 7 5 - + 1 ' / б Р о > ( 1 2 ) 
где 

*,+1 е / | + 1 = ( а 1 + 1 , Ь1+ 0 , а < + 1 ^ 0. 

Очевидно, что функция и(+1 е ( ^ + 1 ) . Полагая, что 

Ига 1о§(^ + 1 ) = аь 
si + i-^fli + i^ 

получаем из (3°, К,-+1) функцию 

Ъ = -ОЕ (-?4+1), / е Р 0 , (13) 

определенную на интервале Т1+1 = (а1+1, Ь1+1). Полагая а0 = - оо, Ъ0 = + со, 

получим, что 

Л+1 = (<?*-!, + оо), / е Р м = {- 1} и IV 

Легко можно проверить, что для функций определенных согласно (3) имеет 

место соотношение: 

** = 1к^{вк), 0^]йк. (14) 

В соответствии с (12) и (14) имеем 

П«ХФ = П >/'/*-)• 
1=1 7 = 0 

Дифференцируя дважды функцию и1 по я,- получаем 

и'^) = 1/2 Л - А ) > « ; ( ф = ™ 1/4/,,-А.) у/1п-АЗп)' (15) 

Тогда из теоремы 2 непосредственно вытекает следующая теорема: 

Теорема 3. Пусть дано дифференциальное уравнение (#0) с носителем 

Яо е С0(10), где интервал 10 = (— оо, + со) и пусть ^ 0 является решением этого 

уравнения на интервале ^ . Тогда дифференциальное уравнение (дп), пеР, 

носитель которого обладает свойством ^пеС0(Iп)^ 1п = (еп-.2, + со) и выра

жается формулой: 

<?„(*„) = во[«--)] П '7 2 ( 0 + I (2 П «5*))~ 2> ( 1 6 ) 

7 = 0 7 = 1 * = 0 

обладает на интервале 1п решением 

л - 1 

j = 0 
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§ 2. Некоторые свойства гиперболических и параболических фаз 

При рассматривании свойств дифференциальных уравнений ^п)9 кроме дру
гих средств, употребляются фазы. Теория фаз находится в тесной связи с тео
рией преобразований дифференциальных уравнений («?), ({?): 

у" + д(?)у = о9 у' = йу\й$9 (а) 

^ е С0(1)9 I = (а9 Ь)9 

У" + ^(5) У = О, У' = йУ\й89 ( 0 

^ е С0(/), 3 = (А9 В). 
Суть преобразования состоит в установлении связи между решениями дифферен
циальных уравнений (а)9 (О) и решениями нелинейных дифференциальных урав
нений Куммера: 

{x9з} + ̂ (x)x'2 = ^(з)9 (е,«) 
где символ 

{X, *} = (Х"\гх')' - (X72X,)2 

обозначает производную Шварца функции X в точке .у. 
Имеет место (см. [3, 4]) утверждение: 
Если X является решением дифференциального уравнения на интервале 

г с 1и Х'($) Ф 0 для всех з е 19 и У является решением дифференциального 
уравнения (©, определенным на интервале у с Х(г) <= •/, то сложная функция 

У = у т / 7 т , (18) 

является решением дифференциального уравнения (#) на интервале и 
В дальнейших рассуждениях мы будем обращать внимание на так называемые 

несопряженные дифференциальные уравнения. Для их исследования исполь
зуются гиперболические, или параболические фазы [1, 11, 12, 13], поэтому 
напомним их определения. 

Функции осн, (хр называются гиперболической, параболической фазой диф
ференциального уравнения (#) соответственно, если они обладают свойствами: 
(О принадлежат к классу С3 на соответствующих интервалах определения 

1Н91р и ап(з) ф 0, и!р(8) ф 0 для всех зе 1к9 1р9 

(и) удовлетворяют соответственно дифференциальным уравнениям 

{аА, $} - ^ 2 - ^н(8), 8в1к9 ( - 1, ̂ ) 

{сср95}=^р(8)9 5Е1р, (О,?) 

где функции ^п9 ^р совпадают на интервалах 1п9 1р с носителем ^ уравнения (17). 
Фаза а определенная на интервале 1к = (ак9 Ьк) а I и такая, что 
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11т ф) = - со 8§п а', Нш Ф) = + со $§п а', (19) 

называется главной фазой на интервале 1к. 
Решение у дифференциального уравнения (#), определенное на интервале /, 

называется правым, или левым главным решением дифференциального уравне
ния (#) на интервале /, если для всех ~е I 

5 Ь 

У(*) * 0, | У~\х) их < + со, | у~\х) с\х = + со (20) 

у($) Ф 0, $у 2(х)сЪс<+со, $у 2(х) <Ъс = + с о 

соответственно. 
Можно доказать [13], что правое главное решение на интервале /, дифферен

циального уравнения (#), существует тогда и только тогда, когда существует 
левое главное решение дифференциального уравнения (#) на интервале /. На 
основании этого определяем: 

Дифференциальное уравнение (#) называется строго несопряженным диф
ференциальным уравнением на интервале /, если существует левое, или правое 
главное решение дифференциального уравнения (</) на интервале /. 

Дифференциальное уравнение (д) называется специально несопряженным 
дифференциальным уравнением на интервале /, если существует его решение 
у такое, что 

5 ь 

У($) Ф °> | У~\х) &х = + со, | У~\х) йх = + со, (22) 
а л' 

для всех 5е I. 

Решение у, дифференциального уравнения (<7), подчиняющееся (22), назы
вается главным решением дифференциального уравнения (#) на интервале /. 

Отметим, что правое главное решение дифференциального уравнения (#) на 
интервале /и главное решение дифференциального уравнения (#) на интервале /, 
являются также главными решениями в том смысле, какое было введено Лей
тоном и Морсом в [18]. Обратное утверждение не имеет, вообще, места. 

Пусть дифференциальное уравнение (#) является строго, или специально не-
сопряженным на интервале /. Базис решений (у1, у2) дифференциального 
уравнения (#) называется главным базисом уравнения (#) на интервале /, если 
одно из решений у19у2 является левым и другое правым главным решением 
на интервале /, или если одно из решений является главным решением на 
интервале /. 

Из свойств решений дифференциального уравнения (б, ^) соотношения (18), 
из определения гиперболических, или параболических фаз и из определения 
главных фаз (19) вытекает следующее утверждение [13]: 

11 



Лемма 1. Если ал, или ар является фазой (главной фазой) дифференциального 
уравнения (#) на интервале /, то функции 

у 1И = [ехр (осн щп а0]/7| а'н I, Угн^ [ е х Р (~Ч ^ п «л)]/\/| а). |, (23) 

У1Р = «Р/\/| а; |, у2 р = 1/\/| а; |, (23а) 

составляют базис (главный базис) решений дифференциального уравнения (а) 
на интервале /. В случае главного базиса, если 8§па' = 1(— 1), то у2Н(ущ) 
является правым и у1Н (у2Н) левым главным решением на интервале /, или 
у2р является главным решением на интервале /. 

Из выше сказанного вытекает, что имеет место: 

Лемма 2. Необходимым и достаточным условием того, чтобы дифферен
циальное уравнение (#) было строго, или специально несопряженным дифферен
циальным уравнением на интервале /, является существование главной гипер
болической, или главной параболической фазы дифференциального уравнения 
(а) на интервале /. Носитель этого дифференциального уравнения можно вы
разить формулой (— 1, а), или (0, а). 

§ 3. Несопряженные дифференциальные уравнения одинакового типа 

В этом параграфе используем результаты из § 1 и свойства параболических, 
или гиперболических фаз, введенных в § 2. Будем искать ответ на вопрос, при
надлежат ли дифференциальные уравнения — члены последовательности 
{(#л)}.-Г=о> носители которых выражаются формулой (6) к одному и тому же 
типу, на соответствующих интервалах, причем тому типу, к которому принадле
жит дифференциальное уравнение 07о) на интервале /0. 

Ниже будем предполагать, что функции щ е (У() для всех ге Р. С помощью 
функций а0 таких, что 

а0 е С3(/0), а0 ф 0 для всех *0 е 10 = (а0, Ь0) (а0) 

и функций 5(, 1еР0, удовлетворяющих (3°, К<+1), построим далее функции: 

Фд = «о(*о), ^еРо^ (24) 

Лемма 3. Функции а, определенные формулой (24) обладают свойствами: 

фдеСШ ФдФО (25) 

для всех 51 е Ь, 
а,.+ 1(5 ( + 1) = а>.(5Г1). (26) 
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Доказательство . Свойство (25) следует из свойств производных сложных 
функций ввиду (а0) и свойств функций ^ . Из определения (24) и свойства (4) 
получаем равенство 

а.+ 1<А + 1) = ао(«0

+1) = а0[5о(5.. + 1)] = Ф&1+1У] = Ф\+1)> 

из которого вытекает справедливость (26). 

Лемма 4. Пусть дана последовательность функций {ал}^=0 определенных 
формулой (24). Тогда для каждого пеР производная Шварца функции а„ 
в точке 8п равна 

К> «Л = К-1* С\}С-1(5») + {«„-!, 5Л- (27) 

Доказательство, а) В случае п = 1, учитывая формулу для производной 
Шварца сложной функции [3, 4]: 

{XX, г} = {X, Х{г)} ^ ' 2 (0 + {2,1}, (28) 
получим 

{а1? 5Х} = {а0[50(*1)].*1} = К ъ 50(-ч)} 50

2(5!) + {:50, 5Х} = 

= {ао>4}*о2С*1) + N ^ 1 } . 

б) Пусть (27) справедливо при п = т. Тогда из (28) и (26) получим 

\ а т + 1 ' 5 т + 1 } = {^т(8т )>8т+1) = {ат> 5 т ( 5 т + 0 ) 5 т ( 5 т+1) + { 5 т ) 5 т + 1 / = 

= {Кт* 8т } 5 т ( 5 т + 1) + 15т? 5 т+1}-

Итак лемма доказана. 

Лемма 5. Если выполняются условия предыдущей леммы, то для каждого 
пе Р имеет место соотношение 

к,5„} = {а0,я5}"п»;а(-7-и) + "Е к>*"+!} "п -;2«+1> (29) 
7 = о ^=о к=^+^ 

Доказательство, а) При п = \ получаем аналогично как в части а) доказа
тельства леммы 4: 

{а155!} = {а0,5^}50

2(51) + {50,5!} = {а0, 5̂ } 50

2(5{) + {а0,5}} = 

= { а 0 ^ 0 } П ^ 2 ( 5 } ) + | : { 5 „ 5 ) + 1 } П 5;2(5,1

+1). 
7 = 0 7 = 0 к = ]+1 

б) Используя выражение для производной Шварца в (29) при п = т, получим 
при п = т + 1 на основании леммы 4, что 

{ а т+1 > 5 т + Н ~ \ ат» 5 т } 5 т ( 5 т + 1 ) + {5т> 5 т + и = 

т - 1 
'2г т ({«o,ső(s«+i)}ПsЛs"+i(s-+i)] + 

J = 0 
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» | - 1 т-1 

+ I (*7> «7+1&-+1)} П 4 2 К - ы ( 5 т + 1 ) ] ) 5 т

2 ( 5 т + 1 ) + {5т, 5 т + 1 } = 
7=0 & = 7+1 

т - 1 т - 1 т - 1 

= { а о ^ Г 1 } ^ т + 1 ) П ^ 7 +

+

1

1 ) + ЕК,^Л 1 }5^(5 т + 1 ) п »Л*Г+7) + 
; = о 7 = 0 * = 7+1 

т т т 

+ К, *т+1} = {«о, «Г 1 }По'МХ) + I К-> -7Л1} П -Л-ГЛ1). 
7=0 7 = 0 * = 7 + 1 

Лемма 5 доказана. 

Теорема 4. Пусть функции м̂  е (V,), г е Р и дифференциальное уравнение 

(#0) является специально, или строго несопряженным на интервале Т0. Если 

любые соседние члены последовательности дифференциальных уравнений 

{(&.)}Г=о соответствуют теореме 1, то каждый член этой последовательности — 

дифференциальное уравнение с носителем ^п, пе Р имеющим вид (6), является 

специально, или строго несопряженным уравнением на интервале 1п. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для установления факта специальной несопряженности 

уравнения (<7Л) достаточно доказать согласно лемме 2 существование главной 

параболической фазы этого уравнения на интервале 1п. По предположению, 

существует главная параболическая фаза а 0 дифференциального уравнения (#0) 

на интервале 10. Докажем, что сложная функция ап(хп) = а0(,у") является главной 

параболической фазой дифференциального уравнения ^п) на интервале 1п. 

Функция ап обладает свойством (25), где / = п. Покажем, что на концах интер

вала 1п = (ап, Ъп) функция ап стремится к бесконечным пределам (19). Действи

тельно из свойств функций з( удовлетворяющих (3°, У1+1) вытекает, что 

Н т 5г(51+1) = а{у Н т .МХ+1) = Ьг, I = 0, 1, 2, ..., п — 1. 
5 . + 1"*«. + 1 + 5 * + 1 - * & » + 1 -

Поскольку для главной параболической фазы а 0 имеем 

Н т а0(50) = - со 8§п а 0 , Н т а0(50) = + оо $&п а 0 , 

ТО 

Н т а0(50) = — со $&п а 0 , Н т а0(з0) = 4- со 8§п а 0 . 
хп-+ап

+ &п->Ъп-

Далее нужно показать, что носитель дифференциального уравнения (<7„), выра

жаемый формулой (6), где ^0(з0^) = {а0, $п

0}, т. е. носитель 

<?„(*„) = {«о, *0} П «7*(»3) - I "К*") -74*5) П "7 4 «) (зо) 
7=1 1=1 * = 7+1 

равен носителю ^п который в силу (0, ^) принимает вид 

в , ( О я { ^ » в « } а { « о ( в о ) . 4 (31) 

Эта производная Шварца была вычислена в лемме 5. Производные функции 

51 равны: 

5<(в* + 1 ) = Щ+\(*1 + 1), Фг+х) = ~2М/+1(5 |+1)иГ+31(5| + 1>, 
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откуда получим, что 
0*Г/2-чУ = -Щ+1/Щ+1 + (и[+1/щ+1)

2, 

(з'!/28[)2=(и[+1/и1 + 1)
2, 

и производная Шварца 

{ ^ $ 1 + 1 } = -и-+1(^+1)Щ+\(81+1). 

Если при помощи данных выражений мы заменим функции 5 функциями и, то 
получим из (31), (29) формулу: 

л - 1 

Яп(*п) = {«О, «о} П "7+41(^+1) ~ 
7 = 0 

-П^и';+ 1(8п

+ 1)иГ+\(зп

+ 1) "П « ж М и ) . 
1=0 Л = 1+1 

которая совпадает с (30). Теорема доказана. 
В гиперболическом случае, т. е. тогда, когда дифференциальное уравнение 

(#0) является строго несопряженным на интервале 10, доказательство анало
гичное. Не приводя его полностью, заметим, что тогда функция а„ = а0(50), 
где а0 — главная гиперболическая фаза дифференциального уравнения (я0) на 
интервале /0, является главной гиперболической фазой дифференциального 
уравнения (#л) с носителем выражаемым формулой, аналогичной (30): 

яМ = [{«о, *0} - а0

2(5"0)] П «74(*") - I ">(-5>"71(«") П -Л-Э- (32) 
; = 1 }=1 к=^+1 

В этом случае вместо (31) получим формулу: 

«.(«„) = {*., е.} - <2 = Ы-о). *„} - а0

2(50) = 

= [{«о, *о} - ао2(«"о)] П » Ж + 1 ) + " I &• 5 ^ } П ^ « + 1 ) - ( 3 3) 
7=0 1=0 * = 1+1 

Следствие 1. Дифференциальное уравнение ^п) с носителем (30), или (32) 
имеет на интервале 1п следующий главный базис решений: 

УuP(s„) = П и/s5)«o(sS)/V|a0(sS)|, 
j=i 

(34) 

^„р(0 = П"А")/^ а о(5о)1, 
1=1 

или 

yU*n) = li «/*") (exp [a0(so) sgn a0])/V| a0(s0) |, ( 3 5 ) 

УгМ = П »/«у)(ехр [-«оС^о) *8п а0])/ч/| а0(«0)|, 
1=1 

где а0 = <кс0/^з0. Если $&п а0 = 1 (-1), то у2пь(У1пк) является правым и Уш&гпк) 
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левым главным решением на интервале /„ дифференциального уравнения (-?„) 
с носителем (32). Решение у2пр является главным решением на интервале /„ 
дифференциального уравнения (<7П) с носителем (30). 

Доказательство. Из леммы 1 и выражения (7) следует, что функции (34), 
или (35) суть решения дифференциального уравнения &п) на интервале /„ с но
сителем (30) или (32) соответственно. Очевидно, что они составляют базис. 
Остается доказать, что они представляют собой главный базис. Докажем 
это в параболическом случае. Для этого нужно установить, что решение у2пр из 
(34) удовлетворяет (22). Действительно, для всех $п е 1п имеем у2пр ф 0. Полагая 
далее 

л - 1 я - 1 

г = 52, йг = (5^)' й$п = П ф]+ 0 * « = П "7+21(я5+1) Л$п 
7 = 0 7 = 0 

получим для всех ^о е /„: 

*пО «пО Л 5 0 0 

1 Угпр^п) &п = 1 П »72(«") I «о(«о) I Ж„ =- Л «о(2) I <!2 = + оо, 
<*п ап 7 = 1 ао 

где 50 0 = 5о""1(^п0). Точно также получим, что 

Ь п 

\ У2п2р(*п) <1*п = + 0 0 . 

Так как доказательство в гиперболическом случае аналогичное, следствие 
1 доказано. 

При /2=1 параболический и гиперболический случай был исследован в ра
боте [15] а гиперболический случай, если гиперболическая фаза а0(з0) = 50 на 
полуоткрытом бесконечном интервале <а, + со) был исследован в работе [20] 
(см. теорема 9, стр. 207). 

Используем теперь теорему 3 или теорему 4 и следствие 1 в специальном 
случае, когда в качестве дифференциального уравнения (#0) примем уравнение 
с постоянными коэффициентами у" = 0, или у" — у = 0 на интервале /0 = 
= (—со, +оо) с главной параболической, или гиперболической фазой 
а0С$о) = о̂ • Тогда справедливо 

Следствие 2. Дифференциальное уравнение ^п), п е Р, с носителем ^п е С0(/п), 
/я = (еп-2> +°°)> определенным формулой 

«*-Ё(-ПМ-»)Г2, (36) 
7 = 1 * = 0 

или 

«-* = I С2П '*(Х")Г2 - П Ч\*п), (37) 
7 = 1 к=0 7 = 0 

имеет на интервале /„ главную параболическую, или гиперболическую фазу 
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а„ = 1п(зп) и главный базис 

f t - i 

УШ = П 7 'А> «*-), У2ПР = П V'/5»)- <38) 
/ = 0 7 = 0 

или 

У1* = "Й V ® /-1^)' У2пп = П \/Ш ^ ( О - (39> 
./-=0 / = 0 

Справедливость этого следствия вытекает из того, что у2пр является главным 
решением на интервале 1п и У1ПП(у2пп) является левым (правым) главным реше
нием на интервале I,,. 

В случае п = 1 получим из (36) носитель 

ЯфО = 1/4*? (40) 

дифференциального уравнения Эйлера. Таким образом члены последователь
ности {(-7,-р)}®:-. 1 с носителем вида (36) можем рассматривать как специально 
несопряженные обобщенные линейные дифференциальные уравнения Эйлера 
на интервале 1п = (е„_2, +оо), (см. [14]). 

Заметим, что логарифмическая шкала Хилле-Хартмана используется при 
анализе неколеблемости решений линейных дифференциальных уравнений 
второго порядка (см. [6, 8, 19, 20, 21]). 

§ 4. Достаточные условия несопряженности дифференциальных уравнений 

В настоящем параграфе рассмотрим достаточные признаки несопряженности 
дифференциальных уравнений 

у" Л- Ап(зп)у = ^ (Ап) 

на интервале ^п = (сп, с1п) с /я, Апе С0(/п), пе Р0. Справедлива 

Теорема 5. Если функции щ е (У(), / е Р и функция а0 е С3(10)9 а^ФО для всех 
я0 е 10 такова, что 

Нт а0(50) = - со §&п а0, Пт а0(50) = 4- со 8§п а0, ' = /̂<150 
50 "•во* 5 о ~ * Ь о -

и если для всех $п е ^п, пе Р0 имеет место неравенство 

Ап(зп) = {«о, 55} П и;4(*,п) - I "Ка") «7' (Ф П -*"*(-*)• (41) 
/ = 1 ./=1 * = ./+1 

то Дифференицальное уравнение (Ап) является несопряженным на интервале /„. 
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Доказательство. Дифференциальное уравнение (<7П) с носителем (30), рав
ным правой части неравенства (41), имеет главную параболическую фазу а0(50) 
на интервале 1п. Поэтому это дифференциальное уравнение является в силу 
теоремы 4 специально несопряженным на интервале 1п. Отсюда и из известной 
теоремы справнения Штурма заключаем, что дифференциальное уравнение 
(Ап) является несопряженным на интервале ^п. 

Положим далее а0(.у0) — д0 и иь — %/11. Тогда из следствия 2 и выражения (36) 
получим 

Следствие 3. Если для всех 5 п Е / . с ( е „ _ 2 , +оо), пе Р, имеет место нера
венство 

-4ЛО - _ (-П «О)"2. < 4 2 > 
7 = 1 Л=0 

то дифференциальное уравнение (Ап) является несопряженным на интервале ^п. 
Из последнего следствия в случае п = 1 получаем модификацию известного 

критерия неколеблемости Кнезера [9]: 
Если Аг(5{) й 1/4̂ 1 для всех ^ е ^ с= (0, + со), то дифференциальное уравне

ние (Аг) является несопряженным на интервале ^1. 
В случае п ^ 2 получаем модификацию критерия неколеблемости Беллмана 

[2], выведенную другим путем в [10]. 
Выбирая в качестве главной параболической фазы а0 и функции иь в теореме 5 

какие-либо функции, можно получить те или иные достаточные признаки не-
сопряженности дифференциальных уравнений вида (Ап). Таким образом можно 
сказать, что наши результаты указывают на общий метод конструирования 
достаточных условий несопряженности дифференциальных уравнений (Ап) осу
ществляемый при помощи фаз и теоремы сравнения Штурма. Подобный подход 
в случае неколеблемости применен в [7]. 

В заключение отметим, что аналогичные вопросы, но с помощью других 
методов исследуются в [6, 16, 17, 22]. Заметим также, что основная идея данной 
работы была использована для анализа решений нелинейных дифференциаль
ных уравнений амплитуд в [5]. 
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Resumé 

POSTUPNOST RÝDZE A SPECIÁLNĚ DISKONJUGOVANÝCH 
LINEÁRNYCH DIFERENCIÁLNYCH ROVNÍC DRUHÉHO RÁDU 

JAROSLAV KRBIEA 

V práci sa študuje postupnost' {(a„)}!f=,0 diferenciálnych rovnic 

yH + a„(s„)y„ = 0 , ' = d/dsB, (qn) 

tf*e Co(I«), U = (#«» bn), konstruovaná pomocou funkcií ut9 i = 1,2, 3,. . . , ktoré majú vlastností 

Ui e C2(Ii), Ií = (at, bí), ui > 0 pre všetky s( e It, 
Si bi 

si-i = a ;_! + juj2(t)dt9 Ju7 2 (t)dt = bt_i — *,_!. 
O i <Zi 

Dokazuje sa, že pre nosiče a riešenia každých dvoch susedných členov uvažovanej postupnosti platia 
vzfahy (Veta 1): 

(JI+Í(SÍ+I) = í?i[si(si + i)3u7+i^i+i)~-Mí+ite+i)"7+í('S'ř+iX ' = dldsi+ly 

yi+i(si + i) = ui+i(si+i)yf(si), 
a pre n-tý člen platí (Veta 2): 

gn(sn) = r/oííS) f l uj*(s]) - £ « ; ( J » "7 'W) ri uz\sl\ 
j=l 7 = 1 fc=/+l 

n 

yn(sn) = EL «/(-*") yo(s o), 
1=1 

kde sj = si (sj+1) pre 0 < i < n a s^ = s„. Ďalej sa aplikuje, na vyššie uvedené, špeciálna voiba funkcií 
ut = v Si (Veta 3). Pomocou hyperbolických a parabolických fáz sa dokazuje (Veta 4), že ak diferen-
ciálna rovnica (a0) je rýdze, resp. speciálně diskonjugovaná na intervale I0, že potom každá dife-
renciálna rovnica (a„) uvažovanej postupnosti je taká istá na intervale Im. V špeciálnom případe, 
z Vety 3, pri volbě hlavnej hyperbolickej, resp. parabolickej fázy a0(s0) = s0 dostáváme zovšeobec-
nené Eulerove diferenciálně rovnice. Z práce vyplývá všeobecná metoda na konštruovanie postaču-
júcich podmienok pre diskonjugovanosť diferenciálnych rovnic pomocou Šturmovej vety a je uvedená 
(Veta 5) postačujúca podmienka pre diskonjugovanosť diferenciálnych rovnic, ktorá je modifikova
ným zovšeobecnením Kneserovho a Bellmanovho kritéria. 
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Summary 

A SEQUENCE OF PURELY AND SPECIALLY DISCONJUGATE 
LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS 

OF THE SECOND ORDER 

JAROSLAV KRBIEA 

We study a sequence {(an)}JL0 of differential equations 

y'n + qn(sn)yn = 0, ' = d/ds„, (a.,) 

Qn e C0(In), In = (a„, bn), constructed by means of functions ut, i = 1,2, 3,..., such that u( e C2(I<), 
Ii = (ai, hi), ui > 0 for all stelt, 

Si bi 

Si-t = ai_! + ju72(t)dt , Ju72(t)dt = bi_1—ai_i. 
<?i o» 

We prove (Theorem 1) that the carriers and the solutions of the two consecutive terms of the sequence 
satisfy 

ai + 1(s i+1) = qi[st(si + l)) ul^1(si + 1) ~- u't'+1(si+1) uT+tUi+i), ' = d/dsi+i 

yi + 1(si+1) = ui + i(si+i)y t(si), 

and for the n-th term we have (Theorem 2) 

qn(sn) = ao(so) EI uj\sn) - E u'J(snj) ujKs)) fl u**(sn
k\ 

j=i j=i ft=y+i 

n 
yn(s„) = EL Uj(sn) yo(4), 

J = l 

where s" = si(s"+1) for 0 ^ i< n, and sj = s„. Further, the above theory is applied to the specia' 
case ui = Vs* (Theorem 3). Using hyperbolic and parabolic phases we prove (Theorem 4) that if the 
differential equation (a0) is purely, resp. specially, disconjugate on the interval I0, then each differential 
equation (a„) of the sequence is purely, resp. specially, disconjugate on the interval /„. As a special 
case of Theorem 3, when the principal hyperbolic, resp. parabolic, phase has the form <x0(s0) = s0, 
we obtain the generalized Euler differential equations. Our results suggest a general method of 
constructing sufficient conditions for differential equations to be disconjugate via Sturm theorem. 
Finally, we give (Theorem 5) a sufficient condition for differential equations to be disconjugate which 
is a modified generalization of the Kneser's and Bellman's criterions. 
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