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UBER MENGEN MIT TRENNRELATIONEN

FRANTISEK MACHALA
(Eingelangt am 15. April 1980)

Die Trennrelationen werden eng zusammenhangend mit den Zwischenrelationen,
mit den zyklischen und vollstandigen Anordnungen behandelt. Nahere Untersuchung
dieser Problematik wurde durch den axiomatischen Aufbau euklidischer Geometrie
und durch spiteres Studium der allgemeineren angeordneten geometrischen Struktu-
ren angeregt. Die Trennrelationen stellen einen Grundbegriff in der Definition der
angeordneten projektiven Ebenen [4], insbesondere beim axiomatischen Aufbau
der reelen projektiven Ebene dar [1].

Die vorliegende Arbeit behandelt die Trennrelationen selbst an sich, die ent-
sprechende geometrische Interpretation unbeachténd. Sie werden hier etwas all-
gemeiner als normalweise auch fiir die nicht notwendig verschiedenen Elemente
definiert. Dem engen Zusammenhang zwischen den Trennrelationen und den zykli-
schen Anordnungen wegen, werden die Mengen mit Trennrelationen zyklisch ge-
ordnet gennant. Grundlegend ist dabei der durch Definition 4 eingefithrte Begriff
der konvexen Teilmengen. Ganz naturgemafl wird ein Homomorphismus zyklisch
geordneter Mengen definiert. In den Sétzen 10 und 11 werden dann die Zusammen-
hiange zwischen den Homomorphismen zyklisch geordneter Mengen und den Zer-
legungen dieser Mengen auf konvexe Teilmengen gezeigt. Durch jede konvexe
Teilmenge von # wird eine weitere Trennrelation auf .# bestimmt. Auf jeder
konvexen Teilmenge einer zyklisch geordneten Menge wird eine Zwischenrelation
und auf der Vereinigung zweier elementfremder Mengen mit den Zwischenrelationen
eine Trennrelation definiert. Die Zusammenhédnge zwischen diesen induzierten
Relationen sind in den Sitzen 18 und 19 angegeben.

In den anderen Arbeiten des Vefassers werden diese Ergebnisse fiir die Losung
des Problems der Fortsetzung einer Anordnung affiner Klingenberg-Ebene zu einer
Anordnung projektiver Klinberg-Ebene benutzt.

Definition 1.

Es sei . eine nichtleere Menge und =< eine bindre Relation in . Das Paar
(A, £) heiBt (vollstindig) geordnete Menge und < Anordnung von 4, wenn fiir
alle A, B, Ce ./ gilt;

(Al) 4 £ A4,



(A2) ASBAB<A=A=B,
(A3)) ASBAB<C=AZC,
(A4) A < BVB < A

Bemerkung 1.

Es sei (#, <) eine geordnete Menge. Definiert man eine weitere binidre Relation <,
in # durch 4 £’ B: <+ B £ A, dann ist <’ eine zu < inverse Anordnung von ..
Gilt 4 £ B und zugleich 4 # B, dann schreibt man, wie iiblich, 4 < B. Eine
einelementige Menge .# = {4} 14Bt sich durch 4 < A4 anordnen.

Definition 2.

Eine Terndrrelation (%%%) in einer nichtleeren Menge # heil}t Zwischenrelation,
wenn fiir alle 4, B, C, X e A gilt:

(Z1) (ABC) = (CBA),

(Z2) (ABC) Vv (ACB) v (CAB),

(Z3) (ABC) A (ACB) = B = C,

(Z4) (ABC) = (ABX) v (XBC).
Gilt (4BC), dann B liegt zwischen 4 und C.

Aus (Z1) bis (Z4) gehen folgende Beziehungen (Z5) bis (Z8) hervor;
(Z5) (ABC) A (BCD) = (ACD)V B = C,
(Z6) (ABC) A (ACD) = (BCD),
(Z7) (ABC) A (ACD) = (ABD),
(Z8) (AAB), (ABA) > A = B.
(Siehe [3], S. 24).

Satz 1.

Es sei (¥%¥) eine Zwischenrelation auf #. Sind A, B, C, X aus # mit B # A4, C, X,
dann kénnen die Beziehungen (ABC), (ABX) und (XBC) nicht zugleich gelten.

Beweis. Es sei (ABC) A (ABX) A (XBC) mit B # A, C, X. Fir A, C, X erhilt
man nach (Z2) (XAC) Vv (AXC) vV (ACX). Nach (Z1) und (Z6) ergibt sich (XAC) A
A (ABC) = (CAX) A (CBA) == (BAX) und nach (Z3) (ABX)A(BAX)= A = B,
also ein Widerspruch. Gilt (4XC), dann ergibt sich nach (Z6) (4BX) A (AXC) =
= (BXC). Aus (BXC) A (XBC) folgt dann nach (Z3) B = X, also wieder ein Wider-
spruch. Gilt (ACX), dann erhdlt man (ACX) A (XBC) = (BCA) und (4ABC) A
A (BCA) = B = C. Somit ist keine der Beziehungen (XAC), (4XC), (ACX) erfiillt
im Widerspruch zu (Z2). Unsere Voraussetzung (ABC) A (ABX) A (XBC) ist also
falsch.

Satz 2.
Es sei (¥%¥) eine Zwischenrelation auf M. Sind 0,1 zwei verschiedene Elemente

aus M, dann gibt es eine Anordnung < von M mit 0 £ 1 und (ABC)<> A < B <
01 o1 o1 o1

< CVCZEBEZ A Ist (M, L) eine geordnete Menge, dann ist (ABC): <> A £ B <
o1 01 o1

6



= CV C £ B £ A4 eine Zwischenrelation auf M. Definiert man durch diese Zwischen-
relation eine Anordnung < von M, danngilt A < B« A < Bbzw. A £ B« B £ A,

o1 o1 01
alls 0 < 1bzw. 1 < 0ist (Vgl. [3],§2.2).
Definition 3.

Es sei .4 ecine nichtleere Menge und | eine binire Relation in 4 x 4. Das Paar
(A, |) heiBt zyklisch geordnete Menge und | Trennrelation auf .#, wenn fiir alle
A, B,C, D, Ee 4 gilt:

(Cl1) AB| CD < CD| AB< BA | CD,

(C2) AB| CDV AC|BDV AD | BC,

(C3) AB|CDANCA|BD=B=CVA=D,

(C4) AC|BDAAD|CEAC +# D= AD| BE.

Bemerkung 2. .

In der Definition 3 wird cin Paar (4, B) € # X 4 kurz mit AB bezeichnet. Wird
in der Definition 3 zusitzlich vorausgesetzt, daB AB | CD nur fiir voneinander ver-
schiedene Elemente A4, B, C, D definiert ist, dann ist | eine Trennrelation im Sinne
von [1], [4].

Satz 3.

Es sei (#, ) eine zyklisch geordnete Menge. Fiir beliebige A, B, D € # gilt AB| BD
und AD| BB = A =BV D =B,

Beweis. Es seien 4, B, D € /. Giit A = B, dann ergibt sich nach (C2) BB| BD v
V BB | BD Vv BD | BB, also nach (Cl) BB| BD. Fiir B = D erhalt man &hnlich
AB | BB. Fernersei B # A, D. Fiir die Elemente 4, B, B, D gilt gemaB (C2) AB|BD v
VAB|BDV AD | BB, also AB|BDV AD | BB. Es sei AD | BB. Wegen BB | BD
ergibt sich dann nach (C4) AD|BBABB|BDAB+# D= AB|BD. Aus (Cl)
und (C3) folgt AB|BD A AD | BB = BA|BD ABB|AD = A = BV D = B, also
cin Widerspruch. Wegen AB | BD V AD | BB gilt also AB| BD.

Bemerkung 3.

Wir setzen AB Y CD:<>non AB| CD. Aus AB ) CD folgt dann 4 # C, D;
B#C,DundA=B=>A#CAA#Dbzw. C=D=A+# CAB#C.

Satz 4.

Sind A, B, C, D Elemente einer zyklisch geordneten Menge (M, ) mit A # C, D
und B # C, D, dann AB| CD = AC Y BD A AD ¥ BC.

Beweis. Essei 4 # C,D: B # C, D und AB | CD. Gilt zugleich AC | BD, dann
ergibt sich nach (C3) AB|CDACA|BD=B=CVA=D,waszu A # D und
B # C widerspricht. Aus AB| CD A AD | BC folgt nach (Cl) und (C3) DC| AB A
ANAD | CB= C = AV D = B, also wicder ein Widerspruch.

Satz 5.

Ist (#,)) eine zyklisch geordnete Menge und sind A, B, X, Y, Z aus M, dann
AB|XZANABYYZAX # A,B= AB| XY.



Beweis. Es sei AB| XZAAB Y YZ A X # A, B. GemiB (C2) gilt AB| XYV
VAX|BYV AY | BX. Es sei z. B. AX| BY, also auch 4X | YB. Nach (C4) ergibt
sich AX| YBAAB|XZ A X # B= AB| YZ, also ein Widerspruch zu AB }t YZ.
Essei AY | BX, alsc auch BX | YA. Nach (C4) ergibt sich BX | YA A BA | XZ A X +#
# A = BA| YZ, also wieder ein Widerspruch. Wegen AX y BY A AY } BX gilt
AB| XY.

Satz 6.

Ist (M,)) eine zyklisch geordnete Menge und sind A, B, X, Y, Z aus A, dann
AB Y XYANAB Y YZ = AB ¥ XZ.

Beweis. Essei AB Y XY AAB Y YZ. Wegen AB ¥ XY ist dann X # A, B. Nach
Satz 5 gilt AB|XZAABY YZAX # A, B= AB| XY, was ein Widerspruch ist.
Mithin ist AB ¥ XZ.

Satz 7.

Sind A, B, X, Y, Z Elemente einer zyklisch geordneten Menge (M, |) mit A # X, Y,
Zund B# X,Y,Z,dann AB|\ XY ANAB|XZ = AB Y YZ.

Beweis. Es sei AB|XYAAB|XZ. Aus AB|XZ und 4 # X,Z;, B# X,Z
folgt nach Satz4 AX t BZ und AZ t BX. Nehmen wir AB| YZ an. Wegen 4 # Y, Z
und B # Y, Z gilt nach Satz4 AY }y BZ und AZ } BY. Nach Satz 6 ergibt sich dann
BZ Y AXANBZ Y AY = BZ ¥ XY und AZ Yy BX A AZ ¥ BY = AZ ¥ XY. Daraus
folgt aber XY ¥ BZA XY }¥ AZ = XY }¥ AB, was e¢in Widerspruch zu 4B | XY ist.
Es gilt daher AB ) YZ.

Definition 4.

Es sei (#, |) eine zyklisch geordnete Menge. Eine nichtleere Teilmenge 57" von .4
heifit konvex, falls ein Element X € # \ A" existiert, so daB AB | CX = Ce & fiir
beliebige 4, Be A und C e  erfiillt ist.

Satz 8.

Ist eine Teilmenge A~ einer zyklisch geordneten Menge (M, ) konvex, dann gilt
AB| CY = Ce XA fiir beliebige A,Be X', Ce M und Ye M \ K .

Beweis. Es sei # konvex. Dann gibt es ein Element X € 4 \ # mit AB| CX =
= CeA VA, Bex. Ferner sei Y ein Element aus .#\ #. Da 5 konvex ist,
gilt AB| YX = Ye A, was aber ein Widerspruch ist. Somit ist 4B} YX. Es sei
nun AB| CY mit A, Be #". Aus A = C bzw. B = C folgt Ce A". Gilt C # 4, B,
dann ergibt sich nach Satz 5 AB| CYAABY XYAC # A,B= AB|CX = Ce % .

Bemerkung 4.

Ist (A, |) eine zyklisch geordnete Menge, dann ist .# nicht konvex. Enthalt .#
mindestens zwei verschiedene Elemente, dann ist jede einelementige Teilmenge von
A konvex.



Satz 9.

Ist eine Teilmenge A einer zyklisch geordneten Menge (M, |) konvex, dann ist auch
M N\ A konvex.

Beweis. Es sei " konvex und sei "’ = 4 \ o gesetzt. Die Mengen 4" und
sind nicht leer. Wir wihlen ein Element X € # und nehmen 4B | CX mit 4, Be X~
an. Ist Cin & enthalten, so ergibt sich nach Definition 4 und nach Satz8 AB| CX =
= CX| AB = A e A, also ein Widerspruch. Mithin gilt Ce A" und J" ist daher
konvex.

Definition 5.

Es scien ((#,]) und (A7, |) zyklisch geordnete Mengen. Eine Abbildung ¢ der
Menge # auf die Menge A4 heillt Homomorphisinus von (#, ) auf (A7, |), wenn
AB| CD = A°B° | C°D° fiir 4, B, C, D € ./ gilt. Ein Homomorphismus von (., |)
auf (A, |) heiBit Isomorphismus, wenn o eine bijektive Abbildung von 4 auf A" ist.
Zwei zyklisch geordnete Mengen (/, |) und (A, ]) sind isomorph, wenn ein Iso-
morphismus von (7, |) auf (A7, |) existiert.

Bemerkung 5.

Es sei (#,]) eine zyklisch geordnete Menge und 4" = {N} eine einelementige
Menge. Setzen wir NN | NN, dann ist (A7, |) eine zyklisch geordnete Menge. Diec Ab-
bildung o; X — N fiir alle X e 4 ist offenbar ein Homomorphismus von (4, |)
auf (A7, |), den man trivial nennt.

Satz 10.

Es sei o ein nichtrivialer Homomorphismus einer zyklisch geordneten Menge (M, |)
auf eine zyklisch geordnete Menge (AN, |). Die Menge P = {Xe M | X° = P°} ist
konvex fiii ein beliebiges Element P aus 4 und alle solche Mengen bilden eine Zerlegung
T von . Es sei Ml = M|X die zur Zerlegung X gehorige Restklassen-Menge. Fiihren
wir auf 4 x M eine binire Relation ¢ durch ABoCD: <> A°B° | C°D° ein, dann ist o
eine Trennrelation uind (H, o), (A", |) sind isomorph.

Beweis. 1. Wir beweisen, daB3 P konvex fiir ein beliebiges P € .4 ist. Es sei also
P e /. Da o ein nichtirivialer Homomorphismus ist, gibt es ein Element X e .# \ P.
Es seien A, Be P und Ce .# mit AB| CX. Wegen A°B° | C°X° und A° = B’ ergibt
sich nach Satz 3 4° = C° v A° = X? und wegen X e ./ \ P folgt daraus A° = C°,
also C e P. Mithin ist P konvex. Da ¢ eine Abbildung ist, bilden alle Mengen P
eine Zerlegung X von /.

2. ¢ ist offensichtlich eine Trennrelation auf .# und die Abbildung & ; X - X°
V X € A ist ein Isomorphismus von (A, 0) auf (N, ).

Satz 11.

Es sei X eine Zerlegung einer zyklisch geordneten Menge (M, ) auf konvexe Teil-
mengen und M = M|X die zu X gehirige Restklassen-Menge. Fiir die Elemente
A,B,C,De 4 setzen wir ABoCD genau dann, wenn M e A, Ne B, Pe C, Qe D
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so existieren, da 8 MN | PQ gilt. Dann ist g eine Trennrelation auf # und die Abbilding
6:X— XY Xe # ist ein Homomorphismus von (4, ) auf (A, 0).

Beweis. Es seien A, B, C, D voneinander verschiedene Elemente von # mit
ABpCD. Wir beweisen, daB die Definition von ¢ von der Wahl der Elemente aus
A, B, C, D unabhingig ist. Wegen ABoCD gibt es Elemente M e 4, Ne B, PeC,
Q0 € D mit MN | PQ. Wir nehmen an, daB MN } PQ’ fiir ein Q' € D gilt. Nach Satz 5
ergibt sich dann MN | PO AMNJ}YPQ AQ # M,N=MN|QQ'. Aus Q, Q'e D
und M ¢ D folgt QQ' | NM = N e D, denn D ist konvex. Dies aber steht im Wider-
spruch zu B # D. Somit gilt MN | PQ’. Fiir P' € C erhilt man dann MN | PQ’ =
= MN| QP = MN | QP und fiir N' e B dhnlicherweise MN | Q'P' = Q'P' | MN =
= Q'P'| MN'. Fir M'e A ergibt sich schlieBlich Q'P'| MN' = Q'P'| N'M =
= QP |N'M = MN'|PQ'.

Es gilt ABoBC fiir alle 4, B, Ce #; Wahlt man Elemente Me 4, Ne B, Pe C,
dann ist MN | NP und folglich ABoBC. Es sei AA9BC. Dann existieren M e 4,
M'eA, NeB, PeC mit MM'| NP. Aus 4 # C folgt Ne 4, also A = B, denn 4
ist konvex. Aus A # B folgt #halicherweise 4 = C. Somit ergibt sich A4p3C =
= A=BvA=C.

Es 148t sich leicht nachpriifen, daBl ¢ den Axiomen (Cl) bis (C4) geniigt. Da
AB| CD = ABoCD gilt, ist 6 : X - XV X e .# ein Homomorphismus von (.4, |)
auf (A, o).

Bemerkung 6.

Nach Sétzen 10 und 11 sind alle nichitriviale Homomorphismen ciner zyklisch
geordneten Menge (/, |) durch Zerlegungen der Menge # auf die konvexen Teil-
mengen reprasentiert.

Definition 6.

Es sei eine Teilmenge 4 einer zyklisch geordneten Menge (%, |) konvex und sei
A = M\ A gesetzt. Wir erkliren eine bindrc Relation |, in 4 x # folgender-
maflen: Sind die Elemente A, B, C, D e .4 voneinander verschieden und genau
zwei in & enthalten, dann AB |, CD : <> ABYCDA(Ae X, Be A" VAe X,
B e A). In allen iibrigen Fillen gilt AB |4 CD : < AB | CD. So definierte |4
nennt man eine A4~ — Relation.

Satz 12.

Es sei eine Teilmenge A einer zyklisch geordneten Menge (M, |) konvex und sei
A = M\ A gesetzt. Die A -Relation |, ist eine Trennrelation auf 4. Die Gleich-
heit |4 = | gilt genau dann, wenn eine der Mengen 4", A" einelementig ist. Seien die
Teiimengen A und L von (M, |) konvex. Gibt es vier voneinander verschicdene Ele-
mente A, B, C, D aus M mit A, Be A \L; C,De M\ A und ist hichstens eins
von C, D in £ enthalten, dann |4 # |,.

Beweis. I. Wir beweisen, daf} [, alle Forderungen (C1) bis (C4) crfiilit. In (C1)
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bis (C3) 148t sich dabei nur solchen Fall untersuchen, daB die Elemente 4, B,C, D€ 4
voneinander verschieden sind und genau zwei von ihnen in & enthalten sind.

Ad (Cl) Essei AB|, CD. Dann gilt ABRY CD und Ae X, BeA'VAeA,
B e . Da genau zwei von Elementen A4, B, C, D in X liegen, folgt daraus: Ce X',
DeA'vCeX’', DeA. Nach (Cl) ergibt sich dann AB ) CD <> CD ) AB
<> CD |, AB. Anlicherweise 1Bt sich auch AB |, CD < BA |, CD bewsisen.

Ad (C2) Esseien 4, B, C, D € /. Der Bestimmtheit wegen nelimen wir 4, Ce A
und B, D e A an. Da ¢ konvex ist, gilt dann AC ¥ BD. Nach (C2) ergibt sich also
AB|CDV AD | BC. Da A, B, C, D voneinander verschieden sind, gilt nach Satz 4
AB Y CDV AD } BC.Wegen A, Ce A und B, D € 27"’ erhilt man daraus AB |, CD Vv
v AD |, BC.

Ad (C3) Es sei AB|, CD A CA |4 BD. Dann gilt A€, BeA' VAeNA’,
Be A und zugleich Ae ', Ced'VAeX', CeAH. Aus Ae A, Be A" folgt
Ce " und D e A". Da i konvex ist, ergibt sich daraus AD J BC und aus AB Y CD,
CA Y BD ergibt sich dann ein Widerspruch zu (C2). Aus 4 € ¥, Be A folgt Ce A,
D e A" und AD } BC, also wieder ein Widerspruch. Mithin die Bezichungen
AB |y CD und CA |, BD kénnen nicht zugleich gelten.

Ad (C4) Es sei AC|yBD A AD |, CEAC # D. Als Folgerung wollen wir
AD |4 BE beweisen.

1. Es seien 4, B, C, D solche voneinandsr verschiedene Elemente von ., daB
genau zweiin A enthalten sind. Dann gilt AC |, BD = ACY BDA(Ae A, CeA'V
VAexd’, Ce ). Wir nehmen z. B. an, daBl 4, Be # und C, D e A" erfiillt ist.

a) Es sei Ee . Gilt E = A, dann ist AD | BE und folglich 4D |, BE. Sei also
L # A Wegen C, De X"’ sind A4, C, D, E voneinander verschieden und wegen
A Ee#, C,De X" ist AD |, CE= AD } CE. Es sei AD } BE. Nach Satz 6 gilt
dann AD Yy BEA AD ) CE = AD ¥ BC und wegen AC ¥ BD A AD k¥ BC ergibt
sici nach (C2) AB| CD. Dies ist aber ein Widerspruch, denn 2 ist konvex. Somit
gilt AD | BE und wegen A, B, Ec 2" auch AD |, BE.

b) Es sei Ee #'. Wegen C, D, Ee A" ergibt sich 4D |, CE = AD| CE. Aus
D = Efolgt AD | BE und 4D |, BE. Essci also D # E. Wegen 4, Be #'und C, E€
€ A" erhidlt man AB ) CE, denn A ist konvex. Nach Satz 5 gilt dann CE | AD A
ANCEYABAD # C,E = CE|BDund BD | CEABD Y ACANE +# B,D = BD | AE.
Da A, B, D, E voneinander verschieden sind, folgt hieraus nach Satz 4 4D ) BE.
Wegen A, Be " und D, Fe A gilt also AD |, BE.

2. Sind A4, D, C, E voncinander verschieden und genau zweti in ¢ enthalten, dann
1468t sich ahnlich wie unter 1 verfahren.

3. Nehmen wir an, daBl weder die Voraussetzungen Ad 1 noch Ad 2 erfiillt sind.
Dann gilt AC |, BD < AC| BD und AD |, CE<> AD| CE. Wegen C # D folgt
hieraus nach (C4) AD | BE. Sind alle Elemente 4, D, B, E nicht verschieden, dann
gilt AD| BE = AD |, BE. Es seien also 4, D, B, E voneinander verschieden. Gilt
A, D e ', dann wegen AD | BE mindestens eins von B, E ist in 4 enthalten, denn
ist konvex. In diesem Falle ertilt man 4D | BE = AD |, BE. Gilt A, De X" bzw.
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B,Ee s bzw. B, Ec A", dann 14aBt sich ganz dhnlich verfahren. Es seien 4, Be o
und D, Ee 2. Gilt dabei Ce ', dann 4, Ce A und D, Ee A’ und damit sind
die Forderungen von Ad 2 erfiillt. Gilt Ce A", dann 4,De A und B, Ce A"’
und damit sind die Forderungen von Ad 1 erfiillt.

II. Wir beweisen, daB |, = | genau dann gilt, wenn eine der Mengen 4 bzw. X'
einelementig ist. Es sei /4 einelementig. Dann existieren keine vier Elemente, die
voneinander verschieden sind und genau zwei von ilinen in 4" enthalten sind. Hieraus
folgt AB |y, CD < AB| CD fiir alle 4, B, C, De J/, also |, = |. Dasselbe erhilt
man, falls #” einelementig ist. Es sei umgekehrt |, = |. Nehmen wir dabei an, dafl
A,Be A und C,De A" mit A # Bund C # D existieren. Da ) konvex ist, gilt
AB y CD. Nach (C2) ergibt sich also AC|BDV AD | BC. Gilt AC| BD, so ist
nach Satz 4 AD ) BC und wegen Ae %', De A" ergibt sich daraus 4D |, BC,
also | # |,. Aus AD | BC folgt ahnlicherweise AC t BD uind AC |, BD, also | # |4.
Eine der Mengen o bzw. & ist daher einelementig.

IIl. Es scien die Teilmengen 27, % von 4 konvex. Wir nehmen an, daf} vier
voneinander verschiedene Elemente A, B,C,De/ mit A,Be X \¥; C, De
€M \ A und C ¢ L, D e L existieren. Da 4 konvex ist, gilt AB ¥ CD und nach (C2)
erhilt man also AC| BDV AD | BC. Es sei z. B. AC | BD. Nach Satz 4 folgt daraus
AD )y BC. Wegen AC| BD und A, B, C¢.% ergibt sich nach Definition von |g
AC |4 BD. Da |4 eine Trennrelation ist und A4, B, C, D verschieden sind, folgt aus
Satz 4 non AD |, BC. Zugleich gilt aber AD Yy BCAAe X', De A" = AD |4 BC,
also |y # |y

Satz 13.

A sei eine konvexe Teilmenge einer zyklisch geordneten Menge (M, |) und |, eine
A -Relation. Dann ist A eine konvexe Teilmenge der zyklisch geordneten Menge
(A, | y). Ist |y eine A -Relution von (M, |y), dann |y = |.

Beweis. 1. A ist konvex in (4, |4): Es sei X ein Element von & = # \ A
undsei AB |, CXmit A, Be 4. Wegen A, Be A ergibtsich AB |, CX == AB| CX =
= Ce A", denn A ist konvex in (A, |).

2. Wir wollen |44 = | beweisen. Es seien A, B, C, D voneinander verschieden,
genau zwei von ihnen in # enthalten und es sei dabei Ae X, BeA'VAeA,
Be . Dann ergibt sich AB |y, CD <>non AB |, CD und zugleich AB |, CD <>
< AB J CD. Wegen non AB |, CD <>non AB ¥ CD <> AB| CD gilt AB |, CD <
<> AB | CD. In allen iibrigen Fallen ist AB |y CD <> AB |, CD <> AB | CD erfiillt,

Bemerkung 7.

Es sei (R, £) die in naturlicher Weise geordnete Menge der reelen Zahlen und
sei auf der Menge #Z = R u {0} eine Trennrelation | iiblicherweise cingefiihrt.
Jedes Intervall  von (R, £) ist eine konvexe Teilemenge von (£, |) und durch #
1aBt sich daher eine [Z-Relation von (£, |) erklaren. Nach Satz 12 a8t sich dadurch
unendlich viele und voneinander verschiedene Trennrelationen auf # bestimmen.
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Bemerkung 8.
Ist & eine konvexe Teilmenge ciner zyklisch geordneten Menge (A, |), dann ist
nach Satz 9 auch # = 4 \ o konvex und es gilt |, = |4

Satz 14.

Es sei A eine konvexe Teilmenge ciner zyklisch geordneten Menge (M, ). Setzt
man (ACB): <=3 X el \ A, AB| CXfir A, B, C € A, dann ist (%%%) eine Zwischen-
relation auf der Menge A'. Sind X, Y zwei verschiedene Elemente von M \ A" und
setzt man A £ B:<> AX | BY fiir A, Be A", dann ist < eine Anordnung von A mit
(ACB)<> A< C<BVB=CZA.

Beweis. 1. Wir beweisen, daBl unsere Definition von (%%%) von der Wahl des
Elementes X e A = M4 \ A unabhingig ist. Es sei AB|CX firr A,B,Ce X,
X e A’ und sei Y ein Element von 4. Gilt AB ) CY, dann ergibt sich nach Satz 5
AB|XCANAB Y YCANX # A, B= AB| XY, was aber ein Widerspruch ist, denn "
ist konvex. Somit ist AB| CY.

2. Wir beweisen, daB (x¥%) den Forderungen (Z1) bis (Z4) geniigt.

Ad (Z1). Es sei (ACB). Dann ist AB| CX fiir ein X e #” und nach (Cl1) ergibt
sich BA | CX, also (BCA).

Ad (Z2). Es sei A, B, Ce A ". Ist X ein Element von %, dann gilt nach (C2)
AB|CXV AC| BXV AX | BC, nach (C1) ergibt sich daraus AB|CXV AC | BX V
V BC | AX und folglich (ACB) V (4BC) v (CAB).

Ad (Z3). Es sei (ABC) A (ACB), also AC| BX A AB | CX fiir X € . Nach (Cl)
gilt dann AB| CX A CA | BX und nach (C3) folgt daraus B = CV A = X. Wegen
A # X ist also B = C.

Ad (Z4). Es seien 4, B, C, D € A mit (ABC), also mit AC| BX fiir Xe A4”'. Da
nach Satz 6 aus BX ¥ AD A BX y DC stets BX t AC folgt, was ein Widerspruch ist,
gilt AD | BX v DC | BX und folglich (4BD) v (DBC).

3. Esseien X, Y e A mit X # Y. Wir beweisen, daB} die durch 4 £ B: <« AX | BY
definierte bindre Relation < eine Anordnung von 2~ ist.

Ad (Al). Firr 4 e A gilt nach Satz 3 AX | AY, also 4 < A.

Ad(A2).Aus4 £ BA B < Afolgt AX | BY A BX | AY,woraussichd = BV X' =
= Y ergibt. Wegen X # Y gilt also 4 = B.

Ad (A3). Essei A £ BAB X C, also AX| BY A BX| CY. Wir wollen AX| CY
beweisen. Gilt A = B,dann BX | CY = AX| CY. Fernersei 4 # Bundseidabei AX }
¥ CY. Nach Satz 5 ergibt sichdann AX | BY AAX Y CYAB # A, X == AX| BCund
aus (C4) folgt daraus BX | CY A AX | BC A X # C = BX | AY. Nach (C3) ergibt sich
BX|AYANAX|BY = X = YV B = A, also ein Widerspruch. Mithin gilt AX | CY
und 4 £ C.

Ad (A4). Es seien 4, Be 4. Nach (C2) ist AB| XYV AX | BY V AY | BX. Da X~
konvex ist, gilt AB ¥ XY und daher AX | BY V AY | BX. Dies bedeutet aber 4 £ BV
VB A

4. a) Es sei (ACB), also AB| CX. Aus A = C ergibt sich wegen 4 S BVB < A4
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entweder A S C < Boder BESC=<A4.Esseid#C.Dannist A S CVC <A,
also AX | CYV CX | AY. Wirnehmen 4 £ C,also AX | CY, an. Gilt dabu CX t BY,
dann erhilt man nach Satz 5 AB| CX A CX,I’ BYAA# C,X=CX|AY und nach
(C3) AX|CYACX|AY = A =CV X =Y, also ein Widerspruch. Mithin gilt
CX|BYund C £ B,also 4 £ C £ B.Im Falle C £ A4 beweisen wir dhnlicherweise,
daB B < Cund B £ C £ A4 gilt.

b) EsseiA < C £ B, also AX| CY A CX | BY. Nach (C4) ergibt sich CY | AX A
ACX|YBAX # Y= CX| AB, also AB| CX, was (ACB) bedeutet. Ahnlich 148t
sich B < C £ 4 = (ACB) beweisen.

Bemerkung 9.

Es sei A" eine konvexe Menge einer zyklisch geordneten Menge (#, |) und sei <,y
dic im Satz 14 durch zwei verschiedene Elemente X, Ye 4 = # \ A definierte
Anordnung von 2. Dann ist <y die zu <yy inverse Ancrdnung ven %", Es seien
X', Y weitere Elemente von 2 mit X’ # Y’ und =<y die zugehérige Anordnung
von . Nach Satz 14 gilt (4CB) <> A Syy C Sxy BVB Syy C Syy A<= A <4’y
Sxy CS= xy BV B =4y CZxy A. Nach Satz 2 folgt daraus Sy = Syy V
V Sxy = Syx. Gilt also 4 <4y BA A Sy.y B fiir zwei verschiedenz Elemente
A,Be X ,dann Syy = Syoye.

Satz 185.

Es seien A", A zwei elementfremde konvexe Mengen einer zyklisch geordneten
Menge (M, |) derart, daf in K bzw. A zwei verschiedene Elemente existieren. Es
sei < yy die zu zwei verschiedenen Elementen X, Y von A’ gehorige Anordming von 4.
Setzt man X' XV Y@ X' =Y VX' # Y ANSxy = Sxy) fir X', Y' e A",
dann ist <X¥ eine Anordnung von KA.

Beweis. Wir beweisen, dal <*Y eine Anordnung von & ist.

Ad (A1) Fir ein beliebiges X' e o gilt X’ £*Y X".

Ad(A2)Essei X' XY Y AY X X . Aus X' # Y'folgt Syy = Sxy = Sy'x»
was aber ein Widerspruch ist, denn <.y und £y sind zwei inverse Anordnuagen
von J7. Es gilt also X’ = 1.

Ad (A3) Es sei X’ XY Y' A Y' <X¥ Z’. Es 1aBt sich nur der Fall X' Y’ und
Y’ # Z' untersuchen. Dann gilt <4y = Syy = Syz- Es scien 4, B zwei ver-
schiedene Elemente von 2 mit 4 <yy B. Dann ist A Sy Bund 4 <y, B, also
AX'|BY' A AY' | BZ' und wegen (C1) auch X'4| Y'BA Y'A | Z'B. Ganz dhnlich
zum Beweis von Satz 14, Ad (A3) bewezisen wir, dafl daraus AX' | BZ',also 4 <y.. B
folgt. Nach Bemerkung 9 gilt dann <,y = gz und X' <¥¥ 77,

Ad (A4) Ist X’ # Y, dann gilt entweder <.y = Syy oder Syx = Zyy, also
entweder X' <*X¥ ¥’ oder V' <*¥¥ X",

Satz 16.
Es seien A und A~ zwei elementfremde konvexe Teilmengen einer zylklisch ge-
ordneten Menge (M, ). Nach Satz 14 erkliren wir eine durch die Zwischenrelation
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auf A" bzw. A" bestimmte Anordnung <! bzw. <Wvon A~'. Wir wihlen ein Element
Ue A und definieren auf der Menge M’ = (A" U A™") \ {U} eine bindre Relation <
durch folgende Vorschrifte:

1. Ist P, Q e X \ {U}, dann P £ Q genau dann, wenn eine der Beziehungen U <!
<lp<lo, Pl <'U, 0 <! U <! Perfiillt ist.

2.Ist P,Qe A, dann P < Q: <> P <l 0.

3.Ist Pe # \{U} und Qe A", dann

P <Q:=Uc<!P,
Q<P:<eP<\U

Die Relation < ist eine Anordnung von M'.

Beweis. Wir beweisen, daB < die Forderungen (A1) bis (A4) erfiillt. Die Giiltig-
keit von (Al) folgt unmittelbar aus den Eigenschaften von <! und gl

Ad (A2) Es sei PSQAQ <P Gilt P,Qex \ {U}, dann ist einc der
Beziehungen U <!P <@, P9 <! U, Q <! U <'P und zugieich eine von
U<'gglp, 0glP <lU P <! U <! Q erfiillt. Es 14Bt sich leicht nachpriifen,
daB in allen angefithrten Fillen die Gleichheit P = Q gilt. Aus P, Qe A" folgt
P = Q wegen der Eigenschaften von <! Der Fall Pe # und Q € #' kann nicht
eintreten.

Ad (A3)EsseiP < QOAQ = R

a) Zuerst nehmen wir an, daB P, Q, Re " \ {U} gilt. Wegen P < Q gilt eine
der Ungleichheiten U <!P <0, P<'0 <'U, 9 <'U <! P und wegen 0 < R
auchcinevon ¥/ <! Q 'R, 0 <'R<'U,R<'U <! Q. Esseiz. B.U <! P ! Q.
Gilt zugleich U <! Q <!'R, dann U <'P <! Q 'R und felglich P £ R. Aus
0 <!'R <! Ufolgt 0 <! U, also ein Widerspruch zu U <! Q. Wegen R <! U <! Q
ergibt sich R <! U <! P, alsoc P £ R. Ahnlicherweise priifen wir alle iibrige Fille
nach.

b)IstP,Q, Re ', danngilt P < Q0 A @ £ R= P < R wegen der Eigenschaften
von <7,

¢) Es sei P,Qe \ {U} und Re#”’. Aus Q < R folgt U <! Q und wegen
P < Q ergibt sich hieraus U <!P <1 Q. Wegen U <! P gilt dann P < R. Aus
Rea \{U},P,Qet folgt Q < R=>R <!U=P < R Essei P, Re A& \ {U}
und Qe . Dann gilt P Q= U<'P und Q £ R= R <! U. Daraus folgt
R<U<'P, also P<R. Es sei Q,Re A \{U} und Pe#"’. Wegen P<Q
ergibt sich 0 <! U und wegen Q < R folgt daraus Q <! R <! U, also P £ R. Der
Fall Qe o \ {U}, P, Re A" kann nicht eintreten, denn aus P £ Q bzw. O < R
folgt 0 <! U bzw. U <! Q, also cin Widerspruch.

Ad (A4) Es scien P, Qe \ {U}. Dann gilt P <! Uv U <! P bzw. 0 <! UV
VU<!'Qbzw.P<'O0vQ <P Isiz.B.P <! U,0 <! U,P £V Q,dann P <! Q <!
<! Uund daher PL Q. Aus U <!PAQ <! UAQ £ P folgt Q <! U <' P und
hieraus P < Q. Ganz dhnlich lassen sich iibrige Fille untersuchen. Gilt P, Q € A,
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dann P < OV Q < P ergibt sich wegen P <! Qv Q <P, Aus Pex, Qe
folgt wegen P <! Uv U <! P entweder QO < P oder P < 0.

Bemerkung 10.

Es seien " und %"’ elementfremde konvexe Teilmengen einer zyklisch geordneten
Menge (#,]). Wir nehmen an, daBl beide Mengen 2 und &' mindestens zwei-
elementig sind. Nach Satz 2 bestimmt die durch | erklarte Zwischenrelation auf o
zwei inverse Anordnungen <!, <}, von 2 und die Zwischenrelation auf %~ bestimmt
dhnlicherweise zwei inverse Anordnungen g'll R §§ von 2. Durch das Paar (£ '1 , < '1)
von Arcrdnungen 148t sich nach Satz 16 eine Anordnung < der Menge 4 =
= (# v ")\ {U} erkliren und (£}, <) bestimmt die zu < inverse Anordnung
von .#'. Durch (£}, £l) ist eine weitere Anordnung von .4’ und durch (£}, <
die zu ihr inverse Anordnung zu erkldaren. Durch | 148t sich also auf der Menge '
vier Anordnungen definieren, von denen stets zwei Paare aus den inversen Anord-
nungen zusammengestellt sind. Ist die Menge o bzw. X’ einelementig, so 1aBt sich
durch | zwei voneinander inverse Anordnungen von 4" erkldren.

Satz 17.
Es seien A" und A zwei elementfremde Mengen mit Zwischenrelationen, die mit
gleichem Symbol (***) bezeichnet werden. Es seien <' und <" durch diese Zwischen-

relatioiien erklirte Anordmingen von A und H'. Wir setzen M = 24" 0 A und
definieren auf M x M eine bindre Relation | durch folgende Vorschriften:

1. Gilt A, B, C, De A" bzw. A, B, C, De A", dann ist AB| CD genau dann, wenn
eine der folgenden Beziehungen erfilllt ist: (ACB) A (CBD), (ACB) A (CAD), (ADB) A
A (CBD), (ADB) A (CAD).

2. Gilt A, B, CexA’, De A" bzw. A, B, Ce X', De A, dann 4B| CD <«
<> CD | AB<> (ACB).

3. Gilt A, Ce A und B, De X', dann AB|CD <> BA | CD <« CD | AB<
(A" CABZS"D)V(CZL"AAND L"B).

Dann ist | eine Trennrelation auf M und die Mengen A und X' sind konvex
in(M,)).

Beweis. Wir beweisen, daB} | den Forderungen (C1) bis (C4) geniigt.

Ad (Cl) Es seien 4, B, C, De 4 bzw. A, B, C, D € #”'. Die Beziechungen Ad 1
werden wegen (Z1) mit den Permutationen 4« C, B D und A B, C - C,
D« D von {4, B, C, D} reproduziert und folglich gilt 4B| CD <> CD | AB <
<>BA|CD.Ist A,B,Ce X', DeA " bzw. A, B, Ce X', De A, dann AB| CD <«
< (ACB) <> (BCA) <> BA | CD. Ubrige Fille sind direkt in der Definition von |
angefiihrt.

Ad (C2) 1. Essei A, B, Ce A" bzw. A, B, Ce 2. Dann gilt nach (Z8) und (Z1)
(AAB) A (CAA), also AB| CA.

2. Es seien die Elemente 4, B, C, De A bzw. A, B, C, D € X"’ voneinder ver-
schieden. Nach (Z2) gilt (ABC) v (ACB) v (CAB).
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a) Es sei (ACB). Nach Satz 1 und (Z4) ist genau eine der Beziehungen (4CD),
(DCB) erfiilli.

o) Es szi (ACD). Da (DCB8) nicht gelten kann, ergibt sich nach (Z2) (CBD) v
V (BDC). Ist (CBD), dann (ACB) A (CBD) = AB| CD. Wegen (BDC) gilt nach (Z1)
und (Z6) (ACB) A (BDC) = (BDC) A (BCA) = (DCA) = (ACD). Aus (ACD) A
A (BDC) folgt dann AD | CB.

B) Es sei (DCB). Da (ACD) nicht erfillt ist, gilt nach (Z2) (ADC) v (CAD). Ist
(CAD), dann ergibt sich nach (Z1) und (Z6) (DCB) A (CAD) = (DAC) A (DCB) =
= (ACB) und folglich (ACB) A (CAD) = AB| CD. Aus (ADC) folgt (ADC) A
A (BCD) = AC | BD.

b) Ahnlich wie in a) priifen wir iibrige Falle (4BC) und (CAB) nach.

3. Bs seien A, B, Ce A, DeA"" bzw. A, B, Ce A, De A. Nach (Z2) gilt
{(ABC) v (BAC) vV (ACB) und wegen (ABC) = AC | BD, (BAC) = BC | AD, (ACB) =
= AB| CD ergibt sich dann AC|BD vV BC | ADV AB| CD.

4, Esscien A4, Ce A und B, De A'. Nach (A4) gilt A S'CVvC<'Aund B £’
<" D v D £" B. Der Definition von | nach ergibtsich4 <" CA B £" D = AB| CD,
AL ' CADZL"B=AD|CB,CX'"AABZ<"D=CB|AD,C<"AAND<"B=>
= CD | AB.

Ad (C3) Es sei AB| CD A CA | BD.

1. Es scien 4, B, C, De 4 bzw. A, B, C, De A"'. Wegen AB| CD gilt eine der
Bezichungen von Ad 1; es sei z. B. (ACB) A (CBD). Wegen CA | BD gilt eine der
Beziechungen (ABC) A (BCD), (ABC) A (BAD), (ADC) A (BCD), (ADC) A (BAD).
Aus (ABC) A (BCD) folgt nach (Z3) (CBD) A (BCD) = B = C. Ist (ABC) A (BAD),
dann (ACB) A (ABC) = B = C und wegen (ADC) A (BCD) ergibt sich (CBD) A
A (BCD) = B = C.Essei(ADC) A (BAD). Nach (Z1) und (Z5) ist (ACB) A (CBD) =
= (ABD) v B = C. Gilt (4BD), dann (ABD) A (BAD) => A = B. Nach (Z8) ergibt
sich (ACA) = A = C, also B = C. Ahnlicherweise priifen wir iibrige Falle nach.

2.Esseien4,B, Ce A, De X" bzw. A, B,Ce "', De A . Dann gilt AB| CD =
= (ACB), CA | BD == (CBA) und hieraus ergibt sich nach (Z3) B = C.

3. Gilt A, Ce " und B, De ', dann ist CA | BD nicht dzfiniert.

Ad (C4) Es sei AC|BD A AD | CE A C # D. Hieraus wollen wir 4D | BE be-
weisen. Fiir die Elemente 4, B, C, D sind folgende Moéglichkeiten zu beachten:

Ia) A,B,C,De X, b) A,B,C,De X",
1ic) A, B,Ced,De A", b) DeA',A,B,Ce A",
Illa) A,B,DeA,Ce XA, b) Ce A, A,B,De A",
IVa) A,C,Dext’,Be A", b) BeA',A,C,De A",
Va)B,C,DeA,Ae A", b) AeA,B,C,De A",
Via) A,BeA',C,De A"’ b) C,DeX',A,Be A",
Vila) A,Ce A ,B,De A", b) B,DeA,A,Ce A,
VIlla) 4,DeA',B,Ce A, b) B,CeA',A,De A",
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In jedem der angefiihrten Félle mul man noch folgende Moglichkeiten betrachten;

l.LEeX,

2.Ee A",

Im folgenden priifen wir die Fille Ia) 1, Ia) 2, ITa) 2, IIIa) 1, IVa) 2, Va) 1, VIa) 1,
VIIa) 2 nach. Ubrige Fille lassen sich dhnlich untersuchen.

Ia) 1 Esseien 4, B, C, D, E € . Wir wollen beweisen, daB eine der Beziehungen
(ABD) A (BDE), (ABD) A (BAE), (AED) A (BDE), (AED) A (BAE) erfiillt ist. Wegen
AC | BD nehmen wir z. B. (ABC) A (BCD) an. Wegen AD | CE gilt eine der Bezie-
hungen (ACD) A (CDE), (ACD) A (CAE), (AED) A (CDE), (AED) A (CAE).

o) Es sei (ACD) A (CDE). Aus (ABC) A (ACD) folgt nach (Z6) und (Z7) (BCD) und
(ABD). Nach (Z5) gilt (BCD) A (CDE) = (BDE) v C = D und wegen C s D ergibt
sich also (BDE). Aus (4ABD) A (BDE) folgt dann 4D | BE.

B) Es sei (ACD) A (CAE). Ganz ahnlich wie unter o) erhélt man (4BC) A (ACD) =
= (BCD) A (ABD). Nach (Z1) und (Z6) gilt (ABC) A (CAE) = (CBA) A (CAE) =
=> (BAE) und aus (4BD) A (BAE) folgt dann AD | BE.

y) Es sei (AED) A (CDE). Gilt B = C, dann ergibt sich (4BC) A (BCD) fiir alle
A, D e A und zugleich (AED) A (CDE) = (AED) A (BDE) == AD | BE. Es sei also
B # C. Aus (ABC) A (BCD) folgt nach (Z5) (ACD) und folglich (ACD) A (CDE) =
= (ADE) Vv C = D. Wegen C # D ergibt sich also (4DE) und nach (Z3) ist daher
(AED) A (ADE) = D = E. Nach (Z38) folgt hieraus (4ED) A (BDE), also AD | BE.

6) Es sei (AED) A (CAE). Gilt B = C, dann ergibt sich (4BC), (BCD) fiir alle
A, De A und zugleich (AED) A (CAE) = (AED) A (BAE) = AD | BE. Es sei also
B # C. Nach (Z6) und (Z7) erhilt man (CBA) A (CAE) = (BAE) A (CBE) und wegen
(Z5) ist dann (DCB) A (CBE) = (DBE) V B = C, also (DBE). Nach (Z7) gilt (EAB)A
A (EBD) => (EAD) und nach (Z3) (EAD) A (AED) = A = E. Wegen (Z8) ergibt sich
dann (4ED) A (CAE), also AD | BE. Ubrige Fille lassen sich dhnlicherweise nach-
priifen.

Ia) 2 Bsseien A, B, C, De A" und E€ A"'. Aus AD | CE folgt dann (ACD). Wegen
AC | BD gilt eine der Beziehungen (4BC) A (BCD), (ABC) A (BAD), (ADC) A
A (BCD), (ADC) A (BAD). Es sei z. B. (ABC) A (BCD). Aus (Z6) und (Z7) folgt
(ABC) A (ACD) = (BCD) A (ABD). Wegen (ABD) gilt dann AD | BE. Aus (4BC) A
A (BAD) folgt wieder (4BD). Wegen (ABD) und (BAD) ergibt sich nach (Z3) 4 = B.
Somit gilt (44D) = (ABD) = AD | BE. Aus (ADC) A (BCD) folgt wegen (ACD) die
Gleichheit C = D, also ein Widerspruch. Ahnlicherweise folgt auch aus (4DC) A
A (BAD) ein Widerspruch.

Ila) 2 Es seien 4, B, Ce A und D, Ee #"'. Dann gilt AC| BD = (ABC) und
AD|CE= (A S'CADX"E)YV(CZX'AANEZ"D). Essei 4 ' C. Wegen (ABC)
folgt daraus 4 <’ B <’ Cund 4 £’ BA D <" E,was AD | BE bedeutet. Aus C £’ 4
ergibt sich (ABC)= C<'B<"Aund BS'AANEX"D,also AD | BE.

IITa) 1 Es seien A, B, D, E€ o und Ce X"'. Dann gilt AC| BD => BD | AC =
= (BAD) und AD|CE = AD|EC = (AED). Nach (Z6) erhdlt man (DEA) A
A (DAB) = (EAB) und aus (AED) A (BAE) folgt AD | BE.
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IVa) 2 Es seien 4, C, De A und B, Ee % "'. Es gilt AC | BD == AC| DB = (ADC)
und zugleich AD | CE = (ACD). Aus (Z3) folgt hieraus C = D, also ein Wider-
spruch. Dieser Fall kann nicht eintreten.

Va) 1 Es seien B, C, D, Ee 4 und A e X'. Dann gilt AC|BD = BD | CA =
= (BCD)und AD | CE = CE | DA = (CDE). Nach (Z5) ergibt sich (BCD) A (CDE) =
= (BDE) Vv C = D und wegen C # D gilt (BDE), also AD | BE.

VIa) 1 Esseien 4, B,Ec # und C, D e . Dann gilt AC | BD = (4 £'BA C £l
<'"Dyv(B<£'AAD " C)und AD |CE=> (A Z'EAD SV CO)V(EZLI4nC !
<" D). Es sei 4 <! BAC <! D. Wegen C # D gilt zugleich E<!4AC <D
also E <! 4 <! B. Daraus folgt (EAB), also AD | BE. Aus B <! 4 A D <! C ergibt
sich 4 <'EAD < C, also B <! 4 <! E. Hieraus erhilt man (BAE) und folglich
AD | BE.

VlIIa) 2 Es seien 4, Ce # und B,D,Ee A”’'. Wegen A, Ce " und B, De A"’
ist dann AC | BD nicht definiert.

Die Relation | ist also eine Trennrelation auf der Menge /.

Es seien A, Be A, Xe A" und C e # mit AB| CX. Hieraus folgt C e /", denn
der Ausdruck 4B | CX ist fiir A, Be # und C, X € "' nicht definiert. %" ist also
eine konvexe Teilmenge von (., ). Wegen "' = 4 \ A ist auch X" konvex
in (A4, |).

Bemerkung 11.

Es seien # und ' zwei Mengen aus dem Satz 17. Die Zwischenrelation auf X%~
erklart ein Paar (<7, <3) der voneinander inversen Anordnungen von & und die
Zwischenrelation auf ¢’ ein Paar (27, £ 2) der voneinander inversen Anordnungen
von X'. Ist | eine nach Satz 17 durch <] und < erklirte Trennrelation auf ./,
dann ist durch das Paar (£}, <7) dieselbe Trennrelation auf .# bestimmt. Die
Paare (£, £5) und (£}, =7) von Anordnungen bestimmen dann eine andere
Trennrelation ¢ auf .. Dabei gilt ¢ = |4, Wo |, die A -relation ist.

Satz 18.

Es sei A eine konvexe Teilmenge einer zyklisch geordneten Menge (M, |) und |y
die zugehorige A -Relation. Nach Satz 14 bestimmen wir auf den Mengen A und X' =
= M \ A die Zwischenrelationen und durch diese definieren wir nach Satz 17 die
Trennrelationen ¢, und ¢, auf M = A U K" (Bemerkung 11). Es li Bt sich die Be-
zeichnungen so wéhlen, da 8 AB| CD <> ABo,CD und AB |, CD <> ABg,CD gilt.

Beweis. Ist & bzw. A’ einelementige Menge, dann gilt nach Satz 12 | = |
und nach Bemerkung 11 ist ¢; = ¢,. Es seien also 2 und ' mindestens zwei-
elementig. In ' wihlen wir zwei verschiedene Elemente X, ¥ und definieren wir
nach Satz 14, nach Bemerkung 9 und nach Satz 15 die Paare voneinander inversen
Anordnungen <yy, Syx bzw. (<"‘Y <Yy von A bzw. A Nach Bemerkung 11
bestimmen die Paare (Lxy, =*Y), (Syx, £¥¥) bzw. (Zxy, %), (Syx, £¥) von

Anordnungen die Trennrelation ¢, bzw. @, auf der Menge # = A U X”'. Es sei

19



0; bzw. g, durch (Zyy, <*Y) bzw. (Lyy, £¥¥) bestimmt, Wir wollen AB | CD <>
<> ABo,CD und AB |, CD < ABo,CD beweisen.

1. Wir nehmen an, daf} die Elemente 4, B, C, D voneinander verschieden sind,
genau zwei von ihnen in J7 liegen und A e, Be #'V Ae X', Be A . Der Be-
stimmheit wegen sei 4, Ce A" und B, De A",

a) o) Es sei AB| CD. Da " konvex ist, gilt AC ¥ XY und nach (C2) folgt daraus
AX|CYV CX| AY. Essei AX|CY. Wegen AX | CY und AB| CD ergibt sich nach
Bemerkung 9 4 <yy C und 4 <5, C. Daraus folgt aber < yy = =< g, und nach
Satz 15ergibtsich B <¥Y D. Wegen 4 <y, CAB <XY D gxlt nach Satz 17 ABg,CD.
Es sei CX | AY. Dann ist C <yy 4 und wegen CD | AB gilt C <,z A. Daraus
folgt Syy = <pg und D <*Y B. Aus C <4y A A D <*¥ B folgt wieder ABgo,CD.

B) Es sei ABg;CD. Dann gilt (A Sxy CABZXYD)V(C Sxy A AD £* B).
Nehmen wir A Syy C A B £¥Y D an. Nach Satz 15 folgt daraus <yy = <pp und

<4y C = A <gp C. Nach Definition von Zp, gilt also 4B| CD. Ganz ahnlich
erglbt sich C Sy AND £ B=>CZyyANSyy=Spp > CZppd=CD |
| AB = AB| CD.

b) Wegen A, Ce 4 und B, D e A~ gilt AC } BD. Nach Satz 4 und nach Defini-
tion 6 erhilt man AB |, CD < AB )} CD < AD | CB. Durch Zeichenwechsel in a)
ergibt sich dann AB|,CD <> AD|CB< (A Sy y CAB S D)V (C Sxy A A
A D £YX¥ B) & ABo,CD.

2. Es seien die in 1 angefiihrten Forderungen von A, B, C, D nicht erfiillit. Nach
Definition 6 gilt dann 4B | CD < AB |, CD. Nach Satz 17 und nach Bemerkung 11
gilt auch ABg,CD <> ABg,CD. In diesem Fall geniigt also nur AB | CD <> ABp,CD
zu beweisen. Ist A = Cv A4 =DV B=CVB=D,danngilt AB| CD <> ABg,CD,
denn beide | und g, sind Trennrelationen. Im folgenden nehmen wir also an, daB
A, B, C, D voneinander verschieden sind.

a) Esseien 4, B,C,De A .

o) Es sei AB| CD. Fiir ein beliebiges Element X € 2 gilt nach (C2) AB| CX Vv
VAC|BXV AX | BC und zugleich AB| DXV BD| AXV AD | BX. Nehmen wir
AB| CX an. Nach Satz 7 ergibt sich dann AB| CD A AB| CX = AB J DX und
daraus folgt BD | AXV AD| BX. Zuerstsei BD | AX. Nach (C4) erhédlt man AB| CX A
ABD | AXAB# X=CD|AX. Aus AB|CX und CD | AX folgt nach Satz 14
(ACB) und (CAD). Wegen (ACB) A (CAD) gilt nach Satz 17 ABo,CD. Gilt AD | BX,
dann ergibt sich geméB (C4) BA| CXABX|ADAA # X = BX|CD = CD | BX.
Aus (ACB) A (CBD) folgt dann ABg,CD. Ganz dhnlich wie oben 148t sich in den
Fillen AC | BX und AX | BC verfahren.

f) Es sei ABg,CD. Dann ist einer der Fille Ad 1, Satz 17, erfiillt. Es sei z. B.
(ACB) A (CBD). Fiir ein beliebiges X € A gilt dann AB | CX A CD | BX. Nach (C4)
ergibt sich XC| ABAXB|CD A B # C= XB| AD. Nehmen wir AB Y CD an.
Nach Satz 5 erhilt man dann AB| XCAABYCDAX # A, B= AB| XD. Aus
BA | XD A XB | AD folgt nach (C3) A = X V B = D, was ein Widerspruch ist. Somit
ist AB| CD. Ahnlicherweise priifen wir iibrige Fille nach.
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b) Im Falle 4, B, C, D e 2’ verfahren wir ahnlich wie unter a).
¢) EsscienAd,B, Ce X', De A" bzw. A, B,Ce A, De . Danngilt AB| CD <>
<> (ACB) <> ABo,CD.

Satz 19.

Es seien A und A zwei elementfremde Mengen mit Zwischenrelationen, die mit
gleichem Symbol (#3%%) bezeichnet sind. Definieren wir nach Satz 17 eine Trenn-
relation | auf der Menge M = A O KA und durch | nach Satz 14 eine Zwischenrela-
tionen ((%%%)) auf den Mengen A" und X', dann gilt (ABC) <> ((ABQ)).

Bewcis. Es seien 4, B, Ce " bzw. A, B, Ce "' mit (ABC). Fiir ein beliebiges
De ' bzw. D e A ergibt sich (ABC) < AB | CD < ((ABC)).
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SHRNUTI

O MNOZINACH S RELACEMI ODDELOVANT

FRANTISEK MACHALA

Studium mnoZin s relacemi oddélovani t&€sné souvisi s axiomatickou vystavbou
uspofadané projektivni geometrie. V predloZené préci jsou tyto mnoZiny zkoumény
nezavisle na geometrické interpretaci a nazyvaji se cyklicky uspofaddané mnoZiny.
Relace oddélovani je ptitom definovina ponékud obecné&ji neZ je obvyklé, také pro
prvky, které nemusi byt nutné razné.

Zakladnim pojmem je konvexni podmnoZina cyklicky uspofadané mnoziny.Pfiro-
zenym zplUsobem je definovan homomorfismus cyklicky uspofadanych mnoZin
a jsou ukézany vztahy mezi témito homomorfismy a rozklady pfislusnych mnoZin
na konvexni podmnoZiny. Ke kazdé konvexni podmnoZin€ cyklicky uspofaddané
mnoZiny je moZno urdit dalii relaci odd&lovani. Relace oddélovani indukuje na
kazdé konvexni podmnoZing cyklicky uspofddané mnoZiny relaci mezi a na sjedno-
ceni dvou disjunktnich mnoZin s relacemi mezi je mozZno definovat relaci odd&lovani.
Dosazené vysledky umoZiiuji studium obecnéjSich uspofadanych geometrickych
struktur, napiiklad projektivnich Klingenbergovskych rovin.
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PE3IOME

O MHOXECTBAX C OTHOIIEHUAMU
PABOEJIEHHOCTHA

OPAHTHUIIEK MAXAIJTA

W3yyenue MHOXECTB ¢ OTHOLICHUSMY Pa3JeJICHHOCTH TECHO CBS3aHO C aKCHOMATH-
YEeCKMM CTPOEHHEM IIPOEKTUBHOM reoMeTpyu. B npemnaraemoit pabore HcciaenyroTest
3TH MHOXECTBa OTHEGJIBHO OT IeOMETPUYECKOH MHTepipeTanuu. MHOXeCTBa C OT-
HOILICHHSAMH Pa3JeJICHHOCTH HA3bIBAIOTCS 3/1€Ch LUKIIHYECKH YHOPSIHOUYCHHBIC MHO-
xkecTBa. OTHOIICHWS Pa3JEJCHHOCTH OIPENEIITIOTCS INPUTOM HECKONbko Oosee
06mmM 06pa3oM Kak OGBLIYHO, TOXKE JJISi He 00S3aTeNIbHO PasiMYHbIX 3JICMEHTOB.

OCHOBHEBIM TIOHATHEM SBJISICTCA BBIMYKJIOE IOAMHOXKCCTBO. ECTeCTBEHHBIM
00pa3oM OUPEAEIISFOTCA TOMOMOP(QU3MBL IMKINYECKU YIIOPSOOUCHHBIX MHOXECTB
U TIOK23bIBAFOTCS CBSI3BI MEXKIY TOMOMOPGOU3MaMH 3THX MHOMECTB W MX pa3JIoxe-
HHSIMM Ha BBIOYKJIbIE NOAMHOXECTBa. [T KaXKAOTO BBIMYKJIOTO HOAMHOXKECTBA
LUKITMYECKH YIIOPSTIOUYEHHOTO MHOXECTBA ONPELENSICTCS HOBOE OTHOLLCHC Pa3IesICH-
HocTH. Ha KaaoM BBITYKJIOM IIOAMHOXECTBE LUKIHYCCKH YHOPSAMOYCHIOTO MHO-
KEeCTBA ONPEIEIACTCS Hajiee OTHOLICHHE MEXIY M HAa oOBEHMHEHMM AByX He mepe-
CEKaOIIMXCI MEOXECTB € OTHOUICHWSAMH MEXIY ONPEIesseTcss OTHOIICHHE
pasfenenHocTu. [IpuBefeHHBe Pe3ynbTaThl CO3HABAIOT OCHOBY JUIS M3yuesiiist 6oee
OBIINX YIOPSTOYEHHBIX TEOMETPUYECKHX CTPYKTYp, Ha HPHMED Ui NPOCKTUBHBIX
miockocteit KiunrenGepra.
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