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UBER ANGEORDNETE AFFINE
KLINGENBERGSCHE EBENEN,

DIE SICH IN PROJEKTIVE KLINGENBERGSCHE
EBENEN EINBETTEN LASSEN

FRANTISEK MACHALA
(Eingelangt am 18. Madrz 1981)

Gewidmet Prof. Miroslav Laitoch zu seinem 60. Geburtstag

Ist auf jeder Geraden der affinen Klingenbergschen Ebene eine durch alle
Parallelprojektionen reproduzierte Zwischenrelation definiert, dann heiBt diese
Ebene angeordnet. Der Verfasser untersuchte solche angeordneten Strukturen
in [3] und [4].

Die vorliegende Arbeit befaBt sich mit angeordneten affinen Klingenbergschen
Ebenen, die sich in projektive Klingenbergsche Ebenen einbetten lassen. Falls
in einer solchen angeordneten affinen Klingenbergschen Ebene die Zusatzbedin-
gung (A1) gilt, dannn 148t sich eine ganze Reihe von in [3] und [4] unter Anwen-
dung der Parallelprojektionen bewiesener Aussagen fiir sog. PZ-Projektionen
(d. h. fur Projektionen mit beliebigen uneigentlichen Zentren) verallgemeinern.
Auf Grund der Giiltigkeit eines weiteren Axioms (A2) werden dann die Satze 11
bis 18 bewiesen, die in einer folgenden Arbeit des Verfassers zur Losung des
Problems der Erweiterung einer Anordnung der affinen Klingenbergschen Ebene
in eine projektive Klingenbergsche Ebene benutzt werden.

Definition 1. Es sei o = (2, &, 1) eine Inzidenzstruktur im Sinne von Dembow-
ski[1] und sei auf % eine solche Aquivalenzrelation || (Parallelitit) erklart, daB zu
beliebigen P € 2, p € & genau eine Gerade ¢ mit p || g existiert. « heiBlt eine affine
Klingenbergsche Ebene (kurz AK-Ebene), wenn es eine affine Ebene o =
= (2, %', 1) und einen Epimorphismus » von « auf o’ gibt und folgende Forde-
rungen erfiillt sind:

(1) P,Qe P, Px #+ Qx =3 peL; P, Qlp,
2) p,ge &, pxlfgqu =31 Pe P; Plp, q.



Bemerkung 1. Zur Vereinfachung schreibt man P bzw. p anstatt Px bzw. px
fiir Pe 2 bzw. p € &. Elemente von £ bzw. % heillen Punkte bzw. Geraden. Die
Punkte A, B sind benachbart bzw. fern, wenn 4 = B bzw. 4 # B gilt. Die Menge
II(a) aller zu a parallelen Geraden nennt man eine Richtung. Eine Parallele zur
Geraden a durch den Punkt 4 wird mit L(A4, a) bezeichnet. Im folgenden werden
die Geraden als Punktmengen aufgefat und demgemiB bezeichnet man die
Inzidenzrelation mit Symbol €. Mit P = p 1 g bezeichnen wir den nach (2)
durch die Geraden p, g eindeutig bestimmten Punkt P.

Definition 2. Es seien g, g’ zwei Geraden und II(%) eine Richtung mit %} g’.
Eine Abbildung ¢ :g — g’ mit ¢(4) = g’ [ L(4, k) fir alle 4eg heilt eine
Parallelprojektion von g in g’ mit der Richtung IT(%). Solche Parallelprojektion
wird mit ¢(IT(h), g, g’) bezeichnet.

Definition 3. Eine AK-Ebene o« heiflt geordnet, wenn es auf jeder Geraden von «
mindestens drei voneinander ferne Punkte gibt und fiir jede Gerade g eine Zwischen-
relation auf g erklart ist ([2], S. 23), welche beim Ubergang zu einer anderen
Geraden mittels einer Parallelprojektion stets erhalten bleibt.

Definition 4. Es sei II(h) eine Richtung in einer geordneten AK-Ebene « und g
eine Gerade mit g # h. Fiir beliebige h,, h,, hy € II(h) setzen wir (h hyh;) <>
<> (A1 A243), wo A; = h; [ g fiir alle i e {1, 2, 3} ist.

Bemerkung 2. Durch Definition 4. wird eine Zwischenrelation in jeder Richtung
eingefiihrt. Das Symbol (4BC) bzw. (abc) bedeutet, dal B bzw. b zwischen A4
und C bzw. a und c liegt. Nach [2], (2.3) 1aBt sich auf jeder Geraden und auf jeder
Richtung ein Paar voneinander inversen Anordnungen durch die angehdrige
Zwischenrelation erklaren. Im folgenden werden alle Anordnungen von Geraden
und Richtungen nach dieser Anschauung aufgefalBt.

Definition 5. Es sei g eine Gerade einer geordneten AK-Ebene. Ist < eine durch
Definition 4 eingefiihrte Anordnung von I1(g), dann heilen H, = {4 | g < L(4,8)}
und H, = {4]|L(4, g) < g} die durch g erkliarten Halbebenen.

Satz 1. Sind H ; und H, die durch g erklirten Halbebenen, dann gilt;

(Hl) hllg=>h=gVhc H' Vhc H,

(H2) X,Y,Zeh Yeg (XYZ),XeH; = ZeH} ug,
(H3) X,Y,Zeh, Yeg XeH,, Ze H; = (XYZ),
(H4) Hf OH; =2 \g,

(HS) H}nHS =80.

g

Zum Beweis siehe [4], Satz 3 und Satz 10.
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Definition 6. Es seien 7 = (2, &, €) eine Inzidenzstruktur, n’ = (#', &', €) eine
projektive Ebene und x : 7 — n’ ein Epimorphismus. n heiit eine projektive
Klingenbergsche Ebene (kurz PK-Ebene), wenn folgende Bedingungen gelten:

(1) P,Qe?P,Px# Qu=3pe;P,Qep,
(2) pge&L,px #qe=>3peP; Pep,q.

Bemerkung 3. Analog zu Bemerkung 1 setzen wir P bzw. P ansatt Px bzw. px
fiir Pe 2 bzw. p € £ und die Punkte P, Q nennen wir benachbart bzw. fern, falls
P = Q bzw. P # Q gilt. Ahnlich sind die Geraden p, g benachbart bzw. fern,
falls p = g bzw. p # g gilt. Ferner p = PQ bedeutet eine nach (1) mittels der
Punkte P, Q eindeutig bestimmte Gerade und P = p [ ¢ einen nach (2) mittels
P, g bestimmten Punkt. Sind Pe 2 und p € & mit P € p gegeben, dann bedeutet
N(p, P) die Menge derartiger Punkte von p, die zu P benachbart sind und N(P, p)
bzw. F(P, p) die Menge solcher durch P gehenden Geraden, die zu p benachbart
bzw. fern sind.

Definition 7. Es sei u eine Gerade der PK-Ebene n = (2, %, €). Fir pe %,
P # i setzen wir p, = {Xep|X¢u} und Ulp) = {Xep| Xeu}. Ferner sei
P, ={Xe?|X¢tu}, L, ={p.|pe&,p # i} und o, = (P,, %, €) gesetzt.

Satz 2. Es sei u eine Gerade der PK-Ebene n = (2, %, €) und sei o, aus Definition 7.
Nehmen wir aus der projektiven Ebene ' die Gerade ii aus, dann erhalten wir eine
affine Ebene o,. Die Restriktion von x auf o, bezeichnen wir mit »'. Sind die Geraden
DPas G, von L, parallel genau dann, wenn p, q einen Punkt auf u gemeinsam haben,
dann ist o, = (P,, L,, €) eine AK-Ebene nach Definition 1.

Die Behauptungen von Satz 2 sind offensichtlich.

Bemerkung 4. Im folgenden wird angenommen, daB eine feste PK-Ebene 7 ge-
geben ist und durch eine Gerade u von = eine AK-Ebene « = «, erkldrt ist. Dann
heiBit = eine projektive Erweiterung von o und « ist in 7 eingebettet. Punkte von 2,
bzw. 2 \ 2, heiBen eigentlich bzw. uneigentlich. Analog ist die Gerade p mit
P # @ bzw. p = u eigentlich bzw. uneigentlich. Ferner werden eigentliche Punkte
kurz Punkte gennant und diese Verabredung wird auch fiir Geraden respektiert.
Uneigentliche Elemente werden stets besonders bezeichnet. Die Kiirze halber
wird auch die Gerade p aus 7 und die angehérige Gerade p, aus « nicht konsequent
unterscheiden. Die zustindigen Zusammenhidnge werden aus dem Text sichtbar.

Definition 8. Es seien S ein uneigentlicher Punkt und g, g’ eigentliche Geraden
mit S¢ g’. Die Abbildung ¢ : g, > g, mit ¢(4) = g’ M S4 fiir alle 4 € g, heiBt
eine PZ-Projektion, in Zeichen ¢(S, g, g').

Bemerkung 5. Eine PZ-Projektion ¢(S, g, g’) ist wirklich eine Abbildung von g,
in g.: Ist 4 aus g,, dann gilt § # 4 und es gibt eine Gerade S4. Wegen S¢ g’
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erhilt man S4 }f g’ und g’, S4 schneiden sich in einem eigentlichen Punkt, also
o(A)eg.. Ist S¢ g, dann ¢(S, g, g') stellt eine bijektive Abbildung von g, auf g,
dar. Im Fall S e u ist ¢(S, g, &) eine Parallelprojektion.

Satz 3. Es seien S ein Punkt, g eine Gerade der AK-Ebene o und A, B, C Punkte
aus g, von dennen mindestens zwei zu S fern sind, wobei S, A bzw. S, B bzw. S, C
auf einer Geraden a bzw. b bzw. ¢ liegen. Dann gilt Acb=a=bVb=c.

Beweis. Essei 4 € bund a # b angenommen. Dann sind 4, S wegen 4, Sea, b
benachbart. Unserer Voraussetzung nach folgt daraus B, C # S und 4 # B.
Mithin ist g = AB = b und folglich Seg und S, Ceg, c. Wegen S # C erhilt
manc = SC =g =b.

Bemerkung 6. Im folgenden setzen wir voraus, daB die AK-Ebene a nach
Definition 3 geordnet ist.

Satz 4. Es seien g, g’ zwei Geraden und S ein Punkt von a mit S ¢ g'. Ferner seien
A, B,Cegund A', B, C' € g’ solche Punkte von o, dall mindestens zwei von A, B, C
zu S fern sind und S, A, A" bzw. S, B, B' bzw. S, C, C' auf einer Geraden a bzw. b
bzw. ¢ liegen.

1. Aus 71 (ASA’), 71 (CSC’) bzw. (ASA"), (CSC’) folgt (ABC) = (A'B'C").
2. Sind die Punkte A', B', C' voneinander verschieden, dann (ABC) A (A'B'C’) =
= "1 (454", 71 (CSC’) v (454", (CSC").

Beweis. 1. Es sei (ABC). Gilt A € b, dann nach Satz 3 erhdlt mana = b Vb = c.
Nehmen wir a = b an, dann wegen @ # g’ gilt A’ = B’ und nach [2], (Z5¢) ergibt
sich hieraus (4'B’C’). Ahnlich erhilt man » = ¢ = B’ = C' = (4'B'C’). Werde
nun 4, C¢ b und 4’ € b angenommen. Ist zugleich 4" # B’, dann wegen A’, B’ €
eg,bgilt g = b, was ein Widerspruch zu S ¢ g’ ist. Somit ist A’ = B’, was aber
a=SA"= SB’' =b und 4 eb, also einen Widerspruch bedeutet. Es gilt daher
A’ ¢ b. Analog beweist man, daBl auch C’ ¢ b gilt. Ferner wird 4, C ¢ b und folglich
A’, C' ¢ b angenommen.

a) Essei ] (4S4") und 7] (CSC’). Wegen 4 ¢ b gilt nach (H4) Ae H, v A€ H, .
Es sei z. B. A€ H;'. Wird A’ € H; angenommen, dann nach (H3) gilt 4 € H,” A
A A' e Hy = (ASA’), was aber ein Widerspruch ist. Mithin ist 4’ € H, U b und
wegen A’ ¢ b ergibt sich also A’ € H, (Fig. 1). GemiB (H2) gilt (ABC) A A € H, A
A C¢ b= Ce H, und nach 7] (CSC’) erhélt man hieraus C' € H, . Aus (H3) folgt
dann A’ e H A C'e H, = (A'B'C’).

b) Es sei (4S4") und (CSC’). Wird wieder 4 € H;" angenommen, dann (4S4’) A
ANAeHf NA'¢b=>A"e€H,,(ABC)AAe H AC¢b= Ce H, und (CSC’) A
ACeHy NC'¢b=C'eH, . Somitist A'e H, A C'€ H, = (4'B'C’).

2. Es seien A’, B, C’ voneinander verschieden und es sei dabei (ABC) A (4’B'C").
Wegen S ¢ g’ sind auch die Geraden a, b, ¢ voneinander verschieden und folglich
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A’, C' ¢ b. Nach Satz 3 ergibt sich 4, C ¢ b. Zunichst nehmen wir 7] (4S4") und
(CSC’) an. Ist A€ H;, dann gilt nach (H2) (ABC)AAe H} AC¢b=CeH,
und (CSC)ACeH, AC'¢b=C'eH;. Aus 71 (454°) und Ae H; folgt
A’ e H} und (4'B'C’), 4’ e H,f, C' ¢ b impliziert C’' e H, , was ein Widerspruch

Fig. 1

zu (H5) ist. Analog fiithren auch die Voraussetzungen (4S4’) und 71 (CSC’) zum
Widerspruch. Mithin gilt 7] (454"), 71 (CSC’) v (454"), (CSC’).

Satz 5. Es seien S, g, g’ aus o mit S ¢ g’ und die Punkte A, B, C von g mit (ACB)
so gegeben, dall mindestens zwei von ihnen zu S fern sind. Ferner seien A', B’, C'
solche Punkte von g', daB3 S, A, A’ bzw. S, B, B’ bzw. S, C, C' auf einer Geraden a
bzw. b bzw. c liegen. Gilt ) (ASA") A 7] (BSB’) bzw. (ASA’) vV (BSB'), dann ist
1 (CSC’) bzw. (CSC).

Beweis. Wegen S¢g'ist a=SA,b=SB,¢c=SC"und a =b< A4 =B,
a=ce A =C,b=ceB =C.

I. Wir setzen 71 (4SA4") und 7] (BSB’) voraus.

1. Esseia = b, also A’ = B' = X.

a) Es sei b=c¢, also BB =C'=X und a=5b=c=g. Da 7](45X) gilt,
erhilt man aus [2], (Z2): (SAX) V (SXA). Wir setzen zugleich voraus, daB (CSC"),
also (CSX), gilt. Zunichst sei (SAX). Nach [2], (Z5b) ist (XAS) A (XSC) = (4SC)
und nach [2], (Z6) ergibt sich (4SC) A (ACB) = (ASB). Dann gemiB [2], (Z5)
gilt (XAS) A (ASB) = (XSB)V A =S, was wegen 4 = S = (ASA’) ein Wider-
spruch zu 7] (454’) und 7] (BSB’) ist. Es sei nun (SX4). Nach [2], (Z5) ist (CSX) A
A{(SXA) = (CXA)V B = S, d. h. es gilt (CXA), denn 7] (BSB’) impliziert B # S.
GemiB [2], (Z5b) ist (AXC) A (ACB) = (XCB) und (XSC) A (XCB) = (XSB)
fihrt dann zum Widerspruch. Da unsere Voraussetzung (CSX) in jedem Fall zum
Widerspruch fiihrt, gilt 7] (CSC’).
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b) Es sei b # ¢. Aus 4 € ¢ folgt nach Satz 3 a = ¢ Vv b = ¢. Gilt a = ¢, dann
wegen a = b erhalt man b = ¢, also ein Widerspruch. Somit ist 4 ¢ ¢. Analog 146t
sich B¢ c zeigen. Wegen ~1(4S4") gilt nach [2], (Z2) : (SAX) Vv (SXA). Wir
wollen beweisen, daB in beiden Fillen 7] (4SB) erfiillt ist: Werde angenommen,
es gelte das Gegenteil, also (4SB). Zuerst sei (SAX). Dann nach [2], (Z5) ist
(BSA) A (SAX) = (BAX)V S = A, also (BAX), denn aus ] (4S4’) folgt S # A.
Nach [2], (Z6) erhalt man (BSA) A (BAX) = (BSX), was ein Widerspruch zu
1 (BSB') ist. Aus (SXA) folgt nach [2], (Z5b) (4XS) A (ASB) = (XSB), was
wieder einen Widerspruch bedeutet. Damit ist die Giiltigkeit von 7] (4SB) be-
wiesen. Wegen A ¢ ¢ ist nach (H4) Ae H' v Ae H;. Es sei z. B. Ae H. Aus
B e H folgt nach (H3) (A4SB), also ein Widerspruch. Mithin ist Be H} U c. Da
zugleich (ACB)AAe H = Be H, u ¢ gilt, erhdlt man wegen B¢ c einen
Wiederspruch zu (H5). Daraus folgt, daBB a = b stets b = ¢ impliziert.

2. Esseia #b. ’

a) Esseib = c,also B = C' = X. Aus Beafolgtnach Satz3b =aVc = a.
Wegen a # b ist also a = ¢, aber aus b = ¢ folgt a = b, was ein Widerspruch ist.
Somit gilt B ¢ a. Analog zeigt man C ¢ a. Dann wegen C¢ a ist A # C und aus
(ACB) erhilt man nach [2], (Z3) 71 (BAC). Wird Be H; angenommen, dann
wegen ] (BAC), C¢a ist Ce H und wegen 1 (BSX), X¢a ist Xe H}. Aus
C, X € H} folgt dann 7] (CSX), also ~](CSC).

b) Es sei b # c¢. Ist a = ¢, dann verfahren wir analog zum Fall a). Ist a # c,
dann a # b # ¢ # a und nach Satz 3 gilt 4, C¢ b. Wegen B # C und (ACB)
gilt gemaB [2], (Z3) 71 (4BC). Wird 4 e H,” angenommen, so | (4BC) und
1 (4S84’) impliziert C e H, und A’ e H%. Nach Satz 4 gilt (ACB) = (4'C'B’),
also 71 (4'B'C’). Wegen A’ € H,' ist dann C’ € H, und infolge C, C' € H, erhilt
man ~ | (CSC’).

II. Wir setzen (ASA’') und (BSB’) voraus.

1. Esseia = b, also 4’ = B = X.

a) Es sei c=b, also C'"=B" =X und a=b=c=g.Gilt 4 =35, dann
aus [2], (Z5b) folgt (BSC) A (BSX) = (CSX), also (CSC’). Auch B =S hat
(ACS) A (ASX) = (CSX) zur Folge, also (CSC’). Ferner sei A, B # S voraus-
gesetzt. Zuerst zeigen wir, dall 7] (4SB) gilt: Es sei (ASB). Fiir die Punkte 4, B, X
erhalten wir nach [2], (Z2) (ABX) V (BAX) V (AXB). Ist (4BX), dann gemaB [2],
(Z5b) gilt (ASB) A (ABX) = (SBX) und gemiB [2], (Z3) (SBX) A (BSX)= B = S,
was ein Widerspruch ist. Aus (BAX) folgt nach [2], (Z5b) (BSA) A (BAX) = (S4X),
was wegen (ASX) und A4 # S ein Widerspruch ist. Gilt (AXB), so ist nach [2],
(Z5b) (ASX) A (AXB) = (SXB), also wieder ein Widerspruch zu (BSX). Somit
ergibt sich 7] (ASB) und nach [2], (Z2) ist also (SAB) v (SBA) erfiillt. Aus (S4B)
folgt nach [2], (Z5b) (BCA) A (BAS) = (CAS) und nach [2], (Z5) (CAS) A
A (ASX)= (CSX)V A = S, also (CSC’). Ist (SBA), dann gilt (ACB) A (4ABS) =
= (CBS) und (CBS) A (BSX) => (CSX)V B = S, also (CSC’).
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b) Essei b # c. Analog wie unter I, 1, b 1Bt sich 4, B, X ¢ c zeigen. Ist A € H,
so gilt (ASX)AAeH AX¢c=XeH, und (BSX)AXeH, AB¢c=Be
€ H}. Dann aus 4, Be H} folgt 71 (ACB), was ein Widerspruch zu (ACB) ist.
Die Voraussetzung b # c ist also falsch und a = b impliziert stets b = c.

2. Esseia # b. ‘

a) Essei b = ¢, also B = C' = X. Nach Satz 3 gilt B, C ¢ a und wegen a # b
ist X¢ a. Nehmen wir Be H an, dann (BSX) und X ¢ a implizieren X e H, .
Aus C¢a folgt A # C und deshalb (ACB) hat 7] (BAC) zur Folge. Unter An-
wendung von (H2) erhilt man daraus Ce Hf und Ce H A X e H; = (CSX).

b) Es sei b # c¢. Im Fall a = ¢ verfahren wir ensprechend zu a). Es sei also
a # c. Gilt Ae H, dann (ASA) impliziert A’ € H, . Aus (ACB) folgt ~] (ABC),
woraus sich C e H," ergibt. Nach Satz 4 gilt (4CB) = (4'C’'B’), also 7] (4'B'C").
Mithin ist C' € H, und Ce H,” A C' € H, = (CSC’).

Im folgenden wird vorausgesetzt, daB in o die nachstehende Aussage erfiillt ist:
(A1) Haben zwei verschiedene Geraden g, 4 einen uneigentlichen Punkt ge-
meinsam, so liegt 4 in einer durch g bestimmten Halbebene.

Bemerkung 7. Es seien Geraden g, 4 aus « mit g # % so gegeben, daB g, & keinen
eigentlichen Punkt gemeinsam haben. Nach Definition 6 haben g, # einen Punkt
in © gemeinsam, der muf} also uneigentlich sein. Nach (Al) liegt dann % in einer
durch g bestimmten Halbebene und o ist nach [4], Satz 6 konvex geordnet
([4], Def. 8). Ist also die Forderung (A1) in « erfiillt, dann ist « konvex geordnet.

Satz 6. Jede PZ-Projektion reproduziert die Zwischenrelationen auf den Geraden
von «.

Beweis. Es sei ¢(S, g, g’) eine PZ-Projektion, d. h. S ist uneigentlich und g, g’
sind eigentlich mit S ¢ g'. Es seien A4, B, C € g mit (ABC) gegeben und sei a = S4,
b =SB, c=S8C, A = ¢(4), B = ¢(B), C' = ¢(C) gesetzt. (Fig.2). Aus a = b
folgt A’ = B’ und (A'B’C’). Ahnlich erhalten wir (4’B'C’) auch in den Fillen b = ¢
und a = c. Ferner setzen wir voraus, daf} a, b, ¢ voneinander verschieden sind. Es
seiz. B. A€ H,. Wegen C ¢ b gilt nach (H2) (ABC) A Ae H;” = Ce H; , aus (Al)
folgt dann @ = H, und ¢ = H,, also 4’ € H; und C’e H, . Nach (H3) erhilt
man dann (4'B’'C’).

Definition 9. Mit I1(S) bezeichnen wir die Menge der Geraden von «, die durch
den gegebenen uneigentlichen Punkt S gehen. Ist m eine Gerade m mit S ¢ 7, so
setzen wir (abc) <> (ABC) fir a,b,celI(S) und A =a"m, B=bMm,C =
=c[1m.

Bemerkung 8. Nach Satz 6 ist die vorangehende Definition der Zwischen-
relation auf I1(S) von der Wahl der Geraden m unabhingig. Durch diese Zwischen-
relation lassen sich zwei inverse Anordnungen von II(S) erklaren (Bemerkung 2).
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Satz 7. Es sei ¢(S, g, g') eine PZ-Projektion. Sind auf den Geraden g, g’ von a die
Anordnungen < und <' nach Bemerkung 2 eingefiihrt, dann ist ¢ eine monotone
Abbildung von g auf g’ ([3], Bem. 1).

Da ¢ die Zwischenrelationen auf der Geraden g, g’ reproduziert, 1aBt sich der
Beweis von Satz 7 analog zu [3], Beweis des Satzes 4, durchfiihren.

Satz 8. Sind g, g’ zwei Geraden, die einen uneigentlichen Punkt R gemeinsam
haben, dann ist das Produkt der PZ-Projektionen ¢ (S, g, g'") und ¢(S’, g’, g) eine
monoton wachsende Abbildung der geordneten Menge (g, <).

9 A" B
c R
sk &
=
5
S
Fig. 2 Fig. 3

Beweis. Da ¢,, ¢, monoton sind, ist das Produkt ¢ = @,¢; auch monoton.
Nach [2], (2.3) geniiBt es nur zu zeigen, daB fiir ein Paar verschiedener Punkte 4, B
aus 4 < B die Ungleichheit ¢(A4) < ¢(B) folgt.

1.Essei S # S'. Wegen S¢ g’ und S’ ¢ gist R # S, S’. Wir wéhlen einen Punkt
Aegund setzen A" = ¢,(A), A’ = ¢(A4) (Fig. 3). Da S, §' # R ist, gilt SA Kg',
S’A” g und A’, A" sind eigentlich mit 4 # A'. Nach [4], Satz 9 gibt es einen
Punkt Beg mit B # A, A’ und (4BA’). Erkliren wir die Punkte B" = ¢,(B),
B’ = ¢(B), so wegen S # S’ gilt SB” jS’A’ und es gibt einen Punkt C =
=S'A"1 SB".DaS#S5 und R# S, ' gilt, sind y,(S, g, S'4"), Y»(R, S'A", SB"),
V5(S’, SB”, g) PZ-Projektionen und unter Anwendung von ¥/, ¥,, V5 erhilt man
(ABA’) = (A"CA’) = (B"CB) = (B'A'B). Aus A < B folgt hieraus 4 < B < 4’
und B<L A" = B, also A’ < B'. Gilt A’ = B, s0 A" = B" und A = B, was ein
Widerspruch ist. Mithin 4’ # B’ und folglich 4° < B'.

2. Es sei § = S’ In diesem Fall wiahlen wir einen uneigentlichen Punkt S”
mit §” # R und §” # §. Betrachten wir die PZ-Projektion y(S”, g’, g), dann
wegen S” ¢ g’ gibt es eine inverse PZ-Projektion y ~1(S”, g, g’) und nach a) ergibt
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sich 4 < B = yo,(4) < ¥0,(B) = o0 '[Yo (D] < o0 '[Yo,(B)] =
= ¢20,(4) < 9,0,(B) = ¢(4) < ¢(B).

Satz 9. Es seien a, b, ¢ solche Geraden mit a §| b, dal3 b, ¢ einen uneigentlichen
Punkt gemeinsam haben. Das Produkt der PZ-Projektionen ¢ (S, a, b), ®,(S’, b, ¢)
und @(S, ¢, a) ist eine monoton wachsende Abbildung der geordneten Menge (a, <).

Beweis. Das Produkt ¢ = @5;¢,¢, ist eine monotone Abbildung. Gilt 4 < B =
= ¢(4) < @(B) fir A4, Be a, so ist ¢ sogar monoton wachsend. Im Fall § = §’
ist ¢ die identische Abbildung von a, die monoton wachsend ist. Ferner nehmen
wir S # S’ an. Da ¢, ¢,, ¢; PZ-Projektonen sind, gilt S ¢ a, b, S’ ¢ ¢ und wegen
b| ¢ auch S’¢ b und S¢c¢. Mithin sind ¢,, ¢, und @5 bijektive Abbildungen
und auch ¢ ist bijektiv. Wegen @ }f b gibt es einen eigentlichen Punkt O = a [7 b.
Setzen wir ¢,(0) = 0, ¢,(0) = S'OM ¢ = 0", p5(0") = SO" M a = ¢(0) und
A" =8SO[lc, A =8SA"[1b, A= SA'" M a, B=SANc, dann ist p(4) = O
(Fig. 4). Wegen S ¢ b und S’ ¢ ¢ sind auch (S, ¢, b) und ¥ ,(S’, b, ¢) PZ-Projek-
tionen. Setzen wir ¥ = Y,¥,, so ist Yy(B) = A” und Y(4") = O", wobei B # A"
und 4" # O” erfiillt ist. Wahlt man auf ¢ eine Anordnung <’ mit B <4, so
gilt nach Satz 8 Y/(B) £’ Y(4"),also A" <" 0" und B <’ 4" £’ 0", d. h. (BA"0").
Wegen B # A” undS(iséisthfsgunddeshalbBeHg+ VBeH,,womang = OS

Fig. 4

setzt. Ist B e H, , dann wegen O” ¢ g und (BA"0") erhilt man nach (H2) 0" € H;.
GemiB (Al) gilt SB = H, und SO" = H,,also A e H, und ¢(0) € H, . Aus (H3)
folgt dann (40¢(0)) mit 4 # O. Nehmen wir 4 £ O in der Anordnung von a an,
dann ist O £ ¢(0) und folglich ¢(4) < ¢(0). Da ¢ bijektiv ist, gilt p(4) # @(0)
und @(A4) < ¢(0).
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Satz 10. Es seien g, g’ zwei Geraden, die einen uneigentlichen Punkt R gemeinsam
haben. Weiter seien zwei ungeigentliche Punkte S, S' und Punkte A, A', B, B’ € g,
A", B"eg’ so gegeben, daB R+# S # S # R und S, A, A" bzw. S, B, B" bzw.
S', A', A" bzw. S’, B', B" auf einer Geraden liegen. Ist < eine Anordnung von g mit
A < A',dann B £ B'.

Beweis. Wegen R # S # 8 # R sind ¢,(S', g, SA), ¢,(R, SA, SB) und
¢@3(S’, SB, g) PZ-Projektionen (Fig. 5). SA4, SB haben einen uneigentlichen Punkt S
gemeinsam und wegen S # R ist g Jf SA. Also die Geraden g, S4, SB geniigen

Fig. 5 Fig. 6

.

den Forderungen des Satzes 9 und diesem Satz nach ist ¢ = @;¢,¢; monoton
wachsend. Aus 4 < A4’ folgt daher ¢(4) = ¢(4") und folglich B £ B'.

Ferner wird vorausgesetzt, daB die folgende Forderung (A2) in o erfiillt ist:

(A2) Es seien g, g’ zwei Geraden mit § # g', welche einen uneigentlichen Punkt R
gemeisam haben und seien S, S’ zwei benachbarte uneigentliche Punkte mit
S # R, die auf einer Geraden p von 7 liegen. Ferner seien A, A’, B, B'eg; A’,
B"eg', wobei S, A, A" bzw. S, B, B” bzw. S’, A’, A” bzw. S’, B’, B” auf einer
Geraden liegen. Ist M = g’ [ p ein uncigentlicher Punkt bzw. ist M eigentlich
mit "1(4"MB") und M # A", B", dann gilt A £ A’ <> B £ B’ in der Anordnung
von g. Ist M eigentlich mit (4"MB") und M # A", B", dann 4 £ A’ < B’ < B.
(Fig. 6, wo M ein eigentlicher Punkt mit (4”MB") ist und Fig. 7, wo M uneigent-
lich ist).

Satz 11. Es seien s,s’, a drei Geraden mit a # §,5', die einen uneigentlichen
Punkt R gemeinsam haben und seien M, N uneigentliche Punkte mit R # M, N,
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die auf einer Geraden p von n liegen. Ferner seien S € s, S’ € s’ Punkte mit S, S’ ¢ p.
Nach Definition 9 fiihren wir eine Zwischenrelation auf II(R) ein und betrachten
folgende Moglichkeiten,;

(1) "(sas"),

(2) (sas),

(3) S, S’ liegen in einer durch p bestimmten Halbebene,

(4) S, S’ liegen in verschiedenen durch p bestimmten Halbebenen.

(Ist p uneigentlich, dann nehmen wir an, daB (3) gilt). Es seien schlieBlich A, B, A’,
B’ € a derartige Punkte, wo S, A, M bzw. S, B, N bzw. S', A', M bzw. S’, B', N

Fig. 7 Fig. 8

auf einer Geraden liegen. Gilt (1), (3) bzw. (2), (4), dann ist A £ B< A’ < B’ inder
Anordnung von a. Gilt (1), (4) bzw. (2),(3),dann A £ B<«> B' < A'.

Beweis. Im Fall M = N ist SM = SN, M = S'N und folglich 4 = B,
A" = B'. Sei also M # N. Wegen S,S5'¢a ist dann 4 # B, 4’ # B', wegen
R # M, N gilt M |5, S'N §a und deshalb gibt es Punkte S” = S'M (1 s,
B” = S"N 1 a, wobei A’ # B” ist.

1. Es sei p uneigentlich (Fig. 8). Aus M # N folgt R # M # N # R und nach
Satz 10 erhilt man 4 £ B< A’ < B". Ist M = N,dann wegen§ # aund R # M
gilt nach (A2) A < B« A’ < B'.

2. Es sei p eigentlich (Fig. 9). Da M # R und folglich § 7 ist, gibt es einen
Punkt Q =p[s. Gilt S,8 e H, bzw. S,S € H,, so ist 71(5'QS"). Wegen
S, S' ¢ p ergibt sich S, S’ # 0 und nach (A2) gilt dann 4 < B<> A4’ £ B". Aus
SeH:, S'e H, folgt (SOS") und nach (A2)ist 4 £ B« B" £ 4'.

Wir betrachten die PZ-Projektion ¢(N, S’M, a) in der B' = ¢(S"), B" = ¢(S")
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und A" = @(4’) ist. Gilt (sas’), dann wegen M # R und nach Definition 9 erhilt
man (S”4’S’). Nach Satz 6 folgt daraus (B"A4’'B’). Entsprechend T](sas’) impliziert
“1(S"AS") und T1(B"A4'B’).

a) Wir nehmen an, daB die Bedingungen (1) und (3) erfiillt sind. GemaB (3)
ist A< B« A" < B" und (1) hat zur Folge T1(B"4'B’). Ist B’ < A’, so wegen
A" £ B” gilt B < A’ < B’, also (B'A’B"), was ein Widerspruch ist. Somit gilt
A’ £ B’. Setzen wir umgekehrt 4° < B’ voraus, dann aus B” < A4’ folgt B" <
< A" £ B, also wieder ein Widerspruch. Mithin gilt A’ < B” und folglich 4 £ B.
Damit ist 4 £ B< A" £ B” bewiesen.

b) Es sei (2) und (4) erfiillt. Dann gilt 4 £ B<> B" £ A’ und (B"A’B’). Hieraus
folgt B < A'<> A’ < B',also A< B« A < B.

Fig. 9

c) Es seien (1) und (4), also 4 £ B<> B" < A" und "|(B"A'B’) erfiillt. Aus
A’ < B’ erhdlt man B" £ A" < B’, was ein Widerspruch zu ~1(B"A4’'B’) ist. Somit
ist B < A’. Gilt B" £ A’ und zugleich 4’ < B”, soist B’ < A’ < B”, was wieder
zum Widerspruch fiihrt. Daraus erhilt man 4 < B<«> B’ < A4'.

d) Es seien (2) und (3), also A < B<> A" < B” und (B"A’B’) erfiillt. Dann gilt
A SB"<B <A, also A BB < 4.

Satz 12. Es seien a, b, c € N(S, p) (Bemerkung 3) und m, m’ zwei Geraden mit
S¢m,m und m |p,m Yp. Setzt man A =mla, B=m b, C=mMc,
A" =m' Ma B =mMNb,C'"=m M c,dann (ABC) = (A'B'C’).

Beweis. 1. Zuerst nehmen wir ~ 1(4SA4’) und (CSC’) an. Setzen wir g = L(S, m),
dann ist m in einer durch g bestimmten Halbebene enthalten. Es sei z. B. m < H;
und folglich A, Ce H,. Wegen ~1(A4SA’) ergibt sich dann 4'e H, (Fig. 10).
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Gilt C'eg, so nach C' # Sist g = C'S = ¢, also ¢ | m. Dann aus 7 = ¢ folgt
P || m, was ein Widerspruch ist. Es gilt daher C’ ¢ g und (CSC’), C € H, impliziert
C'eH,.

a)Esseim | m'. Ausm’' || g und Sem’, Seg folgt m' # g Die Geraden m', g
haben dann einen uneigentlichen Punkt gemeinsam und nach (Al) liegt m’ in
einer durch g bestimmten Halbebene. Dies ist aber im Widerspruch zu 4’ € H,
und C' e H,.

b) Essei m’ } m. Dannistauch 7’ }f g und m’, g haben einen Punkt R gemeinsam.
Wegen A’ €a, C'ecund a =¢ist A, C'ea. Aus A' # C' folgt m’' = A'C' = a
im Widerspruch zu m’ ffa. Es sei also A’ = C'. Nach A’eH;r und C'e H,
ergibt sich aus (H3) (4'RC’). Da « konvex ist (Bemerkung 7), so folgt aus 4’ = C’

Fig. 10

die Gleichheit 4’ = R, also A’ eg. Wird dabei 4’ # S angenommen, dann gilt
a=AS =g, was wegen m | g ein Widerspruch zu || g ist. Aus 4’ = S folgt
S e m’, also wieder ein Widerspruch.

Nach a) und b) fiihrt unsere Voraussetzung ~1(4S4") A (CSC’) stets zum Wider-
spruch.

2. Entsprechend zum Teil 1 1a8t sich beweisen, dafl auch (4S4") und 71(CSC’)
nicht zugleich gelten konnen.

Nach 1 und 2 gilt (4S4") A (CSC’) oder ~1(4SA4") A 1(CSC’) und nach Satz 4
ergibt sich daraus (4BC) = (4'B'C’).

Definition 10. Es seien a, b, c € N(S, p). Ist m eine Gerade mit m }p, S¢ m
und sind A4, B, C die Schnittpunkte von m mit a, b, ¢, dann setzen wir (abc): <
<> (ABC).
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Bemerkung 9. Durch Definition 10 wird auf der Menge N(S, p) eine von der .
Wahl der Geraden m unabhingige Zwischenrelation eingefiihrt. Mit dieser
Zwischenrelation lassen sich zwei inverse Anordnungen auf N(S, p) erklaren (Be-
merkung 2). ‘

Fig. 11

Satz 13. Es sein a, b, c € N(S, p) und a', b’, ¢’ € N(S’, p’) derartige Geraden, daf}
a,a’ bzw. b, b" bzw. ¢, ¢’ einen uneigentlichen Punkt M bzw. N bzw. P gemeinsam
haben, wobei M, N, P auf einer Geraden q aus © mit § # P, P’ liegen. Dann gilt
(abc) = (a'b'c’).

g m
7
b B Z
C A r\; N
B/c

S
.a

bc/

Q

a ]

Fig. 12

Beweis. Wegen a =b = ¢ und g # p sind M, N,P benachbart und es gilt
zugleich P || 7".
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1. Wir setzen voraus, daB S, S’ auf einer zu p fernen Geraden g liegen. Dann
ist ¢ # p und wegen P || p’ folgt hieraus g # p'.

a) Es sei g uneigentlich und sei R = ¢ [ g gesetzt. Dann wegen g # P ist R # M.
Durch R fiihren wir eine Gerade m mit 7 # g (Fig. 11). Da M # Rist, gilt i } p,
m P und m schneidet a, b, ¢, a’, b’, ¢’ schrittweise in den Punkten A4, B, C,
A', B', C’. Nach Definition 10 erhilt man dann (abc) = (ABC) und in der An-
ordnung von m folgt daraus A S B< C oder CXB< A. Gilt ASBZLC,
so gemiB (A2)ist ASB=>A <B und BSC=B <C,alsod < B C
und (4'B’C’). Nach Definition 10 ergibt sich dann (a'd’c’). Aus C < B £ 4 folgt
nach (A2) C' £ B’ £ A, also (A'B’'C’) and (a'b’c).

b) Es sei g eigentlich. Wegen M ea, gista| g, g || p und folglich ¢ }f g. Mithin
gibt es einen Schnittpunkt Q = ¢ 1 g (Fig. 12). Fiihren wir eine Gerade m mit

Fig. 13

m | g, m # g, dann haben m, g einen uneigentlichen Punkt R mit R # M gemein-
sam. Also es existieren die Schnittpunkte A4, B, C, 4', B’, C' von m mit
a,b,c,a, b, c'. Zuerst sei 7(SQS’). Da die Forderungen von (A2) erfiillt sind,
ergibt sich nach (A2) und nach Definition 10 (abc) = (ABC)=> A < B< CVCZ
SBfA=A<B SCVC B A =(ABC)= (abc). Aus (SQS")
folgt dann (abc) = (ABC)=> A S B CVCEB<A=>C <B <AVAEL
S B S C = (ABC)=(a'bc).

2. Es gibt keine zu p ferne Gerade, die durch S, S’ geht. In diesem Fall wiahlen
wir einen Punkt S”, so daB3 S, S" bzw. S’, S” auf einer zu p fernen Geraden g’ bzw. g”
liegen. Durch S” fithren wir die Geraden a”’, ", ¢”, die schrittweise durch M, N, P
gehen. Nach Teil 1 erhdlt man dann (abc) = (a"b"c"), (a"b"c") = (a’b’c¢’) und
folglich (abc) = (a'd'c’).

Satz 14. Es seien a, b, ¢ € F(S, p) gegeben (Bemerkung 3). Sind m, m’ zwei Geraden
mit m | m' | p und S¢m,m und wird A=allm, B=bMm, C=cMm,
A =am B =bm C =c 1mgesetzt, so (ABC) = (4'B'C").
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Beweis. Wegen S ¢ m, m’ gilt p # m, m’ und nach (Al) ist m bzw. m’ in einer
durch p bestimmten Halbene enthalten (Fig. 13). Gilt m, m' < H; , SO ist
A,C A, C’eH;, folglich 71(4S4’), 71(CSC’) und nach Satz 4 gilt (4BC) =
= (A'B'C’). Ausme H) und m’ € H, folgt (ASA’), (CSC’) und (4BC) = (4'B'C).

Definition 11. Es seien q, b, ¢ € F(S, p). Ist m eine Gerade mit 7 || D, S ¢ 7 und
sind A4, B, C die Schnittpunkte von m mit a, b, ¢, dann wird (abc) <> (4BC) ge-
setzt.

Bemerkung 10. Laut Definition 11 wird auf F(S, p) eine nach Satz 14 von der

Wahl der Geraden m unabhidngige Zwischenrelation eingefiihrt. Mit dieser
Zwischenrelation lassen sich zwei inverse Anordnungen auf F(S, p) erklaren.

I
P p g ;
&S§&A |
\bB
C
\c
Al
B
S P
C c T\
I
! !
R

Fig. 14

Satz 15. Es seien a, b, c € F(S, p) und a’, b’', ¢’ € F(S', p') mit p || p’. Haben a, a’'
bzw. b, b’ bzw. ¢, ¢’ einen uneigentlichen Punkt M bzw. N bzw. P gemeinsam und
sind M, N, P in einer uneigentlichen Geraden enthalten, so gilt (abc) = (a'b'c’).

Beweis. Der gemeinsame uneigentliche Punkt von p, p’ bezeichnen wir mit R
und durch R fiihren wir eine Gerade g mit g # P, § # D', so daB ~1(pgp’) in der
Zwischenrelation von IT(R) ist. Setzen wir A =allg, B=b1g, C=cMNMg,
A" =a Mg B =b'11g, C' = crlg, dann nach Definition 11 ist (abc) = (ABC)
(Fig. 14). Wegen a, b, c € F(S, p) gilt R # M, N, P und nach (1), (3) aus Satz 11
erhilt man (ABC)=> A< BXCVCEBLA=>A<B CVC<LPBEZ
S A = (A'B'C)= (a'bc).

Satz 16. Es seien m, n zwei Geraden, R ein uneigentlicher Punkt und S ein Punkt
mit R¢ m, i, S¢n. Ferner seien A, B, Cem und A', A", B', B", C' € n Punkte mit
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S # A, B so gegeben, daB S, A, A" bzw. S, B, B" bzw. R, A, A" bzw. R, B, B’ bzw.
R, S, C, C’' auf einer Geraden liegen. Gilt —] (ASA"), "W(BSB"), "I(CSC’), dann ist

c

Fig. 15

A" £ B <« A" £ B" in Anordnung von m. Aus (ASA"), (BSB") und (CSC’) folgt
A £ B <«B < A"
Beweis. I. Es sei "1(4S54"), T1(BSB"), “1(CSC’).

Fig. 16

1. Es sei (SBB") (Fig. 15). Wegen S ¢ # ist (R, SB”, n) eine PZ-Projektion und
unter Anwendung von ¢ erhalten wir (SBS") = (C'B’'B").
a) Es sei (4BC). Wegen S # A4, B und 71(454"), 71(CSC’) gilt nach Satz 4
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(ABC) = (4"B"C’) und nach Satz 6 ergibt sich zugleich (4BC) = (4'B'C’). Aus
(A'B'C’), (B"B'C’') und (A"B"C’) folgt dann schrittweise 4’ £ B'<> A’ < B’ <
SCe®B £BLCeA"<XB C'«A"=<B.

b) Essei (BAC). Wegen S # A4, B und 7(BSB"), T1(CSC’) gilt nach Satz 4 erneut
(B"A"C") und nach Satz 6 ist (B'A’C’). Hieraus ergibt sich A’ < B« C' < A' £
SBwC<B<B&C<A<B<A<B.

c) Es sei (4CB). Dann gilt (4"C'B") und (4'C'B’) und folglich 4’ £ B'« A’ <
SCEB<aC<B<EB<A"<C <B<«A"<B.

2. Es sei (SB”B). Da ¢(R, SB’, n) eine PZ-Projektion ist, gilt ¢p(S) = C’, p(B") =
= B", ¢(B) = B’ und (SB"B) = (C'B"B’).

Fig. 17

a) Aus (4BC) folgt (4"B"C’) und (4'B'C’), woraus sich 4’ < B'« A" < B’
SC«B B 2C«A"<B"2C"«= A" £ B ergibt.

b) (BAC) impliziert (B"A"C’) und (B'A'C’), also A’ S B« C' £ A £ B <
«C B £B<«<(CLA"<B <A"<B"

c) Aus (ACB) folgt (4"C'B"), (A'C'B)Yund 4’ £ B <A S C B «C <
SB " £B<«A"SC B <sA"<H.

II. Es sei (4S4"), (BSB") und (CSC’). Unter Anwendung der PZ-Projektion
@(R, SB", n) erhilt man (BSB") == (B'C'B") (Fig. 16)

a) Essei (ABC). Wegen S # A, Bund (A4S4"), (CSC’) gilt nach Satz 4 (ABC) =
= (A"B"C’) und nach Satz 6 ist (ABC) = (4’'B’C’). Hieraus folgt dann 4’ <
SB<eA B LC«B<C=sB<C<B <A"<B" A"

b) (BAC) impliziert (B'A'C’), (B"A"C"), woraus sich A" S B« C' =4 =
BB ZC <B<«B ZA"<C <« B < A4"ergibt.

IIA

26



¢) Gillt (4CB), dann ist (4’C'B’), (A’C’'B") und A' S B« A < C < B <
<$B”§C’éBléBﬂécléA”QB”éA”-

Satz 17. Es seien a, b, ¢ durch einen Punkt S gehende Geraden so gegeben, daB a, b
benachbart und a, ¢ fern sind. Durch einen Punkt M, € ¢ bzw. M, e c mit M, # S
bzw. M, # S fiihren wir eine Gerade m, bzw. m, mit m; # ¢, m, {abzw. m, # ¢,
m, fa. Wir setzen A; = m; [ a, B, =m; b und a; = RA;, b; = RB, fiir ie
€ {1, 2}, wo R ein uneigentlicher Punkt von c ist. Aus "1(M,SM,) bzw. (M,SM,)
folgta, < b, <> a, < b, bzw. a; £ by < b, < a, in der Anordnung von II(R).

Beweis. Wegen @ = b und m, # ¢, m, faist A, = B, und 4, # M,;. Da «

Fig. 18

konvex ist, folgt daraus 7(4, M, B,). Entsprechend gilt auch 71(4,M,B,). Wegen
My, M, # ¢ und S; # M,, M, ist A, B, ¢ c und 4,, B,¢c. Aus a = b folgt
A, = By und 4, = B,, also a, = b, und a, = b,. Es sei ferner a # b.

1. Wir setzen 71(4,S4,) voraus. Da A4, ¢ cist, gilt A, e HY V A, € H. . Ist z. B.
A, € H, dann erhélt man schrittweise 71(4,S4,) A A; e HY AN Ay éc = A, e HY,
WAMB)NA e H ABy¢c=BieH', TNA;M;B)AAyeH AB,¢c=
= B,e H und A,, B,e H = (B;SB,). Wir setzen A; = a, M m,, B =
= by M m,. (Fig. 17).

1. Es sei "1(M,SM,). Wegen "1(4,S4,), 1(B;SB,), 1(M,SM,) gilt nach Satz 16
A} £ B} < A, < B; in der Anordnung von m,, also a; < by <> a, < b, in der
Anordnung von II(R).

2. Essei (M{SM;). Wegen ~1(4, M, B,) gilt nach [2], (Z2) (ByA, M)V (4, B, M,).

a) Es sei (B;A;M,). Durch die PZ-Projektion ¢(R, m,, m,) ergibt sich daraus
(B{A1M,). Unter Anwendung von @,(R, a, m,) erhilt man analog ~1(4,S4,) =
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= T1(A,M,A,;). Wird M, € H, angenommen, so (M;SM,) impliziert M, € H, .
Wegena # bist By, B, ¢ a, folglich (B, A, M) A M, € H = B, € H;,”1(B,SB;)A
A B € H; = B, e H],als0 B,, M, € H, = 1(B;4,M,). Da zugleich 71(4,M,B,)
gilt, erhalt man nach [2], (22) (4,B,M,). Aus (B{41M,) folgt A} < Bj < M, <
< A in der Anordnung von m,. GemaB ~1(41 M, 4,) gilt (M,414,) V (M,4,4)),
was M, < A, < M, £ A, bedeutet und nach (4,B,M,) ist dann M, < 4, <
<> B, < A,. Somit erhilt man 4] < By <> B, < 4, also a; S b <« b, < a,
in der Anordnung von II(R).

b) Es sei (4,B,M,), also (4,B\M,). Gilt M, € H,, so ist M, e H,. Wegen
a# bist A,, A, ¢ b, woraus sich (M,B,A;) A My € Hy = A, € Hy, 1(4,S4,) A

a, a, [ci ]9 |C p R

A
n' Ay
\ //
m L1Q,
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A < sz
Kl 2
iU
\
(o N

Fig. 19

*

AA e Hy = A, e Hy und 4,, M, e H, = "1(4,B,M,) ergibt. Aus “1(4,M,B,)
folgt dann (B,4,M,). Wegen (4,B{M,) gilt Ay < B{<>B{ < M, in der An-
ordnung von m,. Mit ¢1(R, a, m,) erhilt man ~|(B,SB,) = 71(B;M,B,), also
(M,B,B}) vV (M,B}B,), Was B; < M, <> B, £ M, impliziert. Nach (B,4,M,)
ergibt sich B, < M, < B2 < A4,, also A} < B; < B, £ A4,. Dies aber bedeutet
a; £ b eb, = a,.

II. Wir setzen (4,S4,) Voraus. Ist 4, € H, dann gilt "1(4,MB,) = B, € H,
(4,S4;) = Ay € H,"1(A2M,B,) = B, e H; und B, € H, A B, € H = (B,SB,).
Wir setzen erneut Ay = @1 [Im,, B] = b, [] M2-

1. Es sei “1(M,SM,). Wegen (4, M, B,) gilt (B;A,M,) Vv (4,B,M,) (Fig. 18).

a) Es sei (B;4;M,). Mit den PZ-Projektionen @(R, m,, m,) und ¢,(R, a, m;)
ergibt sich (B, 4, M,) = (B14,M,) und (4,S4,) = (41 M,4,). Nehmen wir M, €
€ H; an, so gilt "\(M,SM2) = M, e H}, (B;,A;M,) = B, € H,, (B,SB;) = B, €

28



€ Hf und B,, M, e H = 7(B,A,M,). Wegen 7\(4,M,B,) ist dann (4,B,M,).
Nach (B{AiM,) gilt A} < B} < M, < A] in der Anordnung von m,, nach
(A1 M, 4,) ist M, £ A < A, £ M, und (4,B,M,) impliziert A, £ M, <> A, <
< B,. Damit erhilt man 4} £ B/ < A, < B;, also a; < b, <>a, £ b,.

b) Es sei (44B;M,), also (41B1M,). Mit ¢,(R, a, m,) ergibt sich (B,SB,) =
= (Bj{M,B,). Nehmen wir M, € H, an, dann wegen ~|(M,SM,) ist M, € H;'. Es
gilt zugleich (M,BiA,)= A€ H,, (4,54,) = A, e H und A4,, M,e H, =
= "1(4,B,M,), woraus wegen " (4, M, B,) wieder (B, 4, M,) folgt. Nach (4} B; M,)

Cy q | (g a V{:
p

m

\\ / Q

Qq R

C7C‘ c <M

Fig. 20

ist A{ < By <> B{ < M,,nach (B{M,B,)ist By < M, <> M, < B, und (B,4,M,)
impliziert M, £ B, < A, < B,, was a; < b, < a, < b, bedeutet.

2. Ist (M{SM,), so wegen (4;SA4,), (B;SB,), (M,SM,) gilt nach Satz 16 4] <
S B« B,SA4,,also0a, b, b, = a,.

Satz 18. Es seien M, N, R, S uneigentliche Punkte mit R # M, N, S; S # M, N
und a, ¢ durch R gehende Geraden. Auf a bzw. c sind derartige Punkte A, A’ bzw. C, C’
gegeben, dal3 A, C bzw. A’, C’ in einer durch M bzw. N gehenden Geraden m bzw. n
enthalten sind. Setzen wir a; = AS, ay = A'S, ¢, = CS, ¢; = C'S und n’ = AN,
dannm, a, n' € F(A, a,). Ist "\(man') bzw. (man’) in der Zwischenrelation von F(A, a,)
(Definition 11), dann gilt a; < c¢; <>ay S ¢y bzw. a; < ¢y <> ¢} < a) in der An-
ordnung von II(S).

Beweis. Wegen N # R, S und R # S 1aBt sich Q =n"Me¢, Q' =c¢, AN,
q=S80,0,=qMa, Ay =c;Na, Ci=ciMasetzen. Daa=c<s> 4 =C<
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<a =c,und a = c<w 4’ = C' < a} = ¢} gilt, kann man ferner a # ¢ setzen.
Durch S fiihren wir eine Gerade p, so daB3 4 ¢ 7 und (a,c,p) in der Zwischenrelation
von II(S) gilt. Wegen S # R, M, N 1aBt sich dann 4, = a1 p, M; = m M p und
N; = n' M p setzen. Aus (a,cyp) ergibt sich nach Definition 9 (4Q'N;) und
(ACM,).

1. Es sei 7](man’). Nach Definition 11 erhalt man hieraus ~|(M;4,N;) (Fig. 19).
Esseiz. B. M, € H]. Dann (M, 4,N,) impliziert N, € H, und aus (4Q'N,) bzw.
(AcM)folgt Q' € H bzw.Ce H;. Wegen C e H; unda # cergibt sich nach (A1)
¢ c H}, folglich Q € H,. Mithin gilt 71(Q4Q’) und nach Definition 9 auch
T1(Q1AA,), was (AQA,) V (44,0Q,) bedeutet. Nach Bemerkung 8 betrachten wir
eine Anordnung £ von II(S) mit a; < ¢, und auf der Geraden a eine durch <
induzierte Anordnung. Dann erhilt mana; < ¢; <> 4 £ A4, und wegen (4Q,4,) Vv
V(44,0,) ist AL A, <A< Q;. Wegen R# S # N s# R gilt nach Satz 10
A £ Q,<« A} £ C,, woraus a; < c; folgt.

2. Es sei (man’), also (M,A,N,) (Fig. 20). Ist M, € H] vorausgesetzt, so gilt
N, e H; und aus (AQ’'N,), (ACM,) folgt Qe H,, Ce H}. Dann ergibt sich
schrittweise ¢ = H}, Qe H,, (QAQ’) und (Q,A4A4,). Analog zum Fall 1 erhilt
mana, S¢S AL A, Q S A C = A =] £a).
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Souhrn

O USPORADANYCH AFFINNIiCH
KLINGENBERGOVSKYCH ROVINACH,
KTERE JSOU VNORENY DO PROJEKTIVNICH
KLINGENBERGOVSKYCH ROVIN

FRANTISEK MACHALA

V piedchazejicich pracich [3], [4] studoval autor uspofadané afinni klingen-
bergovské roviny. V predkladané praci se predpoklada, Ze tyto roviny jsou navic
vnofeny do projektivnich klingenbergovskych rovin. JestliZe plati axiom (Al),
pak tvrzeni z [3], [4], dokézana pomoci rovnob&znych projeke, plati pro projekce
s libovolnym nevlastnim stfedem. Na zaklad€ platnosti dal§iho axiomu (A2) jsou
dokazany véty, které se pouZivaji v dalsi autorové praci k feSeni problému roz-
§irfeni uspofadani afinni klingenbergovské roviny do uspofadani klingenbergovské
projektivni roviny.

Pesziome

O VIIOPAAOYEHHBIX ADOPUMHHBIX ITJOCKOCTAX
KIWMHTEHBEPI'A, KOTOPHLIE INIOATPYXXEHBI
B MPOEKTUBHBIE IIJJOCKOCTU KJINHTEHBEPTA

OPPAHTUIMEK MAXAJIA

B npepbimymux paGotax [3], [4] aBTOop u3y4as ynopsmoyeHHble aduHHbIE
rmockocTyt KimmnrenGepra. B mpemnmaraemoir paborte mpeamosiaraerTcsi, YTO I3TH
TJIOCKOCTH CBEPX TOTO TOATPYXEHbI B IPOEKTUBHBIE ILTockoctu KimmHrenbepra.
Ecmu BrimonasieTcs akcuoma (Al), To yrBepsknenus u3 [3], [4], koTopbie qoka3bl-
BAlOTCS NPU MOMOLIM TMapajuleNIbHBIX NMPOEKTHPOBAHMH, BBIIOIHAIOTCS NJS IIPO-
eKTHPOBAHUM ¢ TPOU3BOJILHBIMU HECOOCTBEHHBIMM HeHTpamu. IIpu momolm
cnenyroleit akcuoMsl (A2) 10Ka3bIBAXOTCS TPENJIOKEHHSI, KOTOPHIMM aBTOP IOJb-
3yeTcsi B JajbHeilied paboTe HpU pEIeHHWH HPOOJIeMBl PacpoCTpaHEHUs YIO-
psapouentocTn apduuHoit TWTOcKocTH Kimuresbepra B ymOpsSHOYEHHOCTh IMPOEK-
THBHOMH Tutockoctu Kummnrenbepra.
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