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Exakte Größenordnung für das Randverhalten des 
Poissonschen Integrals von BMO-Funktionen und 
VMO-Funkt ionen 

Holger Boche 

Abstract: The behaviour of the Poisson integral for function of bounded mean oscillation 
(BMO) and functions of vanishing mean oscillation (VMO) is investigated in the paper. 
The exact asymptotic behaviour of the Poisson integral of BMO functions and VMO 
functions is given in the paper. 
Key Words: bounded mean oscillation, vanashing mean oscillation, Poisson integral, bound
ary behaviour 

Mathematics Subject Classification: 31A20, 42A50, 44A15 

1. Einleitung und Ergebnisse 

In der Arbeit wird das Verhalten des Poissonschen Integrals untersucht. Dazu 
werden als erstes einige Bezeichnungen eingeführt. Mit Lp[—7r,7r), 1 < p < oo wird 
die Menge aller Lebesgue-meßbaren 27r-periodischen Funktionen mit 

7Г 

/ 
| / ( í ) | p Л < o o 

bezeichnet. C°°[—7r, TT) sei die Menge aller unendlich oft differenzierbaren 27r-
periodischen Funktionen. Das Poissonsche Integral einer Funktion / £ Ll[ — 7r,7r) 
ist durch 

IT 

^t) = ijfir)l_2r^{;
2_T)+r2dr (1) 

— n 

definiert [4], [5], [8], [10]. Hierbei ist 0 < r < 1. 
Für das Poissonintegral (1) gilt 

Yimu(r,t) = f{t) 
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fast überall in [—7r,7r) [4]. Insbesondere haben wir 

limsup |tz(r, t)\ < oo 
r-»l 

fast überall in [—7r,7r). 
Im weiteren bezeichnen wir mit fi(E) das Lebesguesche Maß der Lebesgue-meßbaren 
Menge E. Für eine Funktion / G Ll[—7T,TT) ist der Hardy-Littlewood Maximalope
rator durch 

(2) ( M / ) ( í ) = sup - i - í\f(t)\dt 
M(/)<2TT M J J J 

Das Supremum in (2) ist über alle Intervalle I mit t G I zu bilden. Für den Hardy-
Littlewood Maximaloperator gilt für alle / £ Ll[—7r,7r] [4](Chapter I, Theorem 
4.3.), [8], [9] 

7V 

(*({t€ [-TT, TT) | (Mf)(t) > X } ) < 2 - | | / ( i ) | <!* . (3) 

— 7T 

Hierbei ist A > 0 beliebig und Ci eine von / und A unabhängige Konstante. 
Für die Funktion / G Ll[—7r,7r) wird die Zahl 

aI(f) = ~f)Jf(t)dt (4) 
/ 

eingeführt. Wir betrachten nun die Menge aller / G Lx[—7r,7r), für die 

SUP ~7K / l / W ~ a / ( / ) l dt < °° (5) 
p(/)<2rr ßK1) J 

gilt. Hierbei wird das Supremum in (5) über alle Intervalle / C [—n, 7r) gebildet. Die 
Menge dieser Funktionen / wird mit BMO (bounded mean oscillation) bezeichnet 
[4], [8]. Für diese Menge führen wir die Semi-Norm 

l l / I L = sup -±- f\f(t)-aj(f)\dt (6) 
ß(I)<2ix ßK1) J 

ein. Die Semi-Norm | | / | |* einer Funktion / G BMO ist genau dann gleich Null, 
wenn die Funktion / fast überall konstant ist. Betrachtet man nun den Quoti
entenraum der BMO-Funktionen modulo der Konstanten, so erhält man einen 
Banachraum [4](Chapter VI, Problem 2). Für 8 > 0 betrachten wir weiterhin die 
Menge aller / G BMO, für die mit 

Msf= sup - 1 - - f\f(t)~aj(f)\dt (7) 
ii(i)<ö M1J J 
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die Beziehung 
lim M6f = 0 (8) 
ö~->0 

gilt. Die Menge dieser Funktionen bezeichnen wir nach [4], [7], [8] mit VMO 
(vanishing mean oscillation) [7]. Der Raum VMO ist ein abgeschlossener separabler 
Unterraum von BMO. Er ist der Abschluß der Menge C[—7r,7r] der stetigen 27T-
periodischen Funktionen in der L?MO-Norm [4], [7]. Die Räume BMO und VMO 
haben eine ganze Reihe von interessanten Eigenschaften [4], [5], [8], [9]. Für 1 < 
< p < oo existiert eine Konstante Ap mit 

/ ! /«> SUP ^ K / \f(t)-a,(f)\»dt\ <AP -11/11.. (9) 

Die Funktion / G BMO gehört damit zu jedem Raum Lp[~ix, TX). Weiterhin gilt für 
alle Funktionen / G BMO und alle Intervalle I die John-Nirenberg-Ungleichung 
[4] (Chapter VI, Theorem 2.1.) 

ß({tel\ \f(t) - aT(f)\ > A } ) < ß(I) exp ( - C2 • - A - ) . (10) 

Hierbei ist C2 > 0 eine von / und A > 0 unabhängige Konstante. Weiterhin lassen 
sich die Räume BMO und VMO durch das Poissonsche Integral klassifizieren. Es 
existiert eine Konstante C3, so daß für alle / G BMO die Beziehung 

suP i - f\f(T)-u(r,t)\\ X r - ^ d T \ <C3.\\f\U (11) 
l o<r<i 2TT J 1 - 2rcos(t - r ) + H J 

gilt [4] (Chapter VI, Corollary 2.4.). Ist umgekehrt die linke Seite von (11) endlich, 
so gehört die Funktion / zum Raum BMO. Eine Funktion / gehört genau dann 
zum Raum VMO, wenn 

Um | | / ( . ) - u ( r , - ) | U = 0 (12) 
r—>1 

ist [4] (Chapter VI, Theorem 5.1.), [7], Damit spiegelt sich das Randverhalten des 
Poissonschen Integrales in den Eigenschaften der L9MO-Funktionen wider. In [1] 
wurde gezeigt, daß sich die VMO-Funktionen bezüglich des punktweisen Verhaltens 
nicht wesentlich von Ll[—7r, 7r)~Funktionen unterschieden. Es wurde gezeigt, daß 
die Mengen vom Maß Null als Divergenzmengen auftreten können. Dieses Resultat 
ist der Inhalt des folgenden Satzes. 

Satz 1. Es sei E C [—7r,7r) eine beliebige Menge mit ß(E) = 0. Es kann eine 
Funktion f\ G VMO konstruiert werden, für die 

TX 

1 / 1 - r2 

lim—- / fi(r)~ - d r ^ o o (13) 
r->i 2TT J V ; 1 - 2 r c o s ( l ^ - r ) + r2 v ; 
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für alle t £ E gilt. 

Das Resultat (13) im Satz 1 gibt jedoch keinen Aufschluß über die maximale 
Größenordnung des Betrages \u(r,t)\ für BMO-Funktionen. Da für eine BMO-
Funktion / stets / G Lp[—7r,7r), p < oo, gilt, kann die Funktion u(r,t) für r —> 1 
nicht zu stark wachsen. Eine genaue Abschätzung über die maximal mögliche 
Größenordnung geben die folgenden beiden Sätze an. 

Satz 2. Es existiert eine Konstante C\, so daß für alle Funktionen f G BMO die 
Beziehung 

-4^ • I sup \u(R,t] 
l n _ _ y 0<R<r;te[-n,n) 

gilt. Für alle Funktionen f G VMO haben wir 

l i m - 4 x 7 ' ( sup \u(R,t)\ 
r -> l l n ^ \0<R<r;te[-n,Tr] 

Der Satz 2 gibt eine obere Schranke für die maximale Größenordnung des Be
trages an. Der Satz 3 zeigt nun, daß diese Abschätzung nicht verbessert werden 
kann. 

Satz 3. Es sei m eine beliebige positive Funktion mit limr_>i m(r) = 0. Es existiert 
eine Funktion /* G VMO derart, daß für das Poissonsche Integral u* der Funktion 
/* die Beziehung 

ix,(r,0) 

"r'-Z\r m(r) -In ^ 7 

gilt. 

Die Beweise der Sätze 2 und 3 werden im nächsten Abschnitt gegeben. 

2. Beweis der Sätze 
Als erstes wird der Satz 2 bewiesen. Dazu werden einige weitere Bezeichnungen ein
geführt. Als nächstes wird die abgeschnittene Hilbert-Transformation eingeführt. 
Hierbei ist für eine Zahl 0 < e < n die abgeschnittene Hilbert-Transformation H£ 

durch 

£<\T\<7T 

erklärt [5], [8], [9]. Die Funktion / ist durch den fast überall existierenden Grenz
wert 

TT 

fit) = l^{Hsm) = V.P.±jq^dT (17) 

hmsup———-—-—- = 00 (16) 
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definiert [5], [8], [9]. Die Abbildung / = Hf ist ein stetiger linearer Operator vom 
Raum BMO in den Raum BMO und vom Raum VMO in den Raum VMO [4], [8], 
[9]. Mit der Funktion 

oo 

f(/) = + 22 ( an cos nt + bn sin nt) 
n=l 

gilt für die Hilbert-Transformierte / die Darstellung 

oo 

f(t) — 22 ( an sin nt - bn cos nt) . 

Weiterhin hat man für alle Funktionen / i , / 2 G L2[7r,7r) stets die Darstellung 
TT 7T 

-£- f(Hh)(t) • f2(t)dt = - i - I fx{t) • (Hf2)(t)dt . (18) 
— TT —TT 

Für jede Funktion / G VMO existieren stets zwei stetige und 27r-periodische Funk
tionen / i , /2 derart, daß / - - / 1 + / 2 gilt. Dieses Resultat wird im Beweis von Satz 2 
genutzt. Es zeigt, daß die Hilbert-Transformierte einer stetigen und 27r-periodische 
Funktion zum Raum VMO gehört. Weiterhin kann dieses Resultat im allgemeinen 
nicht verbessert werden. In [3] wurde das Konvergenzverhalten der abgeschnit
tenen Hilbert-Transformation H€f untersucht. Nach Kolmogoroff konvergiert die 
Familie H£f für alle Funktionen / G L ^ - T T , ^ ) für fast alle t G [~7r,7r) gegen die 
Hilbert-Transformierte / . Damit gilt ebenfalls für fast alle t G [-7r,7r) 

l imsup|(H e / ) (£) | < 00 . 

Für stetige Funktionen wurde in [3] der folgende Satz bewiesen. 

Satz 4. Es sei E C [—7r,7r) eine beliebige Menge mit fJ>(E) = 0. Es existiert eine 
stetige und 2n-periodische Funktion / 2 derart, daß 

lim(Hef2)(t) = co 

für alle t G E gilt. 

Mit L°°[—TT, 7r) wird die Menge der 27r-periodischen Lebesgue-meßbaren Funk
tionen / bezeichnet, für die 

l/tol < M (19) 
für fast alle t G [—7r,7r) gilt. Hierbei ist die Konstante M nur von der Funktion 
/ abhängig. Die kleinste Zahl M, für welche die Beziehung (19) gilt, wird als 
L°°[-7r,7r)-Norm ||/||L°°[-.7ri7r) der Funktion / bezeichnet. 
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Beweis. (Satz2) Es sei / G BMO beliebig. Es existieren zwei Funktionen / j , / 2 _ 
e L°°[-7r,7r) mit / = / i + Hf2 und | | / / |U~ h 7 r | 7 r ) < C5II/II* für / = 1,2. Hierbei 
ist die Konstante C5 nicht von der Funktion / abhängig. Mit 

/ x 1 1 , , x 1 ~r2 

u(r, t) = — / / ( r ) -; a r = 
v } 2n J JK 'l~2r cos(t - T) + r2 

— n 

= tii(r, t) + u2(r, _) 

haben wir 

7Г 

И ( r , ť ) | < i - / | L ( т ) | 9 r ŕ І 7 / 8 _ - _ 4 . r a d т < 
Z7Г J 1 — zr cos(г — r ( + rг — 

< ll/lllL^I-Tr.Tr) • 

Für den Ausdruck t_2 erhalten wir 

7T 

u2(r,t) = ±- / ( J - / 2 ) ( r ) - 1 7 / \ _ . 2 ° ^ 
2TT J 1 — 2r cos(£ - r ) + r2 

— 7T 

7T 

I I r sinft — r ) 
= 2 ^ y / 2 ( T ) l - 2 r c o s ( t - r ) + r ^ T + ^ ( 0 , 0 ) . 

— 7T 

Damit gilt aber weiterhin 

7T 

1 f , - / x. r|sin(_ — r ) | 
l«_(r,«)l < ~ j l /a(r) | ' • . ^ j ( t _ T ^ * + lu_(0,0)| < 

— 7T 

er II f II X ? r | s i n ( _ - r ) | 
!__ J2 L°° [ -7 r ,7 r ) ' TT" / i ö 77 \"~i—"o" r/V < 

1 J 2TT J 1 - 2r cos(l; - r ) + r2 aT f__ 
— 7T 

< C, • U/H. - ( l + - - / , - r s i n r
 2 d r ) - -

V 7r / 1 - 2r cos T + rz J < 
o 

( i+r) 2 

< o5 • U/H. • (l + l f l~äu) = 
( 1 - r ) -

= C5.Ц/II..(1 + І1„І±I) . 

Hierbei wurde ebenfalls die Beziehung 

7T 

U2(0,0) = ~ J(Hf2)(T)dT = 0 
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berücksichtigt. 
Damit konnte die Beziehung (14) bewiesen werden. 
Zum Beweis von (15) sei / £ VMO eine beliebige Funktion. Weiterhin sei £ > 

> 0 beliebig. Es existiert eine Funtion g £ C°°[—7r,7r) mit ||f — o||* < ~j~- Dazu 
wird die Tatsache genutzt, daß der Raum VMO die Abschließung der Menge der 
stetigen 27r-periodischen Funktionen C[—7r,7r) bezüglich der BMO Semi-Norm ist 
[4] (Chapter VI, Theorem 5.1.). Damit existiert eine Funktion (p £ C[—7r, 7r), so daß 
||f - </3||* < ^ - gilt. Weiterhin gilt für alle Funktionen I/J £ C[-7r,7r) stets | |^||* < 
< ll^llL^f-Tr.Tr) gilt. Nun wird die gesuchte Funktion g £ C7°°[—7r,7r) so gewählt, 
daß \\(ß — g||L°°[-7r,7r) < 4CT" gut. Damit erhält man 

11/ - 9\U < 11/ - 011. + 110 - Sil. < - | - + 110 - fflli~[--.-) < ̂  • 

Mit 
7Г 

«-(л*) = ~ f д ( г ) . - / 2 г - 2 r f r (20) 
27г J 1 — 2r cos(ŕ - т) + H 

erhält man 

hTH? |u(r 'f)l - \ZT±z\<r't) -«»(r.*)l + r^i±rlu»(r'*)l -. 
1—r 1—r 1—r 

<c4-||/-fl|L + -^x -KM) |< 
l n T ^ 

£ 1 
2 + rnl±? 

< Í + Г Л T 7 K ( M ) | . (21) 

Mit |up(r, £)| < ||ö,||Loo[--7r,7r) existiert eine Zahl r0 = r0(e), so daß für alle r mit 

r0 < r < 1 ebenfalls 14,r Hg||L~[-7rT7r) < § gilt. Folglich hat man für alle r mit 

r0 < r < 1 ebenfalls 

r w M ' . * ) l < e . (22) 
l n I ^ 

Damit wurde die Beziehung (15) bewiesen. rj 
Beweis. (Satz 3) 

Es sei / £ C[-7r,7r) beliebig. Wir betrachten die Funktion 

7T 

/ x 1 f ,/ s rsin(t - T) , , , . 
v(r,t) = — / f(r)- T { -dr . (23) v , ; 2TT / JK }\ -2rcos{t-r) + r2 v ; 

— 7T 

Durch 
* r / = v(r,0) (24) 

ist eine Familie linearer stetiger Funktionale definiert. Für die Norm der Funktio
nale ergibt sich 

7T 

•ix I. 1 f r | s inT | , 1 . 1 + r . . 
* r = — / ~ ! r dr = - In . 25 11 r " 2TT / 1 - 2 r c o s r + r2 TT 1 - r y J 
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Damit haben wir 

lim — — — , 
r->i m(r) In j±^ 
l i m i i ^ l l = TO _ ( 2 6 ) 

Nach dem Satz von Banach-Steinhaus existiert eine Funktion f2 mit 

limsup r-j— = CO . (*() 
r_>i m(r) In f*£ 

Die Funktion f* = LIf2 gehört zum Raum VMO. Weiterhin hat man u*(r,t) = 
= V2(r,£). Damit wurde der Satz 3 bewiesen. • 

Bemerkungen 
Die Hilbert-Transformation besitzt für die Anwendungen eine große Bedeu

tung. Im Beweis des Satzes 2 wurde die Tatsache genutzt, daß sich jede BMO-
Funktion als Summe einer L°°[—7r,7r)-Funktion und der Hilbert-Transformierten 
einer L°°[—7r,7r)-Funktion darstellen läßt. Dieses Resultat zeigt, daß auch vom 
mathematischen Standpunkt aus gesehen eine Analyse des Verhaltens der Hilbert-
Transformation interessant ist. Selbst die numerische Berechnung der Hilbert-
Transformierten von stetigen Funktionen ist ein schwieriges Problem. Die Ursache 
dafür liegt darin begründet, daß die Hilbert-Transformation (17) ein singuläres In
tegral darstellt. Die Beziehung (17) liefert eine Möglichkeit zur näherungsweisen 
Berechnung der Hilbert-Transformation. Dabei kommt es darauf an, die richtige 
Norm für die Bewertung der Approximation zu wählen. Es ergibt sich zum Beispiel 
für die L2[—TT, 7r)-Norm 

TT 

l i m [\(Hf)(t)-(HEf)(t)\2dt = 0. (28) 

— TT 

In [2] wurde eine ähnliche Fragestellung für die reelle Hilbert-Transformation 

oo 

CHf)(t) = V.P.- f {^-dT (29) 
TT J t — T 

— oo 

analysiert. Dort wurde gezeigt, daß die konjugierte Shannonsche Abtastreihe für 
bestimmte stetige Funktionen überall divergieren kann. Es ist nicht bekannt, ob 
die konjugierte Shannonsche Abtastreihe bezüglich der BMO-Norm konvergiert. 
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