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ČTYŘMI IMAGINÁRNÍMI BODY POLOŽITI KUŽELOSEČKU 
PODOBNOU DANÉ. 
Ing. Dr JOSEF LANGR. 

Konstrukci provedeme užitím úhlové inverse v trojúhelníku čili 
isogonální konjugací podobně jako při daných bodech reálných, kte
roužto úlohu jsem probral v ročníku 74. tohoto, časopisu, str. D 73 až 
D 80. Při daných reálných bodech byly zvoleny tři z nich za vrcholy 
základního trojúhelníka ABC a ku spojnicím čtvrtého bodu D s vrcholy 
A,B,C byly stanoveny přímky s nimi souměrně sdružené dle příslušných 
os úhlů. Tyto přímky jdou společným bodem, jenž je isogonálním obra
zem D0 bodu D. Tímto obrazem prochází přímka k0, jakožto isog. obraz 
kuželosečky k. Kolmice ku k0 ze středu O kružnice l opsané základ, 
trojúhelníku protíná kružnici v bodech M, N a k0 v P. Přitom jest 
PJř : PN = a2: b2. Poněvadž poměr poloos žádané kuželosečky a : b = v 
je znám, lze určiti délku OP. Vedeme tedy obraz k0 bodem D0 tak, aby 
se dotýkal kružnice lv o středu O a poloměru OP. Protože však v našem 
případě dané body jsou imaginární, je třeba postup přizpůsobiti a užíti 
některých pomocných konstrukcí, a víastností, jež předem probereme. 

1. Kruínice d jdouci dvčma vrcholy základního trojúhelníka ABC 
(na př. AB) má za isogonál. obraz opět kru&nici d0 jdoucí vrcholy A, B 
(viz obr. 1). Středy Sd,S0

dohou kružnic oddělují harmonicky průsečíky 
M, N osy strany AB s kružnicí l opsanou trojúhelníku ABC. 

V obr. 1 je zvolen na kružnici d o středu Sd bod D, při čemž «£ DAB =?' 
= *!, <£ DBA = pl9

! a <£ AĎB = d. V zákl. trojúhelníku ABC jsou 
úhly <x,f},y. Sestrojme obvyklým způsobem obraz D0. Dle toho budě 
<£ CAD0 = ocl9 <£ABD0 = TI — fi + pv Pro úhel dt = <£ ADQB máme 
z trojúhelníka ABD0 výsledek dt = n — (<xx — oc) — (n -— j8 + /?,.) = 
= d — y+ Volíme-li kterýkoliv jiný bod na kružnici d, úhel d se nemění 
a je tudíž i úhel áx stálý a bod Z>0 se tedy pohybuje po kružnici d0 o středu 
S0

d, která je obrazem kružnice d, čímž je důkaz podán. —.Dále je zřejmé, 

že NB je kolmo k MB. Poněvadž je úhel SdBA = J — ó, <£ MBA = | , 

jest «£ S*BM = J — <5 + j a ježto je <£ SJBM = «fc S0*BA — 

-^MBA = ~ d 1 — | - =-= | — á + "|,Jest <£SdBM =-= <£S0
dBM*fc 

proto (MNS0
dSd) = l i . , : 

Z uvedeného; důkazu také vysvítá* že, otočí-li se bod D na d o jistý, 
úhel, otočí se 2?0 na d0otýí úhel, avšak ve smyslu opačném. r 

. 2. Otáči-li se vrchol základního trojúhelníka ABC po opsané kruSnici Z, 
opisujeiobraz D0 bodu D křuínici A0, při černí úhly Otočeni vrcholu i bodu 
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DQ jsou stejné a smysl otáčení souhlasný. V obr. 2 je nakreslen trojúhelník 
ABG s opsanou kružnicí l a bod D i jeho obraz D0. Nechť bod G se po
hybuje po kružnici l. Jeho poloha po otočení buď C. Vyšetřeme pro 
změněný trojúhelník ABC obraz bodu D. Učiňme proto <£ DAG' = 
= <£ BADQ' a <£ DBA = n — <£ O'-BD'0, čímž získáme bod D0'. Dle 
odst. 1 jest <£ ADQB = d — y = ó\. Jelikož úhly y, d se nemění, zůstal 
,<£ ADQB = <£ ADQB ==."<Jlf t. j . bod I)0 ' leží opět na kružnM d0 jako 
původní D 0 . Souhlasný smysl vysvítá z obrazu. 

OЬr. 2. 

3. Majíce tento výsledek přikročme k vyšetření pohybu obrazu 
kuželosečky při otáčejícím se základním vrcholu. Buď dána kuželosečka k 
body ABGDE9 základní trojúhelník buď Ai.BC K bodům D, E sestrojme 
jejich isog. obrazy DQ/EQ. Spojnice k0 == DQEQ je isog. obrazem kuželo
sečky jdoucí danými pěti body. Otočí-li se vrchol C na kružnici i, opsané 
trojúhelníku ABG9 do polohy C9 otočí se dle odst. 2 bod DQ na kružnici 
a© o středu SQ

d do polohy DQ v témže smyslu a o stejný úhel. Totéž platí 
i pro bod EQ9 který se otočí na kružnici eQ o středu SQ

e do bodu EQ. Spojnice 
DQEQ s kQ jeisogonálním obrazem kuželosečky k' jdoucí body ABCDE, 
kdfc ovšem základním trojúhelníkem je teď trojúhelník ABC. Při dalším 
otáčeni vrcholu G po l mění obraz kQ svoji polohu a obaluje při tom, jak 
známo, kuželosečku. Její jedna osa leží v středné SQ

dSQ
€: Kuželosečky této 

.dalo by se fežíti při naší konstrukci; k cíli vede však i jiná jednodušší cesta 
bez použití obálky. Platí totiž tato věta. Póhybuji-li se body DQ,EQ 

po htu&nwkh dQ9 eQ (o středech SQ
d

9 SQ
e) stejnou úhlovou rychlosti a v sou-

Umném smyslu, opisuje libovolný bod FQ spojnice DQE^ pro který pomér 
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DQFQ : FQE0 = JU zůstává stálý, kružnici f0 o středu SJ ležícím na S0
dS0

e. 
Při tom jest DQ~F0 : FQ~Ě0 = S0

dSJ : S0
fS0

e = fi. K důkazu veďme (obr. $) 
bodem D0 rovnoběžku s S0

eE0? jež protne #0
ejif0 v bodě (?. Jest proto 

GF0 : F ^ = DbF, :F$0 = ju, tudíž G ^ : % = /V£0<: ŠJSf a proto 
je /S0*G rovnoběžno s £0'F0. Také jest GD0: S0

eE0 = fi. Je-\i S0
dD0 = r^ 

06r. 3. 

S0
eE0 

věty 
r2 a <£ S0

dHS0
e = e, máme z trojúhelníka S0

dD0G dle Carnotovy 

a také 
STGIŠQWQ: 

{80Щ
г = rx- + ^ V + -ддаў. cosє 

W : < W = ( W / + S . ^ ) : fl^1 = (/* + 1) : 1. 

Je-li flřň =* r3, jest .-V© = r , ^ + 1) a r3
2 = jr^ry (*i2 + ^ V + 

+ 2^rxr2 cose). Otáčí-li se body D0, E0 po svých kružnicích, nemění se 
při tom rx, r2, JLI, e, na kterých r3 závisí a proto je hodnoty stálé. Bod FQ 

opisuje tedy též kružnici, jak bylo dokázati. Při tom zůstávají úhly, 
které svírá SQWQ S S0

dH nebo s S0
eH beze změny. 

4. Má-li býti přímka DQE0 isog. obrazem kuželosečky, jejíž délky 
os jsou v daném ppměru v, musí se dotýkati kružnice V soustředné s l 
o poloměru odpovídajícímu příslušným způsobem poměru v. Body 
DQ,E0 musí se tedy na kružnicích d0) e0 o středech SQ

d, SQ
e pootočiti 

o tolik, aby nastal dotyk spojnice DQE0 s kružnicí P, jejíž střed O, leží 
v středu kružnice, i na SfSf. Staríbvme na DQEQ (obr. 4) bod FQ tak, aby 
DOFQ:EQ~FQ *=** S0

dS0
e: ůfO. Dle odst. 3 víme, že JP0 opisuje kružnici 

soustřednou s lp mající poloměr f8. Sestrojme tedy přímku DQEQFQ 

odpovídající určité poloze pohyblivého vrcholu O na l (kružnice l není 
v obr, 4 vyrýsována) a veďme z FQ tečnu t% k P s dotyk, bodem Tv 
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Úhel -^Txffi = j8 bude přímka DQEQFQ ve svá výslední polózfr svírati 
s F0O. Avšak i úhel e poloměrů DoS0

d a F0Ó se nemění; Proto ziíáme 
i třetí úhel <x trojúhelníka D'HF0 (D' je průsečík tečny tx s.přímkou 
DQSQ*), jelikož je <x + /?.+ e = n. Veďme tedy bodem Z)0 přímku t 
svírající s Š0

dD0 úhel cxt t. j . rovnoběžku s ^ a opišme z iS0
d kružnici k} 

dotýkající se t. Této kružnice se musí DQEQFQ ve své výslední poloze 
taktéž dotýkati. Jest tedy DQEQFQ ve své žádané poloze společnou tečnou 
kružnic Z* a kv Označíme-li tuto polohu D0E0F0 (společná vnější^tečna 

Obr. 4. 

ҡ> 

^ă 
?t 

^Љ^ 

/ 

kružnic kt a řj, musí býti úhly <£ D0'S0
dD0, <£ E0'S0

eE0 a <£ F0OF0 

navzájem si rovné. Tato poloha odpovídá vrcholu 0' lia l, při čern^ 
je <£ G'00 roven taktéž těmto třem úMům. — Dle uvedeného možno 
tedy sestrojiti kuželosečku o daném poměru os jdoucí reálnými body 
_4, B> Ď, E vedle způsobu popsaného-v prvém článku (str. D 73, ročník 
74) též takto: Sestrojíme libovolnou kružnici I jdoucí body _4, B; sestrojme 
dále kružnice d0, e©, o středech S0t> S0* av určeme na Dtf$0 bod F0. Ovšem, 
že jsme k tomu zvolili na ř. vrchol O a sestrojili soustřednou kružnici Psi. 
Z F0 vecltáe tečnu k l9, s ní rovnoběžku bodem Í)0 a její dotyčnou 
_̂m_Mci kv Společná tečna D0E0F0 kružnic k19 V je obrazem žádané 

Ku.feloseC.-y, Určíme úhel otočení D0S0
dD0 a v témže smyslu o týž úhel 

otočíme O do 0% Kuželosečka je tak dána body -4, B, C, D9 E. Ke kruž-
nicím kvV je možná ještě druhá vnější společná tečná s prvou dle středné 
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symetrická. Tato druhá tečna, jak lze jednoduchou úvahou dokázati, 
je obrazem téže kuželosečky jako prvá. — Budiž ještě podotknuto, 
že ke kružnicím klt lv lze vésti též vnitřní tečnu, tato však nevyhovuje. 
Úhly otáčení na kružnicích nejsou stejné, dělící poměr bodů ĎQ, EQ, FQ 

se změnil a zjistíme, že nelze z počáteční polohy DQEQF0 docíliti polohy 
takové, aby byla vnitřní tečnou kružnic. 

Konečně připomeňme, že z bodu F0 lze ku lv vésti ještě druhou 
tečnu t2, z níž obdobným způsobem obdržíme kružnici k2 o středu SQ

d. 
V tomto případě vyhovuje vnitřní tečna kružnic k2, lv (obr. 4). Aby, 
řešení bylo reálné, je nutné, aby poloměr rv < OF0. 

5. Uvedme ještě známé konstrukce vztahující se na imaginární 
body, jichž budeme v dalším potřebovati. 

Buď dána na přímce a bodová involuce eliptická svým středem A* 
a párem sdružených bodů A%, Bx souměrných dle A* (obr. 5). Chceme 
sestrojiti kružnici, jež protíná a v imag. samodružných bocleeh AÍ,'BÍ 
této eliptické involuce. Opišme nad průměrem AXBX kružnici k'; tečna 
k ní, dotýkající se jí v libovolném bodě T, protne kolmicM) (v A* ku a . 
vztyčenou) v bodě S. Žádaná kružnice má střed v bodě S, ST je její 
poloměr a má s a společné body Ai, Bim Všechny takovéto kružnice, 
které protínají přímku a v bodech Ai, Bif tvoří svazek. Hledáme-li 
v tomto svazku kružnici l, jež jde daným bodem C, vztyčíme v Ax 

kolmici at ku a, kterou přetneme osou úsečky AXC. Průsečík je středem 
pomocné kružnice, jež se dotýká a v Ax a jde bodem G. Kolmice z tohoto 
průsečíku k Á*G protne o ve středu O žádané kružnice l procházející 
body Ai, B^ C. — Považujme trojúhelník AÍBÍG za základní a ukažme 
ještě, jak se dle něho určí isog. obraz D0 bodu D. Jsou-li M, N průsečíky 
kolmice o s kružnicí I, jsou XJM, CN osami úhlu základního trojúhelníka 
při G. Leží proto D0 na přímce ď souměrné sdružené s CD dle osy CM. 
Stanovme na o střed Sd kružnice d jdoucí body D, A{, Bi. Její obraz 
je kružnice a\ o středu SQ

d na o.při čemž je (MNSdSQ
d) =- — 1. Poloměr 

kružnice d0 je roven délce tečny z SQ
a ku k[ vedené. Kružnice dQ protíná 

ď ve dvou bodech, z nichž jeden je obrazem DQ. Abychom zjistili, který 
z nich to je, volme na d bod D díametrálný k D a ku přímce DC sestrojme 
souměrnou ď dle CM. Přímka ď protne dQ též ve dvou bodech. Jeden 
z průsečíků na ď a druhý na ď musí ležeti k sobě na dQ diametrálně 
a to jsou tedy obrazy DQ a D0. 

0. Přistupme k vlastním útohám a řešme nejprve případ, kdy dány 
jsou dva imaginární body Ai, B{, dva reálné D, E a poměr oé v. Body A{Bi 
jsou určeny na přímce a středem el. involuce A* á párem sdružených 
symetr. bodů Al9 B%. První způsob. Považujme AfiiD ža základní 
trojúhelník a opišme mu kružnici l, řídíce se pokyny předešlého ©dstayee. 
Současně opišme i soustřednou kružnici lv. K bodtt E nalezněme EQ. Tečny 



z E* k P vedené k0, k0 jsou isog. obrazy dvou výsledných kuželoseček. 
K úbéžnému bodu U0 obrazu k0 sestrojme na Z bod U. Máme tak 3 reálné 
body kuželosečky, směr os 
a můžeme ji tedy sestrojiti. 

(viz str. ,D77, ročník 74), jejich poměr 

Druhý způsoh. Sestrojíme kruž
nici h jdoucí body Ai, Bi a s ní sou
střednou Z*. Na Z zvolíme bod C 
jako třetí vrchol zákj. trojúhelníka 
AÍBÍC a k bodům D, E stanovíme 
jejich obrazy D0, E0, jež leží na kruž
nicích d0, e0. Body D0, E0 otočme o 
potřebný úhel takr že spojnice D0K0 

se dotkne lv (odst. 4). O tento úhel 
otočíme i O ve stejném smyslu a ob
držíme C na Z jako třetí reálný bod 
kuželosečky. 

Třetí způsob. Vedme body D, E 
libovolnou kružnici Z a soustřednou 
s ní Z". Zvolme na Z bod C. Na přím
ce a volme v dané involuci dva páry 
sdružených bodů *A, *B a 2A, 2B a 
sestrojme k nim dle zákl. trojúhelní
ka DEC obrazy ^ ^ 2A0,

 2B0. 
Tyto obrazy leží na kuželosečce a0, 
která je isog. obrazem přímky a, a 
tvoří na ní křivou'involuci. Průse
čík Z0 přímek M Q 1 ^ , 2^0

2.B0 leží 
. uvnitř kuželosečky, průsečík X 0 pří

mek ^A2A0,
 xB0

2B02iprůsečík Y0pří-
mek liV-Bo, ^ o 2 - ^ l e ž í •»* a Í e J i c h 

spojnice X0Y0 je polárou bodu--Z0 

vzhledem k ^ a současně i obrazem 
kuželosečky určené body Ai, Bi, C, 2), E. K snadnějšímu pochopení, 

1 uvažujme případ s hyperbol, involuci, v níž body A, B jsou jejími 
samodružnými body. Tu leží průsečík Z0 vně % a X0, Y0 protíná ji v bo-

T dech A0, J50, v dotykových to bodech tečen vedených zeíí0 k a0. Avšak 
.4oíř0 je obrazem kuželosečky ABCDĚ a proto body X0, Y0 je její ofcraz 

, Nf tkké trrčen. Body X0, Y0 Ježí ha kružnicích x0, y0, jež procházejí body D, 
/ .©.Třeba nyní body X0, F0 otočiti na nich tak, aby X0Y0 byla tečnou 

%.. kružnice l*< O tento úhel otočí se i vrchol Q do C který je fyodem žádané, 
y j ki|žeíose£ky/ ^ ..••'.: \. j . - . . \ ,., •••' — * ; '' ' . - , • • ' 

•v ,-& Sestrojení kuželosečky o daném v, jsou-li všechny 4 body Au Bi9 

V >r iBqdy AttBibndte&^d&ny úa, přímce a eliptickou invólucí určejiou 
•;;v îrtředem -4* & párenj sdružených sytnétrických bodů 4i* -B*; body Du Ei 
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na přímce d involucí o středí*D* a páru sdruž, symetrických t?pdů Dx> *E\* 
Sestrojme kružnici l jdoucí body Au Bi, jak bylo ukázáno v" odst. 5 
a soustřednou kružnici lv+ Na d zvolme dva páry sdružených bodů 
XD, XE a 2D, 2E a na l vrchol C. Sestrojme dle základního trojúhelníka 
AÍBÍC obrazy XD0,

 XE0,
 2D0,

2E0. Jako ve 3. způsobu předešlé úlohy i zde 
máme průsečík X0 přímek XE0

2E0,
 2D0

XD0 a průsečík' Y0 přímek XE0
2D09 

2E0
XĎ0% které určují obraz kuželosečky AÍBÍCDÍEÍ. Tyto průsečíky třeba 

pootočiti na příslušných kružnicích x0, y0 tak, aby jejich spojnice se 
dotkla kružnice lv. O stejný úhel otočíme v témže smyslu i C do C7',' 
který je prvním reálným bodem žádané kuželosečky. K út)ěžnému bodu 
U0 pootočení přímky X0Y0 vyhledáme snadno na l bod U jako druhý 
bod kuželosečky. Diametrálný bod U má svůj obraz U0 v dotyčném bodě 
pootočené X0Y0 s V a vyhledáme způsobem dříve popsaným U. Máme tak 
průměr UU a určíme střed kuželosečky. Směr os stanovípie též dle 
dřívějšího, čímž je kuželosečka reálnými prvky dostatečně určena. . 

Construction de la conique passant par quatre points imaginaires e t sem
blable a une conique donnée. Suite d 'un autre article, publié dans ce journal, 74 
(1949), p p . D 73—D 80. Les po ints imaginaires A^ B%i; D^ E^ sont donnés par deux 
involutions elliptiques sur deux droites. On construit le cercle l quelconque qui passe 
par les po ints A^ Bi et on choisit convenablement un/point G sur le cercle L Ce po int 
G forme avec les po ints A., B. le triangle fondamental de la conjuration isogonale. 
A l'aide de cette transformation quadratique, qui fait correspondre à la conique 
cherchée une droite, l 'auteur construit cette conique. 

o KONSTRUKCI PARABOLY, JSOU-LI DÁNY JEJÍ TEČNY 
A NORMÁLA. 

• • . • • • / ' 

B O Ř I V O J K E P B , Praha. 

Dříve nežli přistoupíme k řešení úlohy uvedené v nadpise, provedme 
tuto přípravnou úvahu: ^ 

Budtež dány tečny tl912, t3, tA, určující osnovu oty^J^) kuželoseček. 
Ze šesti průsečíků, jež poskytují tyto přímky, vytkněme body AV2==z 
ss (txtt), A^IE- (txtz), Alf4L= (txtA), .42,3=-. (tfa). Svazek přímek v bodě 
AV2, resp. AVA označíme pro stručnost také Ali2, resp, Al9\. Zvolme n^ní 
třeba na tečně tA bod M>4= AiiA, kde A{,A .5 (t^), i /=- 1, 2, 3. Bod Jf 
budiž vrcholem'svazku přímek označeného také (pro stručnost) M 
(viz obr. i). • ; "-, ''. 

Platí nyní v$ta; Geometrickým místení bodů dotyku kuželoseček ; 
osnovy *>(ti) na jednotlivých paprscích (jakožto tečnách) svazku Mje' 
kuželosečka k, procházející body Alti, Ai^, A%,^ M a dotýkající * se 
tečnyJ4 v bodě M. • _ . , " . .. v,/,,* 

• • • '. - , • - • , ' " • . ' 
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