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Reseni rovnic iteracemi.
V. Hru$ka.

Pii feSeni rovnic iteracemi uvidime je oby®ejné na tvar
x=f(x). . (1)
Je-li z hodnota blizkd kofenu « rovnice (1), po¢itame piesné&jsi-
hodnoty kofene postupné dosazovanim do pravé strany rovnice (1)
xy = f(2,)
x5 = f (@,).
- Jak znamo,!) je-li v jistém okoli koiene
’ If @<,
a volime-li prvou sbliZenou hodnotu kofene z, dosti blizko kofene,
konverguje posloupnost
' L1y Xy, Ty, v«
ke kofeni a« rovnice (1).
. Pfevedeni rovnice na tvar (1) déla nékdy znadéné obtiZe.
Zpravidla byva daleko snéze uvésti ji na obecn&jsi tvar
| h@=f@). (2)
Je-li opét z, prvou sbliZenou hodnotou koiene « rovnice (2), po-
¢itejme postupné dalsi jeho sblizené hodnoty z rovnic
f1 (@) = fa (1)
fr(xs) =fo (z5) (3)
: _ f1(®4) = 2 (23). ' 7
Chceme dokézati vétu: Je-li v jistém oboru a...b, ktery
obsahuje kofen a, stile
@ > 1@ @) >0, 4)
a volime-li prvou sbliZenou hodnotu z; uvniti tohoto
oboru tak, aby v ném leZela i druh4 sbliZena hodnota
Z,, konvergu]e posloupnost
Xy, Xg, T3y Ly, -« « . - ’ (5)
ke kofeni ¢ rovnice (2). '
1) Runge-Kéntg, Numerisches Rechnen, str. 155.
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Jeliko? a je kofenem rovnice (2), plati

f1(@) =z (a).

Odetteme-li tuto rovnici od prvé rovnice (3), obdrz1me

f1(x2) —f1 (@) = fa (2,) — fa ().

Jest tedy x, koienem rovnice

f 1 (%) — fi(e)
F T e Y 6
(=)= fa(@1)— fa(@) ©)
Funkce F (x) v8ak ]est podle (4) monotoni spojitou funkei z, ktera
nabyva hodnost

fr(%1) — f1(e) f1(§)
= F a

F@=0 F@=fe) —h@ e
‘kde & lezi mezi « a z,. Maji-li tudiZ f, () a f, () stejnd znameni
v oboru a...b, jest podle (4) F (x,) > 1 a proto rovnice (6) ma
urdité kofen x,, ktery lezi mezi ¢ a z,, tedy bliZe kofene a nez x,.
Ze stejného divodu lez{ x; mezi o a x, atd. Posloupnost (5)
skutetné konvergu]e (nebot je monotoni) a jeji limita X spliiuje

H(X) = fa(X),
t. j. jest kofenem rovnice (2). Tento kofen ostatné je identicky
8 a, nebot vzhledem k podminkam (4) ma rovnice (2) jediny
kofen v oboru a...b.
Poné&kud ]ma,k je tomu, maji-li f;(z) a f(z) va...b zna-
meni opadné. Pak jest patrné

f ()
F(a) = O, F(z,) = —1,
z tehoz viak jedté neplyne, Ze by rovnice (6) viibec musela miti

koten. Predpoklade]me viak, Ze (6) md v oboru @ ...b kofen z,,
takZe je ’

/1(2’2) fi(@) ’
F (x 2l =, (7
(m) = f2(%1) — fa(a) - ' @
- Pak z; jest kofenem druhe rovnice (3), kterou lze vzhledem k (7)
také psati
» LB () = fl(z) fl(a) f1 (%) — f1 (@)
fa (372) — fz (@) fa(z) — fo(a)
_ Levé strana této rovnice viak jest monotoni spoptou funkei,
kterd naby'va hodnot

_ L) —h@ A —h@ _[2E) [
?@=0, D)= B0, RO A ACRACE

~ kde §; je vhodnou hodnotu mezi a a 2, a &, je vhodnou hodnotou
mezi ¢ a z,. Podle pfedpokladu (4) le{ viak ob& tyto hodnoty mezi
..ba proto je @ (x,) >1, takZe rovnice (8) m#4 kofen mezica z,.

=1L (8)
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Stejné nasledujicf rovnice (3) mé kofen z, mezi a a z, atd. Jak
ostatné snadno sezname, lezi x, po opaéné strané kofene a nez z,,
takie se v tomto piipadé kofenu piiblizujeme stiidavé s obou
stran. Konvergence posloupnosti (5) ke kofeni a pak odtud plyne
stejnym zpisobem jako drive.

Znizornime-li si funkce

y=hz) a y=/f(x) (9)
kiivkami, sezname snadno, Ze vypocet aproximaci (5) kofene «
odpovida postupnému urdeni bodut @, ¢, ... na kiivee f, (obr.

1 a 2). Pripad prvy je zndzornén obrazem 1 a pifpad druhy
obrazem 2. ,

-

. A
9, % 2 9
2,
"
£ Q P,
7 4
X x
@« z, z, / Ze T
Obr. 1. Obr. 2.

Jako pfiklad vypotteme nejmensi kladny kofen rovnice

x . sin x = 3,2568. : (10)
Uvedme ji na tvar ’ -

3,2568

sin # = (11)

Z grafického obrazu zcela hrubg ,,od oka‘* sestrojeného jiz vidime,
Ze hledany koien leif v okolf 390° (= 6,9) a Ze derivace pravé
strany je v jeho okoli znaéné mensi nez derivace strany levé. Kla-
deme proto x; = 6,9 a poéitame nejprve logaritmickym pravitkem
3,2568
| 6,9
a dale logaritmy

Log 3, 2568  0,51279

— 0,479, x, = 338040’ (= 6,783)

sin z, =

— Log x, — 0,83142 ,
- Logsinz; = 9,68137—10
‘ 21  ..38804Y

P.P. . . 16 ... CL42
L x; = 3880 41’ 42" (= 6,78401),
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Log 3,2568  0,5127 9109
— Log 2, — 0,8314 8072
Log sin x;, = 9,6813 1037—10
0878 ...388°41 20"
P.P. o 159 ... 57 4
z, = 3880 41’ 25” 4 (= 6,78393)

’

ktera hodnota je jisté spré,vné na viech 5 deset. mist.

Kdybychom byli naproti tomu rovnici uvedli na tvar
_3,2568
T sinz

3

byl by cely proces velmi rychle divergoval:

3,2568
= -——-——’ = = 0 4
7y = sy = 6,5136 (= 3730 12),
Log 3,2568  0,51279
— Log sin z, — 9,35860 4 10
Log z, = 1,15419
12...14,26

[E— -

P.P. 7... 2
xy = 14,262 atd.

Pii skuteéném numerickém vypoétu oviem zpravidla ne-
znamend uzit{ tvaru (2) Zddnych nebo jen velmi malych Gspor
prace proti tvaru (1). Hlavni jeho vyhoda spodivd v tGspoie price
spojené s pfevedenim rovnice na tvar (2), proti praci spojené
s prevedenim- rovnice na tvar (1), v némZ by v okoli kofene
bylo | f (x)| < 1. Tak na pf. pfevedeni rovnice (10) na tvar (11)
provedeme snadnégji a hrubym naértkem ,,od oka‘ ihned rozhod-
neme, do které strany tieba sblizené hodnoty dosazovati, nezli
kdybychom chtéli rovnici (10) pievadéti na tvar (1):

3,2568"
x = arc sin .
x

Uvedené zde fefeni rovnic iteracemi ve tvaru (2) pochézi
od R. Rosse (Nature, sv. 78, 1908, str. 663) a uvad&ji je téz Whit-
taker a Robinson ve své knize Calculus of Observations (str. 81).
BohuZel .oba prameny neuvdd&jf vibec dikazu konvergence
sbliZenych hodnot, ba ani ne aplné dostaéu]icich podminek,
za nichZ jej lze provéstl
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Sur la résolution des équations par des itérations.
(Extrait de l'article précédent.)

Pour résoudre I’équation (2), on trouve une premiére valeur
approchée z, de la racine a et on calcule, ensuite, les valeurs de plus
en plus approchées' z,, s, ... au moyen des équations (3): L’auteur
démontre que, les conditions (4) ayant lieu dans un certain domaine
réel a .. .b contenant la racine & déterminer, les approximations
successives (5) tendent vers la racine e de 1’équation (2). Cette
méthode, qui présente plusieurs avantages sur la méthode habi-
tuelle des itérations laquelle cherche a transformer 1’équation
donnée a la forme (1) (avec la condition | ' () | << 1), a été employée
pour la premiére fois par M. R. Rosse (Nature, t. 78, p. 663), mais
n’a pas été établie rigoureusement jusqu’a présent.
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