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O zonální funkci harmonicko. 
Napsal M. Kossler. 

§ 1. Zonální funkce harmonická hoví rovnici 

^4_^!?a--i- .^ — o m 
3 r «-r 3 j s «"t- r dr — v* i*) 

A. Budiž cp (r9 z) řešením této rovnice toho druhu, že 
integrál 

I (p(r sin &, z) sin &d& 

má význam pro určitý obor veličin r} z. 

Dokážeme, že výraz 
n 
z 

(r, z) = r f (p (r SІУI #, z) sin ftdfr (la) 
o 

splňuje rovnici Laplaceovu: 

dr2 + dz2 0. (2) 

nimi n body samodružnými. Každá tato homologie je mimo to určena dvěma 
body sdruženými, jež takto nalezneme: Přímkou OxA a body 0%0B . . . On~-\ 
položíme prostor (n — i)-rozměrný, rovněž přímkou O f l4' a body 02Os . . . 
On- ; oba tyto prostory protnou se v prostoru (n — 2)-rozměrném, který 
vytkne na uvedených dvou přímkách body Ax a A\. Dvojice AAt a A\Aé 

zvolíme za dvojice bodů korrespondujících v homologii první H1 a poslední Kn. 
Podobně určíme dvojice v Ha a Hn—\ na základě bodů Al9 A', a n — 2 
bodů samodružných 020B ... 0 D _i ; atd. Na konec zbudou bud tři body 
samodružné a body Ai(j2__3), A'i(n_s) v prostoru trojrozměrném (je-li n liché) 

nebo dva body samodružné a body Ain_v A'iD_1 v rovině fje-li n sudé). 

V prvním případě protneme (Jvé přímky určené obdobně jako prve přímkou 
vedenou třetím bodem samodružným a dostaneme poslední dva body 
Alfn—xi* A'l(fl_i); v druhém případě protínají se obě spojnice bodů samo
družných s body uvedenými v Aifl. Dostaneme tak střední tři resp. dvě 

a 
homologie. 

22 
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Z toho pah vyplyne, ze všechna řešení rovnice (1), splňu
jící podmínku _4, dají se vyjádřiti integrálem: 

(p (r, z) = I Фj (r sin #, z) đг9, 

, kdež _\ (r, ,_) splňuje rovnici (2). 
Derivací rovnice (!#) obdržíme 

(3) 

ЭФ ЭФ r 
- г-~ I Ч> (r 5m í>, Č) 8m 

#_?# 

+ rf Ъ<p (r sin г>, z) 

Ъ (r sin ír) 
sin2 &đ& 

Ъ_Ф 
Ъr2 

n_ 
2 Ъ(p (r sin г>, z) . n _ ,_ _ 2 r_c__rjh 

J d (r si sin &) 

Э*(jp ír .m í>, я) Г___Cr__ 
Ť V Э (r . г; (r л-m #) 2 s/n3 Orřir 

O 

Integrujeme per partes výraz 

7ţ_ 
2 

A Г Ъ(p (Г SІП г>, Z) . л — ?- — sгw í> 
Э (r sm ѓr) 

SІП г>(Іí> — 

_E 
2 

— / cosí> + J COS fr 
<9=_.0 O 

_Ł _______-____.,« 9. 
—r-г :—rг— SIП гГ 

0 (r sгn &} 

d&. 

První sčítanec pravé strany jest roven nule, a tak obdržíme 
na pravé straně 

ŢГ 

2 

Г й _ Ъ<P (Г *w b, *) „<_ , Г • o. o_Ъ (p(rsгn^,z) Л(X 

*/ Э (r sгn í>) ' «/ Э (r sгn í>)2 



339 

Dosazením cos2 & = 1 — sin* fr vyjde vzorec: 
n 7t_ 

2 f^p^Ů sin> H* = fopŽ*>* & 
J o (r s^n fr) J o (r sin &) 

7ţ_ 

П> JA „Г V'9 aina&đ». 
2 2 

+ r / V I ^ T 2 ^ — r A 
J d (rstn&r J c 

d (r sin #•)2 J 3 (r sin #)* 
v o 

Tím redukuje se druhá derivace <Ď podle r2 na tvar 
71 
2 

Э2Ф (r, g) _ FЭqp (r sгn #, z) 
Ъr2 J Ъ (r sin *r) 

7Z 

2 

ř . __ d2w (r srn #, z) -
^ ^ 3 (r s^n # ) 2 ' 

a tedy 
7t 

v____y^ A r 3 v (o, „) 3>fe, *) 3 ^ , ,y Э«Ф Э«Ф r. г ЭV(P, «), 
э^+э^=7^k v - + ř> 

n L -

Эç 

Integrand pravé strany jest však roven identicky mílie, 
ježto <p (o; z) splňuje rovnici (1). 0 (r, z) splňuje tedy rov
nici (2). 

Při výpočtu užili jsme na integrál (la) integrace per 
partes a derivace za integračním znaménkem. Tím omezují se 
naše vývody na ony funkce q> (r, z)} pro něž operace uvedené 
jsou dovoleny. 

E důkazu rovnice (3), podávající obecný tvar řešení rov
nice (1), užijeme vzorců Beltrami-ho z roku 1880*). Vzorce 
ty jsou: 

71 

I q) (r sin ft) d& — tp (r) (a) 
o 

7t 
r 2 

I <p (r) dr = — f ip (r sin <p) sin #£?#. (b) 

*) Annali di matem. Ser. II. Tom. XXV. 
2 2 * 
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Kovnice (a), (b) jsou equivalentní. Jedna dá se z druhé 
odvoditi užitím formule Dirichletovy pro dvojitý integrál. 

Zavedeni e-li novou funkci rovnicí 
r 

f<p(r)dr = f(r)*), 
O 

změní se tvar rovnic (a), (b) následovně 
71 

, > CV (rsin #) ^ 
ip (r) = / -^—^-^2 dfr r «/ <) (r stn O*) 

7Г 

2 

f(r) = — / %p (r sin &) sin &d& 
71 U 

O 

Applikujeme-li tyto formule na (la), dostaneme 

, , 1 rd® (r sin #, *) , r t 

9 (r, 0) = — / -—-) .—J— d#. 
ffd 3 (r sm fr) 

Položíme-li 
1 ЪФ(r,ø) л , ч 

~ = Фľ (r, *), 
я Эr * 

(4) 

zjednoduší se výsledek. 
7t 

(p (r, z) =. I Ox (r sm '9*, #) <?#. 
o 

Funkce *j (r, $) splňuje patrně rovnici (2). Tím jest do
kázána věta (3). 

Ke každé zonální funkci harmonické přísluší jiná funkce 
harmonická splňující rovnici (2). Tato poslední funkce, označo
vaná znakem <PX (r, *), není libovolná. Musí býti předně splněna 
podmínka /"(O) = 0 z formule (4), to jest [*, (r, *)]«=<> = O 
a za druhé musí býti také 

\W, (r, 0)1 
Ъr 

= 0 
^ = 0 

*) Patrně jest/(O) =0. 
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v tom případu, když žádáme, aby (p (r, z) bylo regulérní na ose 
symmetrie, to jest, aby 

~d(p (r, 

Jsou-li tyto podmínky splněny, hoví výraz (3) rovnici (1), 
o čemž se můžeme přesvědčiti dosazením. 

Harmonická funkce S^ (V, z) jest tedy vázaná jistými pod
mínkami. 

Postupem analogickým tomu, kterého jsme dosud užili, pře
svědčíme se, že rovnice (1) má také řešení tvaru 

27T 

<p (r. z) = I <&! (r sin #, z) dft, 
71 

kdež funkce 01 (r, z) hoví podobným podmínkám jako shora: 

Z rovnice této a řešení (3) usuzujeme: 
2?r 

cp (r, z) = I 0>! (r sin #, z) d&, (5) 
o 

jest řešením rovnice (1), kdež Ox (r, z) hoví rovnici (2) a jest 
toho druhu, že integrál (5) má význam a že jest dovolena dvojí 
derivace za integračním znamením podle r i podle z. Jiné pod
mínky funkce tato splňovati nemusí. 

Verifikaci provedeme dosazením (5) do rovnice (1). Na 
levé straně nám vyjde, užijeme-li vzorce 

271 271 

P-\ ^ Sin *> '-> sin * » = r fcos> » ^ ' f *** ' \ J d (r sin #) J d (r sin v)2 

integrál 
271 
rVi&Ch (* *\ W(h (n *X~\ 

d&, A 
kdež Q = r sin #. 

271 

Э»Ф. (P, *) + Э ^ (P, z) 
ЪQ< ' Ъť1 
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A tedy splňuje-li 0X rovnici (2). splňuje <p (r, z), dané vý
razem (5), rovnici 1. 

Rovnice (la), (3), (5) určují vztahy mezi harmonickou 
funkcí zonální a jinou harmonickou funkcí, hovící rovnici (2), 
které dají se stručně shrnouti takto: 

Ke každé harmonické funkci zonální přísluší jistá funkce 
harmonická v rovině určená rovnicí (la) a obráceně ke každé 
dvojrozměrné funkci harmonické přísluší určitá funkce zonální, 
daná vzorcem (5). 

§ 2. Vzorce (3) a (5) dá se užíti k řešení obecnějšího 
problému Dirichletova a řady jiných úloh z oboru funkcí zo
nálních. 

Problémy ty vedou k novému typu rovnic integrálních, 
tvaru 

b 

. ff(g(x,s))dsz=F(x), (6) 
a 

kdež g (x, s), F (x) jsou funkce dané, a, b konstanty a / (u) 
jest funkce hledaná. 

Pišme rovnici (5) ve tvaru 

(px (r, z) = / # ! (r sin #, z) d&. 
o 

K harmonické, funkci @x (r. z) najdeme funkci konjugo-
vanou 02 (r, z), která splňuje podmínky 

ЪФг_ЪФ2 ЪФX _ ЪФ 2 

3r dz ' dz ~ dr 
Integrál 

lil 

<jp2 (r, z) =J &2 (r sin #, z) & 
o 

jest rovněž řešením rovnice (1). 
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Nazveme ĝ  (r, z) <p2 (r, e) konjugovanými funkcemi zo
nálními. Utvoříme součet 

<>7l 

<Pi (ri z) + Í(P2 (O Z) — J F (r s i n & + **) d^...9 (7) 
o 

kdež 
i = \j^n~ 

a F(x + iy) — 0t (x, y) + if/>9 (x, y) . . . (8) 

Vzorec (7) pro funkce zonální jest analogon vzorce (8) 
platícího pro rovinné funkce harmonické. 

0 jisté vlastnosti rovnoosó hyperboly. 
Dr. Ant. Pleskot, c. k. professor v Plzni. 

Na rovnoosé hyperbole budtež dány tři libovolné body 
A, B, C, jakožto vrcholy trojúhelníka; zvolme na téže křivce 
libovolný bod O a stanovme spojnice OA, OB, OC. Vedeme-li 
nyní dalším libovolným bodem S hyperboly kolmice na paprsky 
OA, OB, OC, pak tyto kolmice protínají strany trojúhelníka 
BC, AC, AB v bodech, jež leží v přímce. 

Věta tato plyne, jakožto zvláštní případ obecné věty, kterou 
jsem v tomto časopise (E. 32. str. 278.) uveřejnil a jež zní: 

Je-li trojúhelník ABC vepsán kuželosečce a dána-li libo
volná přímka m a na ní dvě řady projektivní, jichž dvojné 
body jsou průsečíky přímky m s kuželosečkou a patří-li k prů
sečíkům stran BC, AC, AB, s přímkou m jakožto bodům jedné 
řady, projektivně body a, b, c v řadě druhé, tu spojnice libo
volného bodu S kuželosečky s body o, b, c protínají strany BC, 
CA, AB v bodech a, /3, y, jež leží na přímce. 

Dříve nežli větu tuto budeme applikovati, uvedme ještě 
tuto poznámku samozřejmou. 

Budiž S vrcholem dvou involučních svazků S (a,b, c, . ..) 
a S (a,, b19 cx, . . .) a v nich n a nA dva paprsky sobě odpoví
dající navzájem kolmé. 
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