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tyčných c, d. Opišme tedy poloměrem of kružnici, která protne 
řídící přímku R v bodech £, 7, a těmito vedlme rovnoběžky ku A; 
tyto pak protnou kollineační osu O v bodech c, d, jež jsou spo
lečnými body daných parabol; ostatní dva a = J jsou v neko
nečnu na A | | A\ Posléze tečny sestrojené z bodu s ku parabole 
P. (známá konstrukce elementárná) jsou zároveň tečnami paraboly 
P f ; vnitřní tečny společné v našem případě splývají s přímkou 
úběžnou. 

O kuželosečkách na jisté ploše sborcené. 
Napsal Vladimír Mašek, assistent české techniky v Brně. 

1. V pojednání „O ploše sborcené naplněné osami křivosti 
příslušnými některému společnému bodu určité soustavy šrou
bovic", uveřejněném v .Rozpravách České akademie roč. XXIV., 
uvažovali jsme plochu sborcenou S3 určenou následovně: Dán 
jest svazek rotačních válců procházejících přímkami a a b kol
mými k průmětně n. (Obr. 1.) Průmětna n nechť protíná tento 
svazek rotačních válců ve svazku kružnic o základních bodech 
A± a Bx. Na každém z těchto válců vytkněme šroubovici levou 
vycházející z bodu A1 o dané, všem šroubovicím společné, výšce 
závitu v. Osy křivosti těchto šroubovic příslušné bodu A± na
plňují pak plochu S3. 

Uvedme některé vlastnosti plochy S3, jež jsou ve výše 
zmíněném pojednání odvozeny. Bylo dokázáno, že plocha S3 jest 
sborcenou plochou 3. řádu. Rovina nekonečně vzdálená protíná 
plochu v přímce uO07 jež jest dána směrem roviny nárysné 
& v kuželosečce e^. Označme š šroubovici ležící na rotačním 
válci procházejícím nejmenší kružnicí \ daného svazku kružnic 
a budiž bod V vrcholem řídícího kužele této šroubovice prolo
ženým kružnicí kL. Průmětna n protíná plochu S3 v Sluse-ové 
konchoidě c3, jejímž dvojným bodem jest "bod At a asymptotou 
symetrála mx bodů A1 a Bx. Bod (gt křivky c3 ležící na spojnici 
AxBt sestrojíme na základě relace AXV^ . V^ =v2

Q, značí-lií?0 

redukovanou výšku závitu daných šroubovic. Dále bylo odvozeno, 
že řídícím kuželem plochy S3 jest kužel orthogonálný protínající 
průmětnu n v kružnici. Označme / a Kx průsečíky přímky m, 
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s kružnicí 7 .̂ Proložíme-li řídící kužel plochy S3 kružnicí £,, jest 
jeho vrchol K průsečíkem přímky procházející bodem Kx kolmo 
ku n s povrchovou přímkou iV řídícího kužele šroubovice š. 
Dvojná řídící přímka d plochy S3 prochází bodem Ax a jest rovno-

f^Ҷ 

Obr. 1. 

běžná s příúikou iK řídícího kužele plochy. Jednoduchá řídící 
přímka,; plochy S3 prochází bodem Qx a nachází se v rovině* 
rovnoběžné s rovinou nárysnou a jest vzhledem ku řídící přímce d 
mimoběžkou kolmou. Půdorysné průměty povrchových přímek 
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plochy S3 obalují parabolu pt o vrcholu Bx a ohnisku Fl ležícím 
na spojnici A1B1. Značí-li r poloměr kružnice Jclf jest QXFX = r . 
Asymptotickou plochou plochy S3 jest rozvinutelná plocha tečen 
určité kubické paraboly. 

Vedeme-li libovolnou povrchovou přímkou s plochy S3 rovinu, 
protíná tato plochu obecné v hyperbole. Pouze rovina procházející 
zvolenou přímkou kolmo k n protíná plochu v parabole o ose 
kolmé k TI a dále roviny vedené zvolenou přímkou a některou 
přímkou řídící protínají plochu v kuželosečkách degenerovaných. 

2. Uvažujme nyní asymptoty všech oo2 kuželoseček na ploše 
S3 ležících. Uvedli jsme, že nekonečně vzdálená rovina protíná 
plochu S3 v přímce u^ a v kuželosečce e^, jež jest stanovena 
orthogonálným řídícím kuželem plochy. Tvoří tudíž asymptoty 
všech kuželoseček na ploše S3 ležících dvě kongruence paprskové. 
Prvá kongruence jest souhrnem všech tečen plochy S3 podél 
přímky u^ a druhá souhrnem všech tečen plochy podél kuželo
sečky ^ . Prvá kongruence jest zřejmě kongruencí lineární, jejíž; 
osy splývají v přímce u^. Zvolíme-li libovolnou rovinu prochá
zející přímkou WQO plochy S3, jest tato rovina rovnoběžná s ro
vinou nárysnou a uvažujeme-li v této rovině všechny přímky 
rovnoběžné se směrem udávajícím bod, v němž se tato rovina 
plochy S3 dotýká, obdržíme jednotlivé paprsky této lineární 
kongruence. Vytkneme-li dále v jednotlivých oskulačních rovinách 
křivky vratu asymptotické plochy všechny přímky rovnoběžné 
vždy s příslušnou tečnou křivky vratu asymptotické plochy, jsou 
tyto přímky paprsky kongruenčními kongruence tečen plochy S3 

podél kuželosečky e^. 
Bylo uvedeno, že křivkou vratu asymptotické plochy jest 

kubická parabola. Poněvadž libovolným bodem v prostoru pro
cházejí tři oskulační roviny této kubické paraboly a v každé 
z nich nachází se jeden kongruenční paprsek bodem zvoleným 
procházející, jest kongruence právě uvažovaná 3. řádu. Poněvadž: 
řídícím kuželem kubické paraboly jest kužel 2. stupně, v našem 
případě kužel orthogonálný, jsou obecně s každou rovinou dvě 
přímky tohoto kužele rovnoběžné. S těmito přímkami rovnoběžné 
kongruenční paprsky naplňují dvě oskulační roviny uvažované 
kubické paraboly. Leží tudíž v libovolné rovině 2 paprsky kon
gruenční, pročež jest naše kongruence 2. třídy. Poněvadž paprskyr 
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kongruenční procházející určitým bodem kuželosečky e^ leží vždy 
v určité rovině oskulační kubické paraboly, jest kuželosečka £<& 
geometrickým místem singulárních bodů této kongruence. 

3. Uvažujme nyní některé sborcené plochy 3. řádu obsažené 
v naší kongruenci [3, 2]. Zvolme (obr. 2.) základní body Ax SL BX 

z počátku uvedeného svazku kružnic, jich symetrálu m1 a prů-

Obr. 2. 

mety jx a dx přímek řídících. Vedme bodem Ax paprsek protínající 
přímku ml v bodu Mx a sestrojme způsobem naznačeným v po
jednání svrchu uvedeném na tomto paprsku bod Sx (M1H1 \\ AtB^ 
JJj/S, i . AXMX) křivky cZ} v níž průmětna n plochu S 3 protíná. 
Přímku povrchovou plochy S3 bodem ^ procházející označme s. 
Přímku s považujme za osu svazku rovin, z nichž každá protíná 
plochu obecně v hyperbole. Poněvadž směr jedněch asymptot 
těchto hyperbol jest dán směrem průsečíků jednotlivých rovin 
s přímkou WQQ plochy sborcené, tvoří půdorysné průměty těchto 
asymptot patrné osnovu přímek rovnoběžných s přímkou dt. 
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Asymptoty druhé těchto hyperbol obdržíme, vytkneme-li z kon-
gruence [3, 2] tečen plochy podél kuželosečky e^ ony paprskyr 

jež leží v jednotlivých rovinách jdoucích přímkou s. Poněvadž 
kongruence jest 3. řádu, procházejí každým bodem paprsku s 
ještě dva paprsky kongruenční. Poněvadž dále kongruence jest 
2. třídy, leží v každé rovině jdoucí paprskem s ještě jeden pa
prsek kongruenční. Jest tudíž plocha zmíněnými asymptotami 
naplněná sborcenou plochou 3. řádu, jejíž dvojnou řídící přímkou 
jest přímka s. Označme tuto plochu 2S3 a ustanovme průmět 
této plochy do n a vyhledejme její jednoduchou přímku řídící. 

Vedme přímkou s libovolnou rovinu a o půdorysné stopě 
ax jdoucí bodem Sx. Vrcholem K řídícího kužele plochy S3 pro
cházející povrchová přímka jeho rovnoběžná s přímkou s má za 
půdorysnou stopu bod Ux ležící na kružnici Jcx (K1Ul\\sx). 
Přímkou KUX vedená rovina or \\ a má za půdorysnou stopu 
přímku a\ \\ ax jdoucí bodem Ux a protínající kružnici Jcx v bodu 
Lx. Přímka KLX řídícího kužele udává patrně směr asymptoty 
průsečné hyperboly ležící v rovině a. Vedme bodem Ax paprsek 
n-x A. L\KX a protínající přímku w, v bodu M\ a stanovme 
známým způsobem bod Rl9 v němž paprsek nx protíná křivku 
c3 (Af/ff,' | | A^BX; H1

fR1 ± Rt A,). Bodem Rx procházející přímka 
r sborcené plochy S3 jest rovnoběžná s rovinou a, neboť jest 
rovnoběžná s přímkou KLX řídícího kužele. Průsečnice sr asym
ptotické roviny X příslušné přímce r s rovinou a jest tudíž hle
danou asymptotou. Půdorysnou stopou lx asymptotické roviny l 
jest dle pojednání výše uvedeného spojnice stopy Rx přímky r 
s bodem P / půlícím úsečku ilf/ff/. Stopa Xx protíná stopu ax 

v bodu 29 jenž jest půdorysnou stopou hledané asymptoty $' \\ r 
CVIK)- •. • 

Označme Jx průsečík přímek sx a dx a opišme pravoúhlému 
trojúhelníku A^ Jx kružnici xx o středu Tx na přeponě A1J1. 
Označme <S1.41e7"l = a. Vedme bodem Sx přítoku rovnoběžnou 
s A1B1 a označme Dx její průsečík s přímkou dx. Pak jest též 
< D&Ji = a. Je-li bod 58, průsečíkem stopy ax s kružnicí xt 

a označíme-li < . .D 1 S 1 93 1 =f a < 93-S- Jx = y, jest patrně 
E -f y = a. Též <e7 1 ^ 1 *B 1 = < JlSxí81 = y} neboť jsou to úhly 
obvodové nad tětivou •/,©1 kružnice xx. Rovněž <íK1U1Lxz=y 
a dále <iMl/L1 = <íR1AxE1 = <«/1.41SB1 = y, značí-li boi 
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Ex průsečík spojnice HX
4MX s přímkou đ}. Je-li bod Ix průse-

číkem přimek зx

f a đu jest < Ą-2JІ = < SiЗЗ-J! = a, neboť 
jest IXZ\\ í8гJx. Znaбí-li konečn bod Zx průsečík spojnice H^M^ 
s prům tem s/asymptoty s', jest < J 1 Z , Л / 1 ' = < 2 ř l 4 1 / 1 = y, 
neboť příslušná ramena t chto úhlů stojí k sob kolmo. Veđme 
bodem Ex přímku .VЦr-. a protínající stopu Xг v bodu Yx. 
Z konstrukce stopy Xг asymptotické roviny X jest patrno, že 
ДЛ-Я/PV j вt гovnoгam nný. Tudíž i Д Ą P / Г , a Д Z j P / 2 
jsou rovnoramenné, pročež < PXZZX = < PxZг2 = y. 

Budiž bod п patou kolmice spušt né z bodu S-. ku přímce 
MXHX a bod /Hprůsečíkem přímky w, se spojnicí SXDX. Dále 
oznaбme W a lM průsečíky přímek Sxiп a aг se symetrálou 
Дbodů Mx a Җ a vytkn me průsečík *ЛГ přímky /̂  s přímkou 
AxBг. Z obrazce jest patrno, že 

P, ' 1 Jf = P«K + JJf W + W1^/. (1) 
Dosadíme-li T K W = V^ + M\Jií do rov. (1) a značí-li 

r poloměr kružnice Jcx a h vzdálenost přímek mx a j x , obdržíme 
z rov. (1) nahradivše zároveň délky jednotlivých úseček pomocí 
hodnot plynoucích snadno postupně z /\AXMX

JEX, /SM^S^ 

Px
nM = rcotgy -f- r cotg a-\-Je sin a cos a-\- htg £Ísin2a -j-j. 

(2) 
Z A - P i ^ ^ P ^ n e : 

P / . ? : P . ' 1 ^ = srn (90° — s) : sw (a + 7), 
odkudž 

— = P / t ; a f . s m ( 9 0 0 - C ) t í 3 ) 
1 sin (a + y) * 

Z obrazce jest patrno, že 

r . - ^ p . ^ - p . T , (4) 
a poněvadž 

P7Ti=PŠĚ1 = r + ^-, (5) 
obdržíme z rov. (4) dosadivše do ní příslušné hodnoty z rov. 
(3) a (5): 

- r - _ PťMsinQQQ — e) h _ 
l l 2 ~ sin (a + y) r~~2' W 

25* 
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Dosadíme-li do rov. (6) za Px
flM z rov. (2) a zavedeme-li dle 

dřívějšího y = a — s a uvedeme-li pravou stranu rovnice na 
společného jmenovatele, seznáme, že členy obsahující k vymizí; 
obdržíme tudíž po snadné úpravé 

Yx2 = r cotg (a — s) cotg a. (7) 
Zavedeme-li opět y = a — E7 máme 

Yx2 = r cot g y . cotg a. (8) 

Poněvadž YX2=EXZX a ExAx=r cotgy, musí v A E\Z\A\ 
býti < EXZXAX = a} má-li býti vyhověno rov. (8). 

Z A Ex
zih P!yn e : £ i ^ i = £ i ^ i • t9 7? poněvadž EXZX=YXZ, 

obdržíme po dosazení z rov. (8) 

EXIX = r cotg y . cotg a .tg y = r cotg a. (9) 

Jest tudíž délka úsečky EXIX konstantní, neboť jest odvislá 
pouze od polohy přímky, jíž vedeme sečné roviny. 

Dříve jsme uvedli, že půdorysné průměty povrchových 
přímek plochy S3 obalují parabolu p} o vrcholu Qx a ohnisku 
.F. (QX FX = r). Pak jest přímka r/ procházející bodem J?, rovno
běžně s průmětem r3 povrchové přímky r tečnou paraboly 1px, 
shodné s parabolou pX} o vrcholu Ax a ohnisku ÍFX na přímce 
AXBX (AX

ÍFX = r). Poněvadž průmět s / | | r / asymptoty s pro
tíná přímku dx v bodu Ix majícím od bodu Ex konstantní vzdále
nost EXIX = r cotg a, musí obalovati půdorysné průměty jedněch 
asymptot průsečných hyperbol ležících v rovinách svazku o ose 
s parabolu *p, jíš obdržíme, pošinemc-li parabolu *p po tečně 
vrcholové dx o úsečku EXIX. 

Vedme bodem Mx přímku rovnoběžnou s AXBX a protínající 
tečnu dx v bodu "Fj . Z A AXMX

2VX jest patrno, že AX~WX -=-
*VXMX . cotg azur cotg «, Jest tudíž bod *VX vrcholem paraboly 
*p a přímka MX*VX jest její osou. Ohniskem paraboly 9p jest bod 
*FX CF/F ! = r ) . 

Sestrojíme tudíž přímo průmět jedné asymptoty průsečné 
hyperboly ležící v libovolné rovině procházející přímkou s, vy-
tkneme-li průsečík půdorysné stopy této roviny s kružnicí xx 

a vedeme-li tečnu paraboly *p kolmou ku spojnici tohoto pru-
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sečilcu s bodem A±. Pale jest tato tečna hledaným průmětem 
asymptoty. 

Z uvedené konstrukce snadno lze nahlédnouti, že přímka 
r/ jest průmětem asymptoty hyperboly, v niž protíná plochu S3 

rovina mající za půdorysnou stopu spojnici Qx Yt a procházející 
přímkou q plochy S3, značí-li q povrchovou přímku procházející 
bodem Qx rovnoběžně s řídící přímkou d. Parabola *px jest tudíž 
obalena půdorysnými průměty jedněch asymptot průsečných kuže
loseček, v nichž protínají plochu S3 roviny procházející přímkou q. 

Dříve jsme seznali, že půdorysný průmět s/ asymptoty sf, 
ležící v rovině a, svírá se stopou této roviny <£ a. Poněvadž 
půdorysné stopy rovin procházejících přímkou s tvoří svazek 
paprskový o vrcholu 8U naplní půdorysné stopy Z jedněch 
asymptot průsečných kuželoseček křivku, již obdržíme, protne-
ine-li každou tečnu paraboly 2p paprskem jdoucím bodem S1 

a svírajícím s tečnou konstantní < a. Naplní tudíž tyto stopy 
úpatnici paraboly, jejímž dvojným bodem jest bod Sx. Označme 
ji 2c3. Směr asymptoty křivky 2c3 udává patrně přímka st. 

Uvedené asymptoty kuželoseček ležících v rovinách svazku 
o ose s možno tedy považovati za průsečnice jednotlivých rovin 
tohoto svazku s příslušnými tečnými rovinami přímého parabo
lického válce, jehož řídící křivkou jest parabola 2p. Poněvadž 
stopy odpovídajících si rovin svírají konstantní úhel a, jest tento 
svazek rovin o ose s projektivný s uvedeným svazkem rovin 
2. třídy. Tudíž průsečnice sdružených rovin, čili uvazované 
asymptoty, naplní shoř cenou plochu 3. řádu, jak bylo již z po
čátku uvedeno. Tato sborcená plocha 2S3 a daná plocha S3 mají 
patrně týž řídící kužel. 

Sestrojujeme-li přímku plochy 2 5 3 ležící v půdorysně pro
mítací rovině přímky 5, vidíme, že tato přímka zapadne do ne
konečna, neboť tato rovina protíná plochu S3 v parabole. Označme 
tuto přímku 2w0 0. Vedeme-li přímkou s rovinu o půdorysné stopě 
SjA!, odpovídá jí v uvedeném svazku rovin 2. třídy rovina kolmá 
k n procházející vrcholovou tečnou dv paraboly 2p, neboť 
< MXAXJA = a. Průsečnicí těchto rovin jest patrně řídící přímka 
d plochy S3. Náleží tudíž přímka d též ploše 2£3. Prochází-li 
rovina sečná a přímkou s a přímkou řídící j9 degeneruje prů-
sečná kuželosečka v této rovině ležící v přímku j a přímku ls 
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plochy S3, jež prochází průsečíkem J přímek sad. Přímka ís 
náleží ploše *S3 a snadno ji určíme, neboť její půdorysný průmět 
*8! jest druhou tečnou obrysové paraboly px z bodu J , k ní 
vedenou. Plochy S3 a *S3 dotýkají se podél kuželosečky f^, 
neboť mají společnou plochu asymptotickou. Rozpadá se tudíž 
průsečná křivka 9. řádu, v níž se plochy S3 a *S3 protínají, 
v dvojnásobně čítanou kuželosečku e^, dvojnásobně čítané 
přímky d a s a přímku is. 

Vedme přímkou d rovinu mající za půdorysnou stopu spoj
nici A1R1 a ustanovme asymptoty hyperboly, v níž tato rovina 
protíná plochu 2 S 3 . Průmětem jedné asymptoty bude patrně 
přímka rovnoběžná s přímkou sx, neboť uvažovaná rovina sečná 
protíná přímku ^u^, danou směrem půdorysně promítací roviny 
přímky s, v bodu, jehož směr jest dán průsečnicí sečné roviny 
s touto rovinou promítací. Příslušná asymptota jest patrně přímka 
s tímto směrem rovnoběžná a jest paprskem kongruenčním line
árně kongruence tečen plochy S3 podél přímky u^. Poněvadž 
dále s uvažovanou rovinou sečnou jest rovnoběžná přímka s' 
plochy *S3 a poněvadž asymptotickou rovinou přímkou sf pro
cházející jest zase dříve určená rovina Á, jest přímka r plochy 
S3, jakožto průsečnice roviny sečné s asymptotickou rovinou X, 
druhou asymptotou průsečné hyperboly, v níž rovina sečná plochu 
*S3 protíná. Platí tudíž: Vedeme-li řídící přímkou d plochy S3 

roviny sečné a vytkneme-li ony asymptoty všech průsečných 
kuželoseček, v nichž tyto roviny protínají plochu 2S3, jež pro
cházejí jednotlivými body kuželosečky e^, naplňují tyto asym
ptoty původní plochu sbor cenou S3. Věta tato plyne též přímo, 
uvážíme-li, že asymptoty uvažované jsou paprsky kongruen-
čními dříve uvedené kongruence [3, 2] tečen plochy S3 podél 
kuželosečky e ^ . Pak každá rovina vedená přímkou d protíná 
plochu *£P v kuželosečce, jejíž jednou asymptotou musí býti 
druhý paprsek kongruenční v této rovině se. nacházející. Tento 
paprsek jest samozřejmě totožný s přímkou plochy S 3 v rovině 
sečné ležící. 

Vedeme-li sečné roviny současně všemi povrchovými přím
kami plochy 83, naplní jedny asymptoty kuželoseček, v nichž 
tyto roviny plochu S9 protínají, oo1 ploch sborcených 3. řádu, 
jichž přímky povrchové jsou kongruenčními paprsky kongruence 
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[3, 2] výše uvedené. Všechny tyto plochy sborcené procházejí 
řídící přímkou d plochy S 3 . Považujeme-li přímku d za osu 
svazku rovin a protneme-li jimi všechny uvedené sborcené plochy, 
tu všechny průsečné hyperboly v téže rovině se nacházející mají 

Obr. 3. 

za společnou asymptotu přímku plochy S3, jež v rovině sečné 
leží. Otáčí-li se tedy rovina sečná okolo přímky á, naplní tyto 
společné asymptoty původní plochu sborcenou S3. 

Zvolme (obr. 3.) zase základní body ^ a Bj, průměty dt 

a j x řídících přímek plochy S3 a zobrazme známým způsobem 
průmět s{ libovolné přímky s plochy S3. Stopu půdorysnou 
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přímky s označme St. Seznali jsme, že jedny asymptoty prů-
sečných hyperbol plochy S3 s rovinami vedenými přímkou s 
naplňují sborcenou plochu 3. řádu 2£3, jejíž dvojnou řídící přímkou 
jest přímka s. Stanovme nyní druhou řídící přímku plochy 2S3. 
Přejde-li rovina sečná vedená přímkou s v rovinu asymptotickou, 
jest patrně přímka 8 již směrem jedné asymptoty průsečné hyper
boly v rovině asymptotické ležící. Označme tuto asymptotu n. 
Půdorysná stopa její JVi jest průsečíkem půdorysné stopy uva
žované asymptotické roviny s dříve odvozenou úpatnicí paraboly 
2e3, v níž průmětna n protíná plochu 2>S3. Odvodili jsme, že 
půdorysné průměty povrchových přímek plochy 2 S 3 obalují para
bolu 2p o ohnisku *F a vrcholové tečně dx. Poněvadž přímka n 
plochy 2 S 3 jest rovnoběžná s přímkou s plochy 53, obdržíme 
její půdorysný průmět nv vedeme-li ku obrysové parabole 2p 
tečnu rovnoběžnou s přímkou *-.. Vedeme-li tedy ohniskem 2 F 
kolmici ku sx a průsečíkem jejím Lx s vrcholovou tečnou dx 

přímku nx | |8 1 ? jest tato přímka půdorysným průmětem hledané 
asymptoty n a její půdorysná stopa Nx jest průsečíkem přímky 
n% s půdorysnou stopou X1 uvažované asymptotické roviny. 

Eovina půdorysně promítací vedená přímkou n prochází 
též přímkou Si^ plochy 2,S3. Protíná tudíž plochu ještě v další 
přímce, jež musí býti patrně hledanou druhou přímkou řídící. 
Označme ji 2j. Půdorysnou stopou přímky 2j jest bod Nt a prů
mětem půdorysným přímka 2j\ = nx. Poněvadž řídící přímka d 
plochy Š 3 náleží též ploše 2S 3, musí ji řídící přímka 2j protínati. 
Označme tento průsečík L (Lx = dx X 2ii). Stopou N{ a bodem 
L jest řídící přímka -j určena. 

4. á) Stanovme nyní plochu, jíž naplňují jednoduché řídící 
přímky všech ool ploch 3. řádu, jež mají za dvojné přímky řídící 
jednotlivé povrchové přímky plochy 5 3 a jež náleží do kongruence 
[3, 2] tečen plochy S3 podél kuželosečky e^. Dle výše odvoze
ného protínají všechny tyto ..řídící přímky přímku d. Jest tudíž 
přímka d řídící přímkou hledané plochy. Označme tuto plochu 
ó 4 . Budiž bod .R3 průsečíkem spojnice LX

2F s přímkou AXBX. 
Poněvadž vzdálenost ohniska 2.F od průmětu dx řídící přímky d 
se rovná poloměru r kružnice žt a dle konstrukce jest AlM11| *FLlf 

musí býti úsečka AXRX = M^F= 2r, Poněvadž dále průmět 2j\ 
řídící přímky 2j jde bodem Lx kolmo ku R^L^ platí: Půdorysné 
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průměty všech jednoduchých řídících přímek uvazovaných co1 

sborcených ploch 3. řádu obalují parabolu fa o ohnisku JR1 

a vrcholové tečně dx. 

b) V pojednání na počátku práce uvedeném jsme dokázali, 
že vztyčíme-li v půlícím bodě Px úsečky M1H1 kolmici ku stopě 
X1 asymptotické roviny X, dotýká se tato kolmice kružnice *k 
shodné s kružnicí kx a dotýkající se symetrály / bodů Mx a Hx 

v průsečíku jejím Gx s přímkou A1B1. Konstrukci jednotlivých 
bodů křivky c4, v níž plocha S* protíná průmětnu n9 možno 
provésti bud způsobem, jako jsme sestrojili již bod Nx této 
křivky, nebo též pomocí vlastnosti právě uvedené následovně: 
Vedeme libovolnou tečnu kružnice Ak a v průsečíku jejím Px 

s přímkou f vztyčíme normálu X1 ku této tečně, načež ohniskem 
Rt vedeme přímku E1L1 rovnoběžnou se spojnicí středu JO kruž
nice *k s bodem Px. V průsečíku Lx této přímky s přímkou dx 

vztyčená k ní kolmice w, protne kolmici Xx v bodu Nx křivky c4. 

Označíme-li Jx průsečík spojnice *Fťx s přímkou nlf jest 
patrně <$ P-. J-. A^ = < P ^ N ^ = a, tudíž A-Pi^iffi J e s t rovn<>-
ramenný. Z obrazce jest patrno, že jest AXJL ± A*F. Má tudíž 
křivka, kterou při opakující se konstrukci naplní body Jl9 ná
sledující výtvarný zákon: Bodem Ax vedeme libovolný paprsek 
a v průsečíku jeho 2F se symetrálou i bodů Ar a tfa vedeme 
kolmici ku i a protneme ji kolmicí v bodě Ax ku Ax

 2F vztyčenou 
v bodu Ji- Body J 2 naplní, jak snadno lze nahlédnouti, parabolu 
% mající vrchol v bodu Ax a ohnisko v bodu Ex {AlE1

,=.\AlVx). 
Můžeme proto jednotlivé body křivky c4 sestrojiti též následu
jícím způsobem: Středem lO kružnice *h vedeme libovolný pa
prsek protínající přímku / v bodu P1. Bodem Px vedená kolmice 
ku přímce / nechť protne parabolu q>± o bodu Jx. Sestrojíme-li 
k bodu Jx bod orthogonálně souměrný Nx vzhledem ku přímce 
^Py, jest tento bod hledaným bodem křivky c4. Dle této kon
strukce náležejí průsečíky 1 B, 2 přímky / s parabolou (px patrně 
již křivce c4. 

Vedme ku kružnici xk tečny rovnoběžné s AlBl a označme 
1 a n průsečíky jich s přímkou /. Z dříve uvedené konstrukce 
křivky c4 plyne, že body XM a *N křivky c4, v nichž tato pro-
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^ 
tíná ještě přímku/, obdržíme, učiníme-li i1 M = 1Nu = -^ , 
značí-li k kolmou vzdálenost přímek mx a j x . 

Považujeme-li bod At za počátek pravoúhlých souřadnic 
a přímku AXLX za kladnou osu x a přímku AXRX za kladnou 
osu y, jest rovnice přímky AXSX dána rovnicí 

y -=. Xx. 
Snadno nalezneme, že rovnice přímky Xv pomocí téhož 

parametru l vyjádřená, zní 
kJL* 1—X2í , r , kl . Ä/* 1—/*/ r . (10) 2 a + i 

Týmž parametrem X vyjádřená rovnice přímky nr jest 

» = - T ( " + T ) - < U > 
Elliminací proměnného parametru X z rovnic (10) a (11), 

již lze snadno provésti, obdržíme rovnici křivky c4 ve tvaru 
*'%+4r)2 + 

[2r(3y + 2r + 2k)~x*][(3y + 2r + 2k)y + 2x*]=0. (12) 
Z rovnice (12) seznáváme, že křivka £4 jest křivkou 4. řádu 

souměrnou ku ose y. Ze zhomogenisované rov, (12) plyne dále, 
že křivka c± prochází nekonečně vzdálenými ímaginárnými body 
kruhovými průmětny n a dotýká se úběžné přímky průmětny n 
ve směru osy y. 

Pro x = O dostaneme z rov. (12) 
2ry (3y + 2r + 2k)2 = O, 

z čehož plyne 
A 2(r + k) 

2 (r + k) 
Vložíme-li do rovnice křivky c4 za y výraz * J^ J

f ob-
o 

držíme 
aj12 = O, cc34 = . ± - - ~ t (lo) 

Má tudíž křivka c4 na ose y dvojný bod D} (x = O; 
2(r + ŽQ\ 

y - 3—j. 
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Konstrukce bodů, v nichž přímka vedená bodem Dx rovno
běžně s osou x křivku c4 protíná, plyne přímo z rov. (13). 

Pro y = O podává rov. (12) 

x12 = O, #34 = ± 2Vr (3r + k). 

Dotýká se tudíž křivka c4 osy x v bodě Ax a protíná zároveň 
osu x v bodech, označme je V13iV1y jichž konstrukce z uvedeného 
výrazu jest patrná. 

c) Vedme přímkou d plochy S4, libovolnou rovinu a. Její 
půdorysná stopa a1 prochází bodem Ax křivky c4 a protíná tuto 
křivku ještě v dalších třech bodech Xu T-, Zx. Každý z těchto 
bodů jest půdorysnou stopou určité přímky v rovině a ležící 
a náležející ploše S4, neboť bylo odvozeno, že přímka d jest 
řídící přímkou plochy S\ Označme tyto přímky x, y a z. Dle 
dřívější konstrukce obdržíme půdorysný průmět na př. přímky 
x, opíšeme-li nad spojnicí X-^, kružnici a vytkneme-li příslušný 
průsečík wx této kružnice s přímkou d .̂ Pak spojnice wxXx 

jest půdorysným průmětem xx přímky x. Průmět xx jest patrně 
tečnou paraboly ft, tvořící obrys půdorysného průmětu plochy S\ 
Podobně sestrojíme yx a zx. Poněvadž přímky x, y a z leží v ro
vině a, protínají se ve třech bodech, označme je Xr

7 Y' a Zř, 
jež náleží patrně dvojné křivce plochy £4. Poněvadž každá rovina 
vedená přímkou d obsahuje tři body dvojné křivky, jest tato 
prostorovou křivkou 3. řádu. Z konstrukce povrchových přímek 
plochy S 4 plyne přímo, že tato plocha obsahuje přímku v ne
konečnu danou směrem nárysně promítací roviny procházející 
přímkou d. Přímka tato prochází patrně nekonečně vzdáleným 
bodem E^ křivky c4. Označme ji e^. Nárysně promítací rovina 
ó přímkou d vedená má za půdorysnou stopu přímku Ax Bx a pro
tíná křivku c4 kromě bodu Ax ještě v dvojném bodu jD,av bodu 
ECQ . V rovině ó leží přímky g a gr plochy č?4 jdoucí bodem 
Dx a přímka e^. Tyto tři přímky se protínají v bodech Dx, 
Gao a ^foo náležejících dvojné křivce plochy. Půdorysné prů-
métyj?! a gx

r přímek g a gr obdržíme, opíšeme-li nad průměrem 
Dxfí1 kružnici^protinajici přímku dx v bodech wx

r a wx
,ř. Pak 

jest 9\ ---B-D-w-/ a gr
x == Z^w-/'- Přímky g a gr jsou patrně 

směry dvou asymptot dvojné křivky plochy 5 4 . 
Rovina půdorysně promítací přímkou d procházející dotýká 
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se křivky cA v bodě .4, a kromě toho ji protíná v dříve sestro
jených bodech L\ a V{. Dle konstrukce přímek plochy S 4 musí 
přímky povrchové u' resp. vf procházející body Ux a Ví býti 
rovnoběžný s rovinami půdorysně promítacími kolmými ku přímce 
iřj Í7, resp. Rt Vi a kromě toho musí protínati přímku d. Jsou 
tudíž' u4 a vf přímky kolmé k n. Přímky u4 a v9 protínají se 
v nekonečně vzdáleném bodě K^ náležejícím dvojné křivce 
plochy S*. Jest tedy třetí asymptota této dvojné křivky kolmá 
k n. Rovina půdorysně promítací přímky d obsahuje kromě uve
dených přímek ué a v4 ještě třetí přímku ft'(.V-=tfi) plochy 
S\ jež protíná přímky uJ a v' v bodech, jichž půdorysné prů
měty jsou L\ a Vlt pročež náleží tyto body půdorysnému prů
mětu křivky dvojné. Značí-li a přímku jdoucí bodem Ax kolmo 
k n a j 2 průmět přímky řídící ; plochy S3 do roviny půdorysně 
promítací přímky d9 dokážeme na jiném místě, že přímky a a d 
oddělují přímky j2 a h4 harmonicky, čímž přímka h4 plochy S 4 

jest stanovena. Přímka h4 jest patrně jednoduchou řídící přímkou 
sborcené plochy 3. řádu, již naplňují jedny asymptoty hyperbol, 
v nichž protínají plochu S3 roviny vedené její povrchovou přímkou 
q\\d. Zároveň snadno nahlédneme, že přímka h' jest současně 
geom. místem středů těchto průsečných hyperbol. 

Odvodili jsme, že dvojná křivka plochy SA jest prostorovou 
křivkou 3. řádu mající 3 reálné asymptoty. Jest tudíž tato křivka 
kubickou hyperbolou. Označme ji h. Půdorysný průmět této 
křivky, co průmět směrem její asymptoty kolmé k n, jest hy
perbola ht procházející body Ví9 V,, Dx atd. Směry asymptot 
této hyperboly jsou přímky g1 a gx\ Bod Dx jest patrně jedním 
koncovým bodem reálné osy této hyperboly. Dle konstrukce 
průmětů jednotlivých povrchových přímek plochy £4 plyne, že 
bod D19 v němž protíná kolmice v bodu Ut vztyčená ku UXBX 

spojnici ~AÍB19 jest druhým koncovým bodem reálné osy hyper
boly hx. Půlící bod Wx úsečky D1D1 jest tudíž středem hyper
boly \ a jím procházející přímky g* | | gx a g* \\ gx

4 jsou asym
ptotami této hyperboly. Bod Dx' jest též půdorysným průmětem 
asymptoty kolmé k it kubické hyperboly h. 

Z výsledků odvozených plyne, ze plocha S* jest totoíná 
s plochou oněch bisekant kubické hyperboly h9 jež protínají 
přímku d. Jest tudíž plocha £4 sborcenou plochou 4. řádu. 
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Zvolme (obr. 4) základní body Ax a Bx svazku kružnic 
v 7T, jich symetrálu mx, nejmenší kružnici svazku hX} průměty 
dx ajx řídících přímek plochy S3 a průsečík Qx přímek;, a AXBX. 
Známým způsobem sestrojme povrchovou přímku s mající za 

'ЭŁ 

IV v 
tzл *< > 

d,^Щn 

^Ш 

Obr. 4. 

půdorysnou stopu bod Sx (MXHX \\ AXBX; HXSX ± AXMX). Přímkou 
s vedme libovolnou rovinu a a stanovme onu asymptotu hyper
boly, v níž rovina a plochu S3 protíná, jež jest paprskem kon-
gruenčním kongruence tečen plochy S3 podél přímky M ^ . 

Označme Ex průsečík stopy cr_ roviny a s přímkou d,. 
Přímka s plochy nechť protíná řídící přímku d v bodě C. Rovina 
<? protíná přímku w«> v bodu SJi^, jenž jest určen směrem prů-
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sečnice EXC roviny a s půdorysně promítací rovinou přímky dT 

neboť tato rovina prochází přímkou u^. Jest tudíž přímka E^C 
směrem hledané asymptoty r. Průsečnice roviny tečné plochy 
S3 v bodě 9ÍQO s rovinou a jest asymptotou r. Rovinu tečnou 
v bodu 9íoo ustanovíme pomocí dotyčného hyperbolického para
boloidu dotýkajícího se plochy S 3 podél přímky w^. Libovolná 
rovina a rovnoběžná s nárysnou prochází přímkou u^, jest tudíž 
jednou řídící rovinou všech hyp. paraboloidů dotýkajících se 
plochy podél přímky u^. Z těchto paraboloidů zvolme paraboloid 
oskulační. Jednou řídící rovinou tohoto paraboloidu jest rovina 
a a druhou patrně rovina /3 kolmá ku ose x(x^ dt). Řídícími 
rovinami a a /3 a řídícími přímkami d a j plochy S3 jest zvolený 
oskulaíní hyp. paraboloid úplně určen. Označme jej H. Chceme-li 
určiti rovinu tečnou tohoto paraboloidu v bodě St^ přímky u^ r 

musíme vyhledati povrchovou přímku jeho rovnoběžnou s přímkou 
Eí C udávající bod Sí^. Vedme bodem C rovinu rovnoběžnou 
s řídící rovinou /3 a označme J její průsečík s přímkou j . Sta
novme průsečík P a povrchové přímky CJ paraboloidu s prů
mětnou n. Opíšeme-li nad průměrem Ax Q1 půlkružnici protínající 
přímku m1 v bodu L19 jest úsečka L1V1 redukovanou výškou 
závitu z počátku uvažovaných šroubovic, značí-li bod Vx střed 
kružnice Tcx. Považujme rovinu půdorysně promítací přímky d 
za rovinu nárysnou a vyznačme nárysné průměty d2 a j 2 přímek 
řídících d a j (d2 = LJL1; j 2 JL d2). Značí-li C2 a J2 nárysné 
průměty bodů C a J, jest A A1Q1L1 c o A ^x^C2. Tedy 

C2C1 : CXJ2 — AlVí : Vx Q1% 

Sklopme půdorysně promítací rovinu přímky CJ do n. Jsou-li 
(G) a (J) sklopené body Ca -7, jest ČJjĎ) = C^C1 a JX(J) —C^ 
Z předešlé úměry plyne tedy 

C1(C):Jx(J) = A1V1:VxQl. 

Seznáváme, že přímka CJ protíná průmětnu n v bodu P-
ležícím na přímce mx. Zvolený oskulační paraboloid H protíná 
tudíž průmětnu n v přímkách A^ a mx. Abychom sestrojili 
přímku tohoto paraboloidu rovnoběžnou s Ex C} proložme bodem 
P% a přímkou Ex C rovinu mající za půdorysnou stopu přímku 
PtEl} jež protíná přímku AXBX v bodu Bt. Vedeme-li bodem 
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P, rovinu rovnoběžnou s řidiči rovinou a, protíná tato přímku 
CVvbodu N a spojnice R^JN jest hledanou povrchovou přímkou 
paraboloidu H. Jest tedy půdorysně promítací rovina přímkou 
PtN* vedená tečnou rovinou plochy S3 v bodu ŠR^. Její půdo
rysná stopa -B, Nj protíná tudíž stopu <rt roviny a v bodu 9t,, 
jenž jest půdorysnou stopou asymptoty r | | E1C průsečné hyper
boly v rovině a ležící. 

Označme 3Í1 0 0 nekonečně vzdálený bod přímky R^N[. 
Půdorysné stopy rovin sečných procházejících přímkou s tvoří 
svazek o vrcholu Sx. Poněvadž bodPj při opakující se konstrukci 
svoji polohu nemění, naplní spojnice P1E1 svazek o vrcholu P r 

Z konstrukce jest patrno, že svazek P^E^^ . . .) jest perspektivný 
se svazkem SR100 (Rx . . .) vzhledem ku přímce A1B1 co persp. 
ose a svazek S1(E1 . . .) jest perspektivný se svazkem PX(EX . . .) 
vzhledem ku přímce d1 co ose. Jest tudíž svazek S1(El . . .) n 
9tico (-̂ í • • •)• Pozorujeme, že půdorysné stopy uvažovaných 
asymptot průsečných hyperbol, ležících v rovinách přímkou s 
procházejících, naplní kuželosečku. Označme ji 1hl. Stane-li se 
rovina sečná rovinou půdorysně promítací, plyne přímo, že bod 
kuželosečky ^ na stopě sx této roviny ležící jest nekonečně 
vzdáleným bodem stopy s1. Poněvadž bod 9ÍI(X) co vrchol svazku 
též náleží kuželosečce *h17 musí býti tato hyperbolou. Je-li půdo
rysnou stopou sečné roviny přímka AtS{, plyne z konstrukce, 
že bod Ax jest též bodem hyperboly íht. Body P,, At a Sl 

a směry asymptot jest hyperbola lht úplně určena. 
Uvažujeme-li asymptoty rovnoběžné s rovinou nárysnou 

všech kuželoseček, v nichž roviny přímkou s procházející plochu 
S3 protínají, pozorujeme, že plocha, již naplňují, jest určena 
hyperbolou */*,, přímkou s protínající tuto hyperbolu co přímkou 
řídící a rovinou nárysnou co rovinou řídící. Poněvadž tato rovina 
jest rovnoběžná s asymptotou hyperboly ,/?1, rozpadá se konoid 
3. řádu, útvary uvedenými určený, v rovinu procházející přímkou 
s rovnoběžně s osou o? a v hyperbolický paraboloid. Označme 
jej P. Druhou řídící rovinou tohoto hyperbolického paraboloidu 
jest půdorysně promítací rovina přímky s7 neboť tato rovina 
protíná plochu S3 v parabole, pročež nekonečně vzdálená přímka 
této. roviny představuje splývající asymptoty této průsečné kuželo
sečky a náleží tudíž paraboloidu P. 
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Že plocha naplněná uvažovanými asymptotami musí být 
hyperbolickým paraboloidem, plyne též přímo, uvážíme-li, že 
hledanými asymptotami jsou ony paprsky lineárné kongruence 
tečen plochy S3 podél přímky u^, jež se nacházejí v rovinách 
svazku o ose 8. 

Poněvadž ony asymptoty kuželoseček na ploše S3 ležících, 
jež jsou paprsky lineární kongruence tečen plochy podél přímky 
?ícx>> tvoří v libovolné rovině s nárysnou rovnoběžné osnovu 
přímek rovnoběžných s přímkou paraboloidu H ve zvolené rovině 
ležící, nachází se tudíž v rovině přímkou mx procházející kolmo 
k n určitá přímka m! paraboloidu P rovnoběžná s přímkou mx 

oskulačního paraboloidu H. Poněvadž osa paraboloidu P jest 
kolmá ku n, jest mf jednou jeho přímkou hlavní. Tudíž průmět 
wx

r = mx jest již jednou asymptotou hyperboly xhx. Značí-li 
Mx průsečík paprsku AXSX s asymptotou mx a vytkneme-li na 
tomto paprsku bod Ux tak, aby Ax Ux = MxSly prochází bodem Ux, 
dle známé vlastnosti hyperboly, druhá asymptota nx hyperboly 
*/&,. Dle dřívějšího jest nx | | s , . Značí-li bod Zx průsečík asym
ptoty nx s přímkou AXBX, jest /\ MXSXH{ ^/\AXUXZX a tedy 
AXZX = Vx Qx = K Určíme tudíž průsečnou hyperbolu s prů
mětnou n libovolného hyperbolického paraboloidu naplněného 
uvažovanými asymptotami kuželoseček, v nichž plochu S3 pro
tínají roviny vedené libovolnou přímkou této plochy, vedeme-li 
pevným bodem Zx přímku nx rovnoběžnou s půdorysným prů
mětem přímky zvolené. Hyperbola lhx jest pak stanovena 
asymptotami m,, nx a bodem Ax. 

Způsobem uvedeným přísluší každé přímce plochy S3 určitý 
hyperbolický paraboloid. Uvažujeme-li současně všechny hyper
bolické paraboloidy, příslušné všem přímkám povrchovým plochy 
S3, jsou tyto paraboloidy protnuty průmětnou n v hyperbolách 
o společné asymptotě mx B, společných bodech Ax a Qx. Tvoří 
tudíž tyto hyperboly svazek. Dále jest patrno, že řídící přímky 
( J a j plochy S 3 jsou společnými přímkami všech těchto para
boloidů. Přímka u^ plochy S3 též náleží těmto paraboloidům 
a v jednotlivých bodech této přímky mají paraboloidy vždy 
společnou rovinu tečnou, neboť se podél přímky w^ dotýkají. 
Pozorujeme tudíž, že uvažované paraboloidy tvoří svazek. 
Jedny hlavní přímky těchto paraboloidů jsou přímky rovnoběžné 
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s přímkou mx a vyplňují rovinu / procházející přímkou m, 
kolmo k JI. Poněvadž osy těchto paraboloidů jsou kolmé k n, 
naplňují druhé hlavní přímky jejich hyperbolický paraboloid A 
určený mimoběžkami d a j a průmětnou n co rovinou řídící. 
Tudíž vrcholy těchto paraboloidů musí se nacházeti na povrchové 
přímce a paraboloidu A ležící v rovině / . 

Všechny uvažované paraboloidy náleží patrně do oo2 hyper
bolických paraboloidů lineární kongruénce stanovené mimoběžkami 
d a i. Jest tedy přímka a obsahující jejich vrcholy povrchovou 
přímkou určitého konoidu 5. stupně*), jejž naplňují vrcholy všech 
x 2 hyperbolických paraboloidů uvedené lineární kongruénce. 

6. Stanovme geometrické místo středů kuželoseček, v nichž 
roviny procházející přímkou s plochy S3 tuto plochu protínají. 
Bylo odvozeno, že jedny asymptoty těchto kuželoseček naplňují 
sborcenou plochu 3. řádu 2 S 3 . Poněvadž plocha *S3 a hyperbolický 
paraboloid P naplněný zbývajícími asymptotami mají společnou 
dvojnásobně čítanou přímku s, přímku d a nekonečně vzdálenou 
přímku ^QO roviny půdorysně promítací přímkou s procházející, 
mohou se protnouti ještě v křivce 2. stupně, jež jest, jak ihned 
dokážeme, parabolou. Náleží totiž této křivce též průsečík přímky 
woo hyperbolického paraboloidu s přímkou 2wo0 plochy 2S3. Ob
sahuje tedy tato kuželosečka jeden bod v nekonečnu a to onen 
bod, v němž se plocha 2<S3 i paraboloid P dotýkají roviny ne
konečně vzdálené. Jest tudíž hledaná kuželosečka parabolou o ose 
kolmé k 77. Označme ji cp. Parabola <p prochází bodem Av neboť 
tento bod, jakožto průsečík přímky d plochy 2>S3 s přímkou i 
paraboloidu P, procházející bodem At rovnoběžně s půdorysně 
promítací rovinou přímky s, náleží též průsečné křivce obou 
ploch. Platí tudíž věta: Vedeme-H libovolnou přímkou plochy 
S3 roviny sečné, protínají tyto plochu S3 v kuželosečkách, jichí 
středy naplňují parabolu (p jdoucí bodem Ax. Osa této paraboly 
jest kolmá k n. 

Stanovme přímku, jež jest půdorysným průmětem para
boly <p. Sestrojme v rovině Q jdoucí přímkou s a mající za 

*) Dr. V. Simandl: O určitém konoidu stupně.pátého. Časopis pro 
pěstování math. a fys. rofi. XLII. — Dr. J. Klobouček: Methodické poznámky 
ku theorii komplexu A2. Rozpravy České Akademie r. 1905. 

26 
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půdorysnou stopu přímku rovnoběžnou s A1B1 obě asymptoty 
průsečné hyperboly této roviny s plochou S3. Opišme za tim 
účelem, dle dříve odvozené konstrukce, nad průměrem AXCX 

kružnici protínající půdorysnou stopu QX roviny Q V bodu wx. 
Ohnisko *F obrysové paraboly *p plochy 2 S 3 nachází se dle 
dřívějšího na přímce bodem Mx rovnoběžně vedené s AXBX. Je-li 
bod dx průsečíkem této rovnoběžky s přímkou dx a učiníme-li 
Mxdx = óx

2F9 jest bod *F hledaným ohniskem. Z obrazce jest 
patrno, že bod *F leží též na přímce Axwx. Pak kolmice tx 

vztyčená v bodě A1 ku Ax
 2F jest tečnou paraboly 2p určené 

tečnou vrcholovou dx a ohniskem *F. Tečna tx jest půdorysným 
průmětem jedné asymptoty uvažované hyperboly. Asymptotu 
druhou obdržíme, spojíme-li průsečík y19 v němž protíná stopa QX 

přímku dx s bodem P . a v průsečíku \i této spojnice s přímkou 
AXBX vedeme rovnoběžku tx

1 s přímkou dx. Pak tt
f jest průmětem 

druhé asymptoty průsečné hyperboly. Průsečík Tx asymptot tx 

a t19 jakožto průmět středu průsečné hyperboly v rovině Q ležící, 
náleží též půdorysnému průmětu paraboly qp. Jest tudíž pru-
metem (pt paraboly <jp přímka AXTX A_AX*F. 

Uvažujeme-li současně roviny sečné všemi přímkami plochy 
$ 3. tvoří roviny parabol, jež obsahují středy příslušných prů-
sečných kuželoseček, svazek rovin o ose a jdoucí bodem A1 

kolmo ku n. 
7. Stanovme plochu naplněnou těmito parabolami. Označme 

ji šfC. Vyznačme (obr. 5.) základní body Ax a B19 průměty dx 

a j x řídících přímek plochy S* a libovolnou přímku s této plochy 
o půdorysné stopě Sx. Dále vyznačme asymptoty m1 a nx a střed 
Kx

f hyperboly lhu bod Zx a přímku qp! J_ *FA19 jež jest půdo
rysným průmětem paraboly cp. Poněvadž parabola q> náleží 
hyperbolickému paraboloidu P, obdržíme druhý její průsečík 
s průmětnou n, určíme-li průsečík přímky (px s hyperbolou l \ . 
Z konstrukce jest patrno, že A *FA1M1 jest rovnoramenný; 
vrcholem jeho Ax prochází přímka q>x kolmo ku straně AX

2F 
a bodem Zx jde asymptota nx kolmo ku straně AXMX. Je-li Yx 

průsečík přímek nx a tp19 jest /\ Ax YXZX též rovnoramenný. 
Tudíž kolmice z vrcholu Yx ku straně ~A^Zl vedená protíná 

j 
tuto v bodu Bx a jest patrně AXBX = RXZX = -&-9 značí-li k 
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kolmou vzdálenost přímek mx a j 1 9 neboť dříve jsme dokázali, 
Ic. Hyperbola *hx prochází, jak již bylo uvedeno, 
Označíme-li Gx průsečík přímky tpx s asymptotou 

lhx platiti 

že A} Z, = 
bodem Ax. 

19 musí^pro průsečík Xx přímky cpx s hyperbolou m 
AfXx = GXXX. Nachází se tudíž hledaný průsečík Xx na přímce 
Z, rozpolující vzdálenost Je přímek m, a j x . Totéž platí patrně 
o průsečících s průmětnou TC všech parabol, naplněných středy 
kuželoseček na ploše S3 ležících. Vedeme-li přímkou u^ plochy 
S3 roviny, protínají tyto plochu S3 v hyperbolách majících středy 

Obr. 5. 

na ose AXBX mimoběžek duj. S těmito rovinami jest totiž 
rovnoběžná přímka q\\d plochy S3 mající půdorysnou stopu 
v bodu Qx. Tudíž nárysně promítací rovina přímkou q prochá
zející, co rovina asymptotická přímky qt obsahuje již jedny 
asymptoty příslušných průsečných hyperbol. Druhými asympto
tami jsou povrchové přímky rovnoběžné s nárysnou dříve od
vozeného oskulačního paraboloidu H podél přímky u^, pročež 
jest přímka AxBlf náležející tomuto paraboloidu i zmíněné rovině 
asymptotické, geometrickým místem středů uvažovaných hyperbol. 
Jest tudíž plocha S£} naplněná výše uvedenými parabolami, pro
tnuta průmětnou n v přímkách lx a AXBX. 

26* 
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Uvažujme roviny tečné v bodu Ax jednotlivých hyperbo
lických paraboloidů dříve odvozeného svazku hyperbolických 
paraboloidů procházejících přímkami d a. j a dotýkajících se 
plochy S3 podél přímky u^. Tečná rovina T V bodě Ax hyp. 
paraboloidu na př. P jest určena přímkou d a tečnou TX hyper
boly 1h1 v bodu Ax. Tečnu TX určíme, jak známo, vedeme-li 
bodem Ax rovnoběžky s asymptotami mx a nx hyperboly V^ 
a vytkneme jich průsečíky i , a Ex s asymptotami. Pak prochází 
tečna rx bodem Ax rovnoběžně ku spojnici LxĚJm Uvažujeme-li 
současně roviny tečné v bodu Ax všech zmíněných hyperbolických 
paraboloidů, plyne z obrazce přímo, že bod O-, v němž protíná 
LXEX přímku AXBXJ jest stále bodem pevným. Asymptoty, jdoucí 
bodem Z,, jednotlivých hyperbol svazku, v němž průmětna n 
protíná náš svazek hyp. paraboloidů, tvoří svazek paprskový 
ZX(EX . . .) perspektivný se svazkem CX(EX . . .). Poněvadž dále 
svazek tečen AX(TX . . .) jest se svazkem CX(EX . . .) perspektivný 
a shodný a svazek Z1(Y1 . . .) jest perspektivný se svazkem 
Ai(Yx . . .)? jsou soumístné svazky A1(Y1 . . .) a A^. . .) pro
jektivně. Z konstrukce plyne přímo, že paprsky AXBX a dx těchto 
soumístných svazků o středu Ax jsou příslušnými paprsky samo
družnými těchto svazků. 

Proložíme-li všemi paprsky svazku AX(YX . . .) roviny 
kolmé k n, tvoří tyto roviny svazek rovin o ose a kolmé k n. 
V tomto svazku rovin nacházejí se dle dřívějšího jednotlivé 
paraboly cp obsahující středy kuželoseček na ploše S3 ležících. 
Proložíme-li roviny přímkou d a paprsky svazku AX(TX . . .)7 

jsou tyto roviny tečnými rovinami v bodě Ax uvažovaného svazku 
hyperbolických paraboloidů. Poněvadž stopy půdorysné svazku 
rovin o ose a tvoří svazek paprskový projektivný se svazkem 
půdorysných stop těchto tečných rovin, jest svazek rovin o ose 
a projektivný se svazkem tečných rovin o ose d uvažovaných 
paraboloidů v bodě Ax. Tedy svazek rovin o ose a jest též 
projektivný s tímto svazkem hyperbolických paraboloidů. Plocha 
ffl naplněná středy kuželoseček plochy S3 jeví se nám tudíž co 
plocha naplněná průsečnými parabolami, v nichž jednotlivé roviny 
svazku o ose a protínají odpovídající jim hyperbolické paraboloidy 
projektivně sdruženého uvedeného svazku hyperbolických para
boloidů. 
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Půdorysně promítací roviny přímek d &j představují dege
nerovaný paraboloid svazku a poněvadž tomuto degenerovanému 
paraboloidu odpovídá projektivně sdružená rovina svazku rovin 
o ose a, jež se ztotožňuje s rovinou půdorysně promítací přímky 
d, rozpadá se plocha 3. řádu, průsečnými kuželosečkami uvažo
vaných projektivných svazků naplněná, v rovinu půdorysně pro
mítací přímky d a plochu SC 2. stupně. 

Plocha <&C musí býti hyperbolickým paraboloidem o ose 
kolmé k n, neboť jest svazkem rovin o ose a protnuta v para
bolách o osách kolmých k n. Přímka ^řcc, v níž protíná rovina 
svazku rovin o ose a rovnoběžná s nárysnou dříve uvedený 
degenerovaný paraboloid svazku, náleží patrně též paraboloidu 
cK. Dále obsahuje plocha ffl přímku v nekonečnu danou směrem 
roviny kolmé ku ose x, neboť v případě, kdy paraboloid svazku 
přechází v paraboloid oskulační H podél přímky u^, stává se 
přidružená rovina svazku rovin o ose a rovinou kolmou ku ose xf 

pročež průsečná parabola v této rovině ležící, rozpadá se v přímku 
-á-Sj a přímku nekonečně vzdálenou této roviny. Jest tudíž 
plocha SC hyperbolickým paraboloidem rovnostranným. 

Uvedli jsme, že průmětna n protíná hyperbolický paraboloid 
My přímkách AXBX a llm Poněvadž osa o tohoto paraboloidu 
jest ku n kolmá, jest průsečík Ox přímek lx a A1B1 vrcholem 
paraboloidu 3C 

Shrneme-li uvedené výsledky, dospíváme ku větě: 
Geometrickým místem středů všech co2 kuželoseček na 

ploše Ss ležících jest rovnostranný hyperbolický paraboloid <&Cy 

jehož vrchol Ox leží v průmětně n, jež jest zároveň příslušnou 
jeho tečnou rovinou vrcholovou. 

Poněvadž řídící přímka,/ plochy S3 jest geom.místem středů 
degenerovaných kuželoseček na ploše S3 ležících, jež se rozpadají 
v tuto přímku a některou přímku povrchovou plochy S3, náleží 
přímka j též hyperbolickému paraboloidu 3C. 

Přímkami j a ix a řídící rovinou kolmou ku ose x jest 
tudíž paraboloid SC úplně určen. 

Ku geom. místu středů kuželoseček na ploše Ss ležících 
dlužno čítati ještě přímku d, jež nenáleží sice paraboloidu SC, 
představuje však geom. místo středů kuželoseček rozpadajících 
se v přímku d a některou přímku plochy S3. 
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Pomocí konstrukcí v práci odvozených možno jednoduše 
vyhledati asymptoty hyperboly, v níž libovolná rovina vedená 
některou přímkou plochy S3 tuto plochu protíná. Půdorysný 
průmět této hyperboly jest pak určen průměty těchto asymptot 
a průmětem průsečíku zvolené přímky s přímkou d, jímž hyper
bola též musí procházeti. 

Zvolíme-li naopak libovolný bod v průmětně n za průmět 
středu určité hyperboly na ploše S3 ležící, možno konstrukcemi 
uvedenými sestrojiti snadno polohu roviny této hyperboly jakož 
i určiti povrchovou přímku plochy S3, jíž rovina tato prochází. 

8. Určeme ještě souvislost mezi hyperbolickým paraboloidem 
SC a oskulačním hyperbolickým paraboloidem H plochy S3 podél 
přímky u^. Oba tyto hyperbolické paraboloidy mají patrně 
společné dvě přímky ležící v nekonečnu určené společnými jich 
řídícími rovinami; společnou přímku j a přímku c1=A1B1. 

BučEtež (obr. 6.) /.n.,̂  (| řx dříve sestrojené přímky paraboloidu 
H resp. SC ležící v n, cx společná přímka paraboloidů ležící v % 
a přímka j (j\ | | mx) o půdorysné stopě Qí další společnou jejich 
přímkou. Přímka lx půlí dle dřívějšího vzdálenost přímek mx 

a j x . Kovina určená společnými přímkami j a cx obou parabo
loidů jest patrně společnou jich rovinou tečnou v bodu Qx. 
Vedme přímkou ,; libovolnou rovinu Q O půdorysné stopě gx 

protínající přímky mx a /. v. bodech Hx resp. Ux. Vedeme-li 
body Hx a Vx roviny yí a A' procházející nekonečně vzdálenou 
společnou přímkou obou paraboloidů danou směrem kolmým ku 
ose x, protíná prvá z nich rovinu q v přímce h paraboloidu H 
a druhá v přímce u paraboloidu SC. Z obrazce jest patrno, že 
půdorysný průmět ux přímky u půlí vzdálenost přímek hx a cx. 
Vedeme-li tudíž společným bodem Qx obou paraboloidů libovolnou 
přímku ležící v rovině Q & protínající paraboloid H v bodu X 
a paraboloid SCy bodu Y, jest patrně stále úsečka QrXz=z2Q1 Y. 
Otáčí-li se rovina Q okola přímky j , zůstává uvedená vlastnost 
průsečíků přímek jdoucích bodem Q, s oběma paraboloidy stále 
v platnosti, pročež oba paraboloidy jsou homotheticlcé vzhledem 
Tc bodu Qx co středu pro poměr 1: 2. 

Stanovme dále přímky obou paraboloidů ležící v libovolné 
rovině kolmé ku přímce el} na př. v rovině nárysné. Nárysné 
stopy 1H% a 1U2 přímek h n, u ležících v rovině Q nacházejí se 
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na nárysné stopě Q2 roviny Q. Stopa Q2 jest rovnoběžná s přímkou j , 
neboť přímka j jest hlavní přímkou roviny Q. Přímka e2 = Q2

xH2 

náleží paraboloidu H a přímka g2 = Q2
! ť7

2 paraboloidu c#f. Zna-
čí-li P 2 a B2 nárysy průsečíků přímek A resp. u s přímkou J 
a je-li 2T2 průsečíkem přímek g2 a.A2, jest z obrazce patrno. 

Obг. 6. 

že /\Q2
XU2B2^B2

XH2P2 g á XU2K2
XH2. Tudíž úsečka P/H, 

= XH2K2. ZnačMi #2 průmět z bodu # 2 do roviny nárysné 
nekonečně vzdálené společné přímky v^ obou, paraboloidů dané 
směrem roviny kolmé ku ose #, tvoří na základě vztahu právě 
odvozeného přímky z2> e29 j 2 a g2 harmonickou čtveřinu, t. j . 
( W 2 & ) = — 1. 

Platí tedy: Promítneme li společné přímky j a v^ z bodu 
určitého společné přímky cx do roviny a určené přímkami obou 
paraboloidů, jež zvoleným bodem procházejí, tvoří tyto průměty 
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a přímky paraboloidů v rovině a ležící harmonici ou čtveřinu 
přímek. 

.Tím dokázána jest věta dříve uvedená, že geom. místem 
středů průsečných hyperbol, v nichž roviny vedené přímkou q 
(obr. 1.) rovnoběžnou s nárysnou plochu S3 protínají, jest přímka 
hf jdoucí bodem At a ležící v rovině půdorysně promítací 
přímky d, při čemž poloha přímky hf jest určena vztahem 
0*2 dJ2 hf) = — 1, značMi j 2 průmět přímky j do roviny půdo
rysně promítací přímky d a je-li #2 přímkou procházející bodem 
A1 kolmo k n. 

Ы) 

(PJ 

І /(hì Á 
Htu 
•'! '' 

/ i / 

f/V* 

tt) 
tn, 

_Ł_ 

(UЧ 
Obг. 7. 

Vytkněme dále přímky paraboloidů vycházející z bodu P 
(obr. 6.) společné přímky /. Jednou z nich jest dříve sestrojená 
přímka h paraboloidu H a druhou jest spojnice t bodu P s bo
dem Tu v němž rovina bodem P vedená kolmo ku ose x pro
tíná přímku lx. Promítněme společné přímky u^ a cx z bodu P 
do roviny určené přímkami i a í . Budiž u^' průmětem přímky 
"oo a ci průmětem přímky cx. Z obr. 7., znázorňujícího sklo
penou rovinu přímek h a t do n, jest přímo patrno, že přímky 
Um' a h oddělují přímky c/ a č harmonicky. 

Dříve jsme sestrojili přímky h a w (obr. 6.) paraboloidů 
jdoucí týmž bodem V^ společné přímky t ^ . Promítneme-li 
z bodu FQO do roviny o určené přímkami A a u přímku cx a 
přímku UfX), obdržíme po promítnutí do n přímky hx, cu ux a 
Woo", jež tvoří, jak z obr. 6. jest patrno, zase harmonickou 
čtveřinu přímek. 

Podobně plyne přímo, že promítneme-li z bodu U^ přímky 
«oo do roviny určené přímkami paraboloidů protínajícími se 
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v bodě JJao9 přímky j a ^ , tvoří tyto průměty a přímky para
boloidů v rovině ležící rovněž harmonickou čtveřinu přímek. 

Platí tudíž: Promítneme-li z libovolného bodu některé ze 
čtyř společných přímeh paraboloidů H a 3C určité dvě další 
společné přímhy těchto paraboloidů do roviny určené povrcho
vými přímkami paraboloidů zvoleným bodem procházejícími, 
tvoří tyto průměty a přímhy paraboloidů v rovině ležící harmo
nickou čtveřinu přímeh. 

9. Bylo uvedeno, že zdánlivým obrysem plochy S3 při pro
mítání do roviny půdorysné jest parabola pt (obr. 1.). Stanovme. 
nyní křivku, jež jest zdánlivým obrysem této plochy při promí
tání do roviny nárysné. Určeme bod @2, v němž se tato křivka 
dotýká na př. průmětu s2 povrchové přímky s. Bod @. jakožto 
dotyčný bod roviny nárysně promítací Q přímkou 5 procházející, 
jest patrně totožný s průsečíkem přímky s s hyperbolou í), v níž 
rovina Q plochu S3 protíná. Budiž bod Nt průsečíkem stopy gt 

roviny Q S půdorysným průmětem dt řídící přímky d a bod Dx 

průsečíkem přímky dt s přímkou sx a dále bod P- nechť jest 
patou kolmice z bodu Dt spuštěné ku přímce mt. Bod ortho-
gonálně souměrný k bodu M1} v němž spojnice A1Si protíná 
přímku mx, vzhledem ku přímce dt označme 2F. Je-li bod Rt 

průsečíkem spojnice P1NÍ s přímkou At B17 jest, dle konstrukcí 
v práci uvedených, přímka tt procházející bodem Rt rovnoběžně 
s osou x, asymptotou půdorysného průmětu f)t hyperboly f) a 
kolmice v bodu At ku At*F vedená jest druhou asymptotou tt 

hyperboly í)t. Značí-li body $t a %>/ průsečíky přímky st 

s asymptotami tt a ť/, a učiníme-li D1^í + ^ / © i jest bod ©t 

průsečíkem hyperboly í)t s přímkou s19 neboť bodem Dt musí 
hyperbola í^ též procházeti. Nárysný průmět @2 bodu © jest tedy 
dotyčným bodem přímky s2 s křivkou h4 tvořící obrys plochy 
v rovině nárysné. 

Uvedeným způsobem možno tudíž určiti jednotlivé body 
křivky it4, jakož i průměty půdorysné bodů prostorové křivky, 
jež jest skutečným obrysem plochy S3 při promítání do roviny 
nárysné. Poněvadž dotyčný kužel ku sborcené ploše 3. řádu 
z bodu ležícího mimo tuto plochu, jest kuželem 4. řádu, jest 
křivka h± též křivkou 4. řádu. Křivka &4 jest souměrná k bodu A2 

a má dva reálné body vratu. Průmět q2 = d2 povrchové 
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přímky q plochy S3 jest asymptotou křivky ft4, neboť rovina 
asymptotická přímkou q procházející jest rovinou nárysně pro
mítací. Nekonečně vzdálená přímka roviny nárysné jest tečnou 
inílexní křivky Jcé. 

Zvolíme-li libovolnou rovinu kolmou k ose x za třetí prů
mětnu, bude zdánlivým obrysem plochy S3, při promítání do této 
průmětny, kuželosečka, neboť v tomto případě promítáme patrně 
plochu S 3 z bodu ležícího na přímce u^ této plochy. Poněvadž 
roviny asymptotické oněch přímek plochy S3, jež odpovídají po
vrchovým přímkám AXK a BtK řídícího kužele, jsou rovinami 
stranorysně promítacími, obsahuje zmíněná kuželosečka, tvořící 
zdánlivý obrys plochy, dva body v nekonečnu. Jest tudíž hyper
bolou. Průměty K{ a Q{ bodů Ky a Qx na půdorysnou stopu y 
roviny stranorysně jsou patrně koncovými body reálné osy obry
sové hyperboly a průměty výše uvedených dvou přímek jsou 
příslušnými asymptotami. 

V případu, kdy redukovaná výška závitu v0 z počátku uva
žovaných šroubovic jest rovna polovičnímu poloměru kružnice hí1 

jest obrysem plochy v rovině stranorysně hyperbola rovno-
ramenná. 

Použitím konstrukcí v práci odvozených možno sestrojiti 
též jednoduše průměty meze stínu vlastního plochy S3 při libo
volném rovnoběžném neb centrálním osvětlení. 

Obsah: 

1. Definice a základní vlastnosti sborcené plochy S3. 
2. Kongruence paprskové naplněné tečnami plochy S3 podél 

přímky u^ a kuželosečky e^, v nichž rovina nekonečně vzdá
lená tuto plochu protíná. _ 

3. Přesné určení ploch sborcených 3, řádu, jež mají za 
dvojné přímky řídící povrchové přímky plochy S3 a jež náleží 
do paprskové kongruence tečen plochy S3 podél kuželosečky e^. 

4. Sborcená plocha S4 4. řádu, jež jest geom. místem 
jednoduchých řídících přímek těchto &1 sborcených ploch3.řádu: 

a) Zdánlivý obrys plochy £4 při promítání do n. 
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h) Průsečná křivka plochy 5 4 s průmětnou n a některé 
konstrukce této křivky. 

c) Dvojná křivka plochy S4. 
5. Svazek hyperbolických paraboloidů, v němž obsažené 

jednotlivé hyperbolické paraboloidy jsou naplněny asymptotami 
kuželoseček na ploše S3 ležících, jež náleží do lineární kongru-
ence tečen plochy podél přímky u^ a nacházejí se v rovinách 
jdoucích určitou přímkou plochy S3. 

6. Geometrické místo středů kuželoseček, v nichž protíná 
plochu S3 svazek rovin mající za osu libovolnou povrchovou 
přímku této plochy. 

7. Eovnostranný hyperbolický paraboloid jakožto geom. 
místo středů všech kuželoseček na ploše S3 ležících. 

8. Vztah mezi hyperbolickým paraboloidem oskulačním 
podél přímky u^ plochy S3 a hyperbolickým paraboloidem na
plněným středy kuželoseček plochy S3. 

9. Zdánlivé obrysy plochy S3. 

Příspěvek k theorii hyperboly rovnoosé. 
Doc. Dr. Fr. Kadeřávek. 

Kuželosečka K (obr. 1.) bud dána trojúhelníkem polárným 
xyz, přímkou P a jejím pólem p, mimo to vytkněme v přímce 
P dva harmonické póly % 2q křivky K. Libovolně je nesmíme 
vytknouti, neboť křivka K indukuje v přímce iMnvoluci >a, 2a; 
% *b; Jc, 2c — bodůmjo = (P, xy), J6 == (P, &\ *c = (P, Jz) 
náležejí totiž poláry pz, py, px, protínající přímku P v bodech 
\ 2b, 2c — a k této involuci musí příslušeti i vytčená dvojina 
% % Proložíme-li body x, y, z, lq, 2q kužejosečku^ prochází tato 
též bodem p, neboť kuželosečky Z,; xy, pz\ xz, py\ yz, px body 
xyz a dvojinami involuce v přímce P určené tvoří svazek a pro
cházejí proto vesměs ještě 4tým základním bodem p. Je z toho 
patrno, že: 

a) Dán-li polárný trojúhelník xyz a v přímce P dva har
monické póly xq, \ kuželosečky K, tu pól přímky P je obsažen 
v kuželosečce i , určené body x> y> 0> 'í* 22* 
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