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O ‘mnoZstvi rovin, které protinaji dvé nebo t¥i
- kulové plochy. ‘
Napsal Bohuslav Hostinsky.

s

1. BudiZ xcosg—+ysing —qg=0,
rovnice pfimky v oby&ejnych pravoihlych soufadnicich x, y. Pfimka
ta je jednoznaln€ urlena veliinami ¢ a . Integrdl _
{§dq do M

vztazeny k urlitému mnoistvi ¢ pfimek (g, ) nazveme mérou
tohoto mnoZstvi. Je-li mnoZstvi ¢ utvofeno vsemi pfimkami, které
protinaji*) danou uzavienou konvexni kfivku, rovna se jeho mira
obvodu kfivky (Cauchy).

Crofton a Czuber FeSili zajimavé tlohy tykajici se integrélﬁ vzta-
Zenych k pfimkovym mnoZstvim dvojrozmé&rnym. Uvahy o mnoZstvich
rovin vedou k obdobnym filohdm. Budiz.

) ux+vy+wz+1=0,
rovnice roviny (u, v, w) v obyZejnych pravodhlych soufadnicich
o dudvdw. ) .
lqtegrél SSS @it wi (2

vztaZeny k danému mnoZstvi rovin (u, v, w) definuje jeho miru.
Budeme jednati toliko o mnoZstvich spojitych a trojrozmé&rnych.
Zavedme na misto u, w, v nové soufadnice roviny &, 9,022 pfed-

pokladu e 0<3<n,0<¢<2n 0<p,

rovnicemi
— % —sin9cosyp, — Y — sin 9 sin P, — Y — cos 9,
p . p p
l
[ Integral 2) pfejde touto transformaci ve tvar S
Hfsm&dﬂd(pdp o (2a)

1) 'Poéitélme pouze s priseky re dlnimi.
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" Minkowski ukdzal, ze integral (2) nebo (2a) vztaZeny k mnoz-
stvi v3ech rovin, které protinaji danou uzavienou konvexni plochu
S, rovna se mtegré]u

((S+m)ee e

kde R a R’ jsou hlavni poloméry kfivosti plochy S a do element
jejiho plo3ného obsahu; integrace vztahuje se k celé plofe S.

Jsou-li ddny v rovin& dvé uzavfené konvexni ktivky vzdjemn&
se vyluCujici, miiZeme je obepnouti dvojim zpisobem napiatou
uzavienou niti. V jednom pfipadé je nit skiiZena na zptisob osmitky
takZe Castetn& -probihd podél kfivych obloukd, dstetn& pak je
tvofena tseky spoleZnych vnitfnich teCen obou khvek ve druhém
pHipadg je nit neskfiZend, takZe probih4 z &dsti podél spoleénych
vnéjSich teCen. Budiz X délka prvé niti, ¥ pak délka druhé. Mnoz-
stvi v3ech pfimek (g, @) protinajicich obé dané kfivky md miru
(1) rovnou rozdilu X—Y (Crofton).

* MnoZstvi vech rovin protinapmch dv€& dané konvexni plochy,
jeZ "se vzdjemné& vyluCuji, md miru definovanou integrdlem (2)
nebo (2a); jeho hodnota bude bezpochyby v_souvislosti s vlast-
nostmi rozvinutelné plochy, do které jsou ob& plochy vepsdny.

V této prici pojedndme o specidlnich pfipadech, ve kterych
integratni obor integrdlu (2) nebo (2 a) jest utvofen-rovinami pro-
tinajicimi dvé nebo tfi kulové plochy.

2. Budiz M (S, S') hodnota integralu (2), je-li integra&ni.obor
utvofen v3emi rovinami (v, v, w), které protinaji dv& vzdjemnt se
vylu€ujici kulové plochy S a S UkaZme nejprve, jak lze vypoéistr

. M(S, S ufitim Minkowského formule (2b).

Integral (2b) vztaZeny k ¢4sti’ kulového povrchu o poloméru
r a plo3ném obsahu A rovnd se vyrazu

| Sg_lz_(l?Jrl) da=é~,

nebof R = K’ = r ve viech bodech kulové plochy.
Vypottéme jeSt&¢ hodnotu integrélu (2 b) vztaZeného k plasti
rota¥niho kuZele.) BudiZ 2 ¢ thel pfi vrcholu osového fezu, v

) Riazné dlohy o integrilech tvaru (1) a (2) jakoZ i citity starSich
praci najde &tendf v mé praci Sur les probabilités géométriques. (Spisy vy--
davané pfirodovédeckou fakultou Masarykovy university & 50; Brno, 19:5)

" a v knize Geometrické ﬁmvdépodobnostl kterd je v tisku (vylde nakladem

. Jednoty &eskoslovenskyc

matematikit a fysikii).

*) PonévadZ poloha tetné roviny méni se nespojlté v okoli vrcholu
kuZele, a ponévadZ funkce stojici za integralnim znamenim ve. vzorci (2b)
stavd se ve vrcholu kuZele nekone&né velikou, je nutno oddé&liti p¥i integraci
t4st kuZelové plochy obsahujici vrcho! rovinou, kolmou k ose, od zbyvajiciho

- plasté. Konverguje-li vzdélenost roviny od vrcholu k nule, mé integral vzaty.
pres zbytek plasté urditou lnmitu, tu naz)‘véme hodnotou integralu vztazenow
-k plasti kuiele“
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pak vy3ka kuZele. Dvé&. nekonetn& blizké roviny vedené kolmo
k ose ‘kuZele ve vzddlenostech x'a x4 dx od vrcholu vytinaji
z pla§té element o plo3ném obsahu

2axsinpdx;
v ka?dém bod& elementu jest
;? =0, R =xsing,

takZe hledany integral jest

v

Szl P s:n ” 2 xsinpdx=mnv.
0 o

Tato formule ukazuje, Ze hodnota integrdlu (2b) vztaZeného
k plasti rotatniho kuZele nezdvisi na Ghlu ¢. Jak snadno seznidme,
plati formule pro kaZdou &4st rotani kuZelové plochy omezenou
dv&ma rovinami kolmymi k rotalni ose, je-li v jejich vaddlenost;
maZeme ji aplikovati nejen na pladf kuZele v uZdim slova smyslu
nybrZ i na pla3f komolého kuZele nebo dvojkuZele.

Piistupme nyni k vlastni tloze. BudiZ r polomé&r koule S, r
polomé&r koule S’ a ¢ stfednd. Predpokiddidme, Ze

o<r<rr+r<c |
Vedme libovolnou rovinu obsahujici stfedy obou kouli. Pra-
selné kruZnice k¥ a k' maji spoleénou vnitini tenu o délce #; a

vneéjsi o délce f.; tupy thel sevieny ob&ma poloméry vedoucimi
"k vnitfnim (vné&jSim) bodiim dotyku budiz 2y; (2y.). Plati vztahy

tr=ct— (1Yt = — (=)
ccosyi=r-+r,ccos ye=r—r.

Vnitfni te€ny protinaji se ve vnitfnim stfedu podobnosti P;
zde se kiizf uzaviend napiatd nit poloZend kolem obou kruZnic
k a ¥. Rotaci této niti kolem stfedné vytvofi se dv& konvexni
uzavfené plochy, jeZ nazveme K a K. Plocha K sama skldd4 se
ze dvou Casti: z pldst& rotalniho kuZele, ktery vznikne, kdyZ se
oto¥i &4st vnitini teCny omezend bodem P a bodem dotyku s kruZnici
k, a z vrchliku koule S o vy3ce r (1 + cos 7). .Plocha K’ po-
dobné& skladé se z pldsté& rotatniho kuZele a z vrchliku koule S’
o vy3ce 7' (1 4 cos p;).

- Ozna¥me znaky M (K) resp. M(K’) hodnoty integrélu (2 b)
pro plochu K resp. K'. Snadny vypolet vede k.rovnici

MK)+MK)=ntisiny; 4+ 2n(1 +cosp) (r+r) =
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NeskFi¥end nit napiatd kolem kruZnic k a k' vytvofi rotaci
kolem stfedné konvexni uzavienou plochu L, kterd se skldd4
z pl4sté komolého kuZele (vytvofeného vné&jsi te€nou ¢.) a ze dvou
kulovych vrchliki o vy3kdch r (1-4cosy.) a r (I — cosj,).
Integrdl (2b) utvoreny pro plochu L md hodnotu

M(L) =nt.siny.+ 2z [r (1 4 cosye) + r' (1 — cos ¥.)]

:n(c—{-r—{— r’)?__4 rr
c c

Plochy K, K' a L jsou v takovém vztahu, Ze kaZd4 rovina
jeZ protind L, protind aspoii jednu z ploch K a K'; protini-li ro-
vina K i K’, protind ziroveii S i S’. Integrdl M (L) vypo&tény
podle vzorce (2) nebo (2 a) obsahuje jednak elementy odpovidajici
‘rovindm, které protinaji jen K nebo jen K’, jednak elementy od-
povidajici rovindm, jeZ protinaji S i S’ zdroveil. V soultu

/ M (k) + M (K'),
je katdy element prvého druhu obsaZen jen jednou, kde¥to kaXdy
element druhého druhu dvakrit. Proto jest hodnota hledaného
Integrélu rovna p1 (5, §) = M(K) + M (K) — ML),

aneb, dosadime-li na misto M (K), M (K') a M (L) vyrazy shora

odvozené, M(S S)= dmrr - (3)

e 3 Vl.orec (3) da se odvoditi té% primym vypod&tem trolné-
sobného integralu (Za), zavedeme-li na  misto integrani pro-
ménné ¢ vzddlenost p’ roviny od stfedu druhé koule S'; pfedpo-
kldd4me, e koule S m4 stfed v poéatku soufadhic, takze pravo-
Ghlé soufadnice stfedu koule S’ _jsou (0, 0, ¢). Patrn& jest

p= P D(p99¥) _d¥_ 1
.c- 'D(p,or) dp' ~ c.sind’

takZe mtegrél (2) transformuje se ve tvar‘)
oo r r 2n

cost)L =

S\ S ~—d¢pdp dp =4n££.

; pl—--r' 099.-0

‘ coi souhlasi se vzorcem (3)

_ 4 " Mnoistvi rovin, je protina]i plochu L deﬁnqvanou v odst.
2 Ize rozdéliti ve &yl &4sti. Prvni obsahuje roviny, které pro-
: tinaj( 1en Sy ,drubé roviny, které protinaji jen §';- tfeti roviny,

o 4) Vzdilenost p’ CxtAme. kladﬂé, 1sou-u stfedy obou kouli po téZe strang
. rovmy (0 Q’, D), a zéporné& v ptipadé opaéném '
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které protinaji S i S" a &tvrté roviny, které neprotinaji ani S ani
S'. Prvni, druha a tfeti &4st maji po fad& miry

c c c
znati-li N miru Stvrté Easti, dd soulet viech dtyf

{dar+4nr — 47”’

+N=M(L)..

Dosad’me 2a M (L) hodnotu vypo&t&nou v odst. 2; po snadné -

lipravé. vychdzi . ‘ e
N—— (C“" C)_. - ,.(4).
c 1

Vysledky odvozené v odst. 2. a 4. shrneme vétou: MnoZstvi

rovin, které protinajli dvé koule o polomérech r, r' o stfedné c,

md miru vyjddrenou vzorcem (3); mnoZstvi rovin, které oddéluji .

jednu kouli od druhé, md miru vyjddfenou vzorcem (4).

. 5. PoloZme si tuto ilohu: Jest ustanoviti hodnotu / integralu
. (2) vztaZeného k mno¥stvi v3ech rovin, které protman ti‘x vzé—
jemn& se vyluZujici koule S, ' a S".

Budeme pfedpoklddati, Ze v§ecbny spoleéné tec‘.né rovmy
t&chto tfi kouli jsou redlni; celkem je takovych rovin osm. Stied
O koule S volme za poéétek soufadnic, rovinu obsahujici stfedy
0, 0, 0" kouli za rovinu O xy, ptimku OO’ za osu O x. Stfedy
,kouli budou tedy miti soufadnice

0(, 0,0 O’(a 0,0) O'(a, 4, 0); aZ0

Zaved’me do poétu vzdélenosti ¢, ¢, ¢” roviny, kterd pﬁvodné
(viz ‘odst. 1.) byla urlena velitinami &, «pap, od bodfi O, O', O".
Patméjest S _ I
' € ”‘P : :

0 -—p——a sin 9 cos ¢
¢ =p-—-asln3cosq>-—-{3 sm&smtp

~ Znaménko veliiny ¢, urlime takto: Je-li soui‘adnice z—ové ‘
bodu, ve kterém se rovina dotykd“koule opsané kolem O polo-
mérem g; kladnd, je ¢ kladné je-h zdpornd; je zdporné. Podobng&
se urdt -znaménka Velit‘.m ' a ¢" ulifim kouli- opsanych kolem
0O a.0" 'poloméry ¢ ‘resp. p". Tento: pfedpoklad ' vede “oviem |
k “dasledku; %e ;p mdZe nabyti hednot kladnych i Zédporngch a’ Ze
tihel 9 neni v&3f neZ thel pravy; tim m&ni se ponékud obvykid
definice velitin p a &, av§ak pbecny tvar integrélu (2a) zhistava
beze zmény Tal M
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"Vztahy nahofe uvedené vedou ke vzorc1

D(e.¢.0") _ ¥
ST L sin 9 cos J,
D p;8 w) i '$ X
z n&ho% vyplyvi, Ze
sins @S9 _ - 1

‘D (e, 0,0") alﬁ cos ¥
- Pond&vadZ pak .

0-o)_ 1 o N
N °052’9=“‘(",*a"):‘—pg‘[(’j@ - (@*0)]

oberlme zavedouce do integrdlu (2a) noveé integrani -promé&nné
00, 0": _
r ror

e

f'“"."\/_l (eag) ﬁz[g ¢ “(__»(,f)]

lntegrace ‘d4 se provésti elémentdrnimi funkcemi. Vimn&me
$i bliZe specidlniho pfipadu, kdy polomé&ry r, 7/ a r jsou ne-
koneCn& malé, kdeZto strany trojtihelnika O O’ O” maji kone&né:
délky. -Soulin a|pB| rovnd se pak dvojndsobné plose P tohoto
trojiihelnika. Pod odmocninou mhZeme vynechati nekonetn& malé
¢leny obsahujici ¢, ¢ a:¢” vedle jednotky, takZe s vynech.’mim
nekone&n& malych velitin, které maji - vzhledem k r,rar’ vy§§{
stupefi, obdrime. L 4rr r S

I=—p o |

Maﬂili kbule S, 8 a S"’takovou vzdjemnou polohu, Ze n&-
které ze spoletnych te¥nych rovin jsou imagindrni, melze vzorce
_(5) bezprostfedn& uZiti k vypoftu hledaného integrdlu. Tak na
pf. jsou-li vSechny stfedy O,.O' a 0" na téZe pfimce a je-li po-

lomér koule (na pf. §"), kterd se nachdzi mezi obdma druhymi,
dosti veliky, -jest mnoZstvi .vSech rovin, které protinajf tf koule,

.. totoiné s mnoZstvim rovln, které protinaji ob& koule krajni Sa S

Mira .tohoto mno!stvl je pak vy]adi‘ena vzorcem (3) a nezavisi
S vﬁbec na poloméru r.
6. Vzorce pro miry rovinovych mnolstvi slouzil k vypodtu
- rﬁznych geometrickych® pravd&podobnosti, -
o BudiZ & mnoZstvi rovin .vyhovujicich urgité podmmce, M(e)
ieho .mira. definovéna; integrilem. (2) s integragnim oborem. ¢, &
- .pak . &4st ‘muno¥stvi e a, M (¢). jeji-mira, Pravd&podobnost: p, Ze
- rovina: (u, v, W) néleie{(ci mnolstvi eje- zéroveﬁ obsa!ena v mnoi-
V§tvi c’ deﬂnuje e vzorcem - o

: £ x - l R __YM(e')

R p M (e)
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BudiZ na pf. & mnoZstvi v8ech rovin, jeZ protinajf dvé& kulové
plochy § a §' o polomérech r, ¥ a o stfedné ¢) a ¢ mnoiZstvi
viech rovin protinajicich plochu S; mira M (e) jest ddna vzorcem
3), a M (¢) = 47 r, takie

!

I
P==

je pravd&podobnost, Ze rovina, kterd protind prvou kouli, protind
zdroveti i druhou. , _

Jiny pfiklad: Jsou ddny dv& kulové plochy S a §' (polom&ry
r, ', stfednd s), které se vzdjemn& vyluCuji a které .ob& jsou obsa-
ieny uvnitf tfeti koule X, poloméru R. Budif ¢ mnoistv: viech -
rovin, které protinaji kouh X tak¥ie M(c) =4n R, a ¢ mnoZstvi
viech rovin, které oddéluji kouli S od S’; mira N mnoistvi ¢ je
ddna vzorcem (4). Pravdépodobnost p, Ze rovina, kterd protind
kouli 2, oddé&luje zdroveil kouli S od §, jest urfena rovnici

(c—r—=r)
4Rc

Sur les ensembles de plans qui coupent deux ou trois
sphéres. -

- (Extrait de Particle précédent,

Un plan étant donné par I’équation
' ux +vy+wz4+1=0

~da valeur de Pintégrale (2) (voir le texte ci-dessus) relative a I'en-.
semble de plans qui coupent deux sphéres données est égale
.a I'expression (3), ou r et r’ sont les rayons et ¢ la distance des
centres (r 4 7' < ¢).
Trois sphires étant données dont les centres. sont 0(0 0, 0),
0’ (a, 0, 0), O" (a, 8, 0) et dont r, r' et r’ sont les rayons, la
‘valeur de lintégrale (2) étendue a ensemble de plans qui coupent
les trois sphéres est égale & l’expression (5); on suppose que

a4 >0 et que les huit plans tangents communs aux trois sphéres
sont réels.
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