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- O integrovani nekoneénych fad. |
Napsal Vojtéch Jarnik.

81 Uvod

V nauce o integrovani nekoneCnych fad- je zvlé§té duleZita
nésledujigi véta Arzelova:?)

"Véta 1. Budiz h(x), #:(x),... posloupnost funka, defmovanyclr
v intervaly < a,b >, .jez md tyt‘o viastnosti: .

1. Funkce h(x), f(x),... jsou integrace schopny?) v intervalu
<a,b>.

2. Pro kazdé x intervalu < a,b > existuje limita lzm fn(x) =f(x).

3. Funkce 1(x) jest integrace schopna v mtervalu <ab>.

. 4. Existuje kladrné C¢islo C tak, Ze ,fn(x’ } < C pro viechna x
intervalu <a,b> a pro vSechna n=1,2,3,.

Potom jest y -

ff(x) dx = lim [ Fa(x) dx.

Veja tato pravi tedy, ¥e za urditych predpokladu Ize zameéniti
pofadek mezi limitnim piechodem a mtegrac1, t. i. Ze za onéch
pfedpokladu plati R )

f (tim f,.(x)) dx = nm f A (x) dx.

“Véta Arzelova, tak jak byla vyslovena, Jedna 0 mtegracx hmlty
'konvergentni posloupnostl 1ze ji v§ak okamZité dati tento tvar:

Véta 2. Budiz g1 (x), g5(x),.. . posloupnost funkci, definovanych B
v mtervalu <a,b>, lez md tyto vlastnostt .

- ). V§echny funkce ‘a véechna Sisla v této prici jsou realna, koneépé ‘

Jestlize a<b, potom zna¥f <a, b> mnoZstvi viech Cisel x, pro néZ o

x < b (uzavieny interval); obdobn&. zmall (a, b) resp” < a, b) resp.
fa;sbé mnfrzstvt vgecht tsel X, pro né% a<x<b (otevi‘enfr mterv
Tesp. agx< -b, resp. a <x < b (polouzaviené intervaty). . N
<" 1) >lntegrace - schopny« a sintegrale jest rozumdtl v této, préci ve_ _
smysbu Rtemnnové ‘viz'K.: Pett, Pocet :megrﬂni, str. 102
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. 1. Funkce g1(x), g2(x),... ijsou.integrace schopny v intervalu
<a,b>, o

2. Pro kazdé x intervalu <a,b> jest fada g1(x)+ gi(x)+...
konve'rgentni Oznaéme

g(x)+ g () +...=1(x),

3. Funkce f(x) jest integrace s¢hopna v intervaly <a,b>.

4. Existuje FEladné cislo C tak, Ze | gi(x)+ ge(x)+...+.
+ &n(x) | < C pro viechria x mtervalu <a,b> a pro vSechna n=
=1,23,.

Potom 1est

ff(x) dx = fg, (x)dx +fg, (x)dx+...

Véta 2 jest bezprostfednim ld.usledkem véty 1; loime totiz
fn(x) = g1 (x) + g2 (x) +... + & (x); funkce h (x), o ( . spliuji
potomn patrné predpoklady véty' 1 a tedy jest nasledkemf vety 1

f f(x)dx=lim ff,. (x)dx = lim f @ () + ...+ gn(x)) dx =

= lim ( fg, (W dx+...+ fgn(x)dx) fg,(x)dx+ fg.(x)dx+,.5,

Jak bylo dokazatx ‘ '

" Véta 2 udéva, Ze za urcitych pfedpokladii 1ze nekonegnou fadu
integrovati Clen po €lenu, V literatufe existuje hojnost dikazii véty
‘1 a2%). V roce 1925 vypracoval jsem pro 2 vydani knihy prof.

~Petra »Pocet integréalnic novy. ditkaz, ktery zde pod4vam.
.Diikaz je zaloZen na pojmu vn&j$i miry Jordanovy; Stensf ne-
potfebuje viak teorii miry znati: pouZivam totiZ jen definice vn&jsi
miry Jordanovy a jejich nejjednodud8ich vlastnosti, jeZ lze z- defi-
nice pfimo vydisti. Z teorie mnoZstvi bodovych nemusi &tenaf téZ
" nic zniti: jednoduchy specialni tvar pokryvaci véty Borelovy, ktery
+v.nasledujicim_potfebuji, dokazuji v 1. pomocné vEt&. :

. . :Dfikaz Arzelovy . véty, ktery provédin,-bylo: by moZno smést-
' nati na ‘mnohem. men§1 prostor: abych vSak vyklad ufinil pokud
: -moino srozumxteln,ym, movédim obSime. vsechny kroky. -

§ 2.0 mife Jordanové

R ZaVed;eme napi‘ed nékolik oznaéeni Pod. »mnozstvnm bodovym«
. ‘rozumim mnoistvf reélnﬁch éjsel Sli — geometricky i‘eéeno -

R ) % Véha Arzelova pochdzi z ‘toku 1885. Dalsi dﬁkazy podali Hartﬁzs, )
", Bieberbach, Landau, Osgovd, F. Riesz, Hausdorff. Literarn{ Gdaje viz-v po~

- - jednén{: F. Hausdorff, Beweis emels Satzes von Arzelé Math Zﬂltschr
2% (1927‘), str. 135-137 o

L]
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mnozZstvi bodové na ose Ciselné. Jsou-li My, M: dvé mnoZstvi bo-
dova a je-li kazdy bod z Mi obsazen v M:, znalim tuto okolnost
znakem My < Ma. Jsou-li M1, M:.., mnoZstvi bodova v kone&ném
nebo nekoneCném poctu, znamenid Mi-+ M2+ ... mnoZstvi viech
bodi, které jsou obsaZeny aspoii v jednom z mnoZstvi My, M...;
M;s. M: . .. znamena mnoZstvi vSech bodi, jeZ jsou obsaZeny ve viech
mnoZstvich My, Me,... Je-li ddno mnoZstvi bodové M a konedny
nebo nekoneény polet bodovych mnoZstvi Mi, M.,... tak, Ze
M= My+ M+ ... (&t i tak, Ze kaZdy bod z M leZi aspoii v jednom
"~z mnoZstvi My, Ms,...), fikdme, Ze systém mnoZstvi Mn, M., ... po-
kryva mnoZstvi M.

1. pomocna -véta (zvidsStni pftpad véty Borelovy). BudiZ
J=<a, b> uzavieny interval; budiz

2, Joe .. ' : 1)

posloupnost otevienych - intervalil, jeZ pokryvd interval J (t. |.
I M Je .. ) potom 1ze zvoliti celistvé Kladné éislo k tak, Ze
také systém intervalii '

: Ju Je.. s

pokryvd interval J (t. j. J < Jv+Je ...+ Je).

Diikaz. V posloupnosti (1) existuje aspon jeden interval Ji, ktery
obsahuje bod a.4) Pro kaZdé celistvé n > ko definujme &islo br ja--
koZto nejvétsi z &isel x intervalu <a, b> takovych, Ze

<aﬂSh+h+ et Jns

' ta.kove &islo bs patrné existuje ke kaZdému 2 > ko a plati e <bn <
=< bny1 =< b; existuje tedy limba=rc a jest

a<btn<c<b. ()]

Pfedpoklidejme, Ze ¢ < b; potom existuje v (1) aspoii jeden interval
Jr, kterg obsahuje bod c; volme n&jaké Eislo m tak, Ze mi=> ko,
ni > ks a déle budiz m jiz tak veliké, Ze bod bn, leZi v intervalu Jfi,;
to je mozno, je#to limbs=c. Systém intervald Ji, Jo,...,/n, PO-
kryva patrng aspoii cely interval <a, d), kde d je pravy koncovy
bod intervalu Jk,. a tedy d > c. Nutng tedy jest bn, = d > ¢, coZ je
viak ve sporu s (2).
~ Je tedy nutn& ¢=>5. Vyberme z (1) interval jk.- kterv obsahuje -
bod b. Volme k v&tsf ne¥ ko a ke tak, Ze bod b leZi v /i, — to Je
mozZno, jeXto limb»=>b; potom intervaly Ji, J,..., Ju pokryvaji
patrné cely interval <a, b>, jak bylo dokézati.
" Definice. BudiZ M ohraniené mnozstvi bodové; Ji, Jz,.. . Jn
budiz konea‘ny polet otevienych intervald a.budiZ M <Jx+]z +-
.o Ia (1. j. systém interval Jl; JoooinJn necht pokryvd mnoz-

¢) Obsahuje-li néjaky ofeviend lntetvah (a, 8) bod a, fest a<a <e -
t. i. a Jest vnitfnim bodem intervalu (a, - 8

émpls pro mfaunx matematiky & ¥ysiky. Roenn: LviL,
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stv; M), oznalme znakem u souéet délek téchto mtervam (1. j. jest-

Iize Ji= (a5, B1), potom W= Z (ﬂx a:)) Uvazu}me nyni viechny

systémy, sloZené z konei,"dého poétu otevienych intervalii, jeZ po-
kryvaji mnozZstvi M; ke kazdému takovému systému pFislusi urcité
kladné ¢islo u. Viechna ¢isla u, pFislusnd ke viem témto systémim,
tvoFi jisté mnozstvi éisel kladnych; dolni hranici tohoto mnoZstvi
. &isel kladnych nazyvdme vn&jsi Jordanovou mérou mnozstvi M.

" Poznamka, Misto »vn&j$i Jordanova mira« budu Fikati kratce
smira«. Miru mnoZstvi M znagiti budu mM. Je-li Mi.< Mz, je pa-
trng mMi <mMs. Mira intervalu . (otevieného, uzavreného .nebo
polouzavieného) rovna se patrng jeho délce, na Df. m<a, b>=
=} —a. Mira mnoZstvi, obsahuucxho jen koneény podet bodd, je
‘patrné rovna nule.

2. pomocni véta. Budtez M, N dvé ohrani¢end mnoZstvi bo-
dovd, M < N; ddle budiz I, Is, ..., Ii koneiny pocet otevienych in-
tervald, jez pokryvaji mnozstvi M (t. i M h+1I+ ...+ 5.
€ budif Sislo kladné, libovolné zvolené. Potom lze nalézti konecny
pocét otevienych intervali Iy, liye; ..., liyp, takZe plati

L NSL+L+... 41y
2. mliyn+ mIH2+ vei Ml p <mN—mM + e

* Ditkaz. Oznatme Mi=1I+Ilz+...- 1. Sestrojme konetny
pocet otevienych intervalt Ki, Ks,... Kk, jez pokryvaii N tak, Ze
ml(:—}-ml(e-l— +mI(k<mN+‘e a oznalme

=Ki+Ke+...+Ke. 3) .

Mnozstvi Ni jest dano v (3) jako soutet intervali otevienych,
jeZ mohou miti body spoledné; je v3ak bezprostfedn& jasno, Ze lze
vyjadfiti mnoZstvi N1 téZ jako souCet koneCného poctu otevienych
~iIntervaltt Hy, Hs, ..., Hp, .z nichZ Zaddné dva nemaji spolecm]ch bodii:
M = H1 +Hy+-.. +Hn ‘Tim spie jest

mHs + mHs + . ..+ mHj <m‘N+ e )

pbdobné lze vyiadFiti Ms. Z toho Je patrno, Ze také mnozZstvi MiN:
. lze vyiadfm jako soufet konefného podtu otevienych intervalli
- Ly, Ls,..., L, -z nichZ Z4dné dva nemaji spoletnych bodii: MiN:1=
—L1+Lz+ 4Ly . Kazdy bod z M leif v. M1 a rovngZ v Ni
: (nebof MSNSNI) je tedy MSMl N, a tedy nutng ° -

mL1+mL:+ A-mLi > mM, - e E)

- nebot mM jle dont hranici . takovych Soudti. Odstranime-h -z N1

vSéc}my body, obsaZené v Li-+ Le+. ..+ Lr= MiN1, zbude Jakési
" 'mnoZstvi bodové N, sloZené z koneéného po&tu mnoZstvi P1, P:.. ,

. Py, Ne== Py Ps+. 5. 4 Py -tak,  #¢ kazdé ‘mnozstvi- Pr(r=

S -2, . ,p) ie bud‘ interval (uzavfeny, polouzavfeny nebo otevfemj)
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nebo jediny bod a dile tak, Ze 24dna dvg z mnoistvi P:, P, ..., Pp
nemaji bodi spolegnych. Plati oviem

mLi+mLe+ ...+ mL; + mPy + mPe+ ...+ mP, =
—mH1+mH2+ —{—mH‘,,

a tedy podle (4) a (5)
mP; +mP, 4 ... +mPy < mN —mM + %e.

Dile je MiNi+ Ne= N, tedy Mi+ N: >N. Nahradme nyni
kazdé mnoZstvi Pr (r=1, 2,...,p) otevfenym intervalem, jejZ
oznacime litr, takZe Pr < li4r, mlitr < mPr -t £/2p. Potom je

LNSEMAN<L+...+L+Lpi+...+ Ly,
2. mliys - mlie +- .. +ml;+,,<mN-—mM—I—s,

jak bylo dokézati.
3. pomocna véta. BudiZ My, M, ... poslouprniost mnoZstvi bo- .

dovych, iez md tyto vlastnosti: 1. M <M, <M, <...; M, +

+M:4...=<a,b>. Potom jest ltm mMn—b—a

Diikaz. Jest Mn<<a b> a tedy mMn<m<a,b> b—a.
Za druhe jest mMn < mMn-+1. Ex1stu1e tedy lxmlta y =limmMn a

n=om
jest v<b—a. : '
Ptedpokladejme, Ze » <b—a; z toho vyvodime spor. Zvolme
n=3%10G—a—y); tedy n>0, Ses”cro;me napfed oteviené inter-
valy Iy, I, .. ., I;, takZe

M<l1+[+ +111, ml +m,2+ +m’lx<mM1+77/2
Podle druhé pomocné vety sestrojme dale oteviené mtervaly
]1,+1, 111+2, li, tak ze
M, <I+I,+ A1, m1i1+l+mli,+2+ .+ ml,<mM, —mM, +’?/2’
podle druhé pomocné véty sestrolme dale oteviené mtervaly
l,-Hy 112+-: .- [la tak1 Ze :
» MS SI + lg + +]l” mlln—{-, + m11,+2+ +
x + ml, < mMy — mM, + 0/2};

tak pokradujice, dostdvdme posloupnost otevienych intervalii 11, I:,

I, ..., leZ ma tyto vlastnosti:
A <a,b><h+I+-..; nebot kazdy bod z.<‘a,b? leZi
v néJakém Ms a plati ‘ : : : A

MiZhAh+ .o+ Iin. -

""" B) Pro kaxdé k jest Z‘ iln < b—a——n; nebot, "jé;gi 7 defino-
L. n=1 ) W T

.8‘.
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vano nerovnostmi

k [ S '
e <k=Zip, je Dmh < D'miy+ Dmh+... +

i IR ] {iif§"ﬂ=1 n= n=t+1
:{Z:zzln{ (li + —22) + (;nM, —mM, + —%) + ok

+(mM, mM,_y + )<mM,+n<v+n b—a—n.

Podle prvni pomocné véty lze nalézti & tak, ze <a,b > =L+
+1l:+..:4Ir (na zaklad& vlastnosti A). Podle vlastnost1 ‘B je
vsak soudet délek intervalii I, Is,..., It mensi nez b—a, coZ je
patrné ve sporu s okolnosti, Ze tyto intervaly pokryvaji cely in-
terval <a,b >. NemiiZe tedy byti »<b—a a je tedy vy=b—a,
jak bylo dokazati,

§ 37 Dﬁkéz véty Arzelovy.

4. pomocna véta. Budiz hy(x), hs(x), ... posloupnost funkci de-
finovariych v intervalu <a, b>; budi ddle limhn(x) =0 pro

n=co

a<x=0b; koneiné necht existuje kladné ¢islo D takové, Ze
| BaCo)F <p pro viechna x intervalu <a, b> a pro vsechna
n=1,2,3,.... Potom jest®) '

b b
lim sup f hn (X)dx <0, lim inf f hn(x)dx > 0.
n=aoo - n=w

a . a

Dikaz. Pro ¢ <x<b, n=1, 2, 3,... poloZme®) Fa(x)=
=Max ©, hn(x), hnt1(x),.. ) Toto &slo existuje, nebot bud jsou

¢isla
ha (x) ‘Boti (JC) ' (6)

viechna < 0 a potom je Max (0, hn(x) hn+1(x) ..) =0, nebo 1é
aspoii jedno z &sel (6) kladné a potom vzhledem K lim fin (x) =
musf byti mezi nimi aspoit jedno nejvétsi. Plati

0< an-: (x) < Fa (x) <D, hm Fa(x) = @

pro a<x<b.
Zvolme libovolné kladné &islo ¢; oznadme znakem Mn(e) mnoZ-
) stvi on&ch bodfi x intervalu <a, b >, pro n&% Fa(x) <e2(b—a);

%) Deﬂlﬂci"bomiho a dolniho integrdlu viz. v knize K. Petr, Podet
lntegralnf sir. 108.
. , G, O, ...) oxnaduli nejv&isf z &isel ay, as .3 Je-li
tichlto Flslel nﬁéné mnoistvi je oviem nutno ex!stencl neivétsiho Usla
mezl nimi di ’

SR
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vzhledem k (7) je patrn& Mn(e) < Mn+1(e), Mi(e) + Me(e) +...=
=<a, b>. Podle 3. pomocné véty je tedy limmMn(c) =b—a;

n=o
lze tedy zvoliti &islo no=me(c) (zavislé na ¢ tak, Ze
- mMp, (¢) > b—a— &/2D.

Rozd&lme nyni interval <a,b > na kone¥ny pocet diltt body
Xo, X1, X2, ..., X; tak, Ze

A= <X < Xy oo <Xy <Xy=b, I >1 (8)

a oznaéme symbolem wi (i=1, 2,...,1) dolni hranici funkce Fn, (X)
v intervalu <xi_s, xi>. Sestrojme soudet

!
§s= ZM: (%1 — xz-9).
=1

Tvrdim: ony z intervaltt <xi—, xi>, v nichZ je 1i=>€/2 (b — a), maji
soucCet délek nejvyse ¢/2D; kdyby totiZ soudet jejich délek byl vétsi
nez &¢/2D, byl by soucet délek ostatnich intervali < xi—i, xi > mensi
nez b —a—e¢/2D. MnoZstvi Ma,(€) nema vSak Zadny bod v inter-
valech <xXi—, X1>, v nichZ u; >¢/2 (b —a); jest tedy mnoZstvi
M, () pokryto t&mi ostatnimi intervaly < xi—a, x1 >, jichZ délky by
mély souCet men$i neZ b —a—&/2D. Bylo by tedy moZno pokryti
mnoZstvi My, (¢) konednym po&tem uzavienych intervald o soudtu
délek menSim neZ b —a—¢/2D a tedy také konednym pocétem ofe-
vFenych intervalit o soudtu délek mensim neZ b —a—e/2D (k to-
mu stai, nahraditi kaZdy z té€ch uzavfenych intervalii inter-
valem otevienym trochu vét$im); to je vsak ve sporut s nerovnosti
MM, (€) > b—a—¢/2D.

Jest tedy pfispévek onéch intervalﬁ <Xi—1, Xt>, pro néi
_ &

. < . 1.

2(b )  k sou¢tu s mensi nez D. ZD =5 nebot wi < D. P¥

~ spévek ostatnich intervalit < xi—1, Xi > k souctu s je pak men3{ nez

1
& & &€ € _
mg(xi—X{_l)=-§-. Je tedy S<-‘2—+ ) =g,
at jsou &fsla I, Xe, X1,..:.,%:, hovici vztahiim (8), zvolena jakkoli.
. ] )
Doln/i integral [ Fp, (x) dx je v3ak podle definice roven prévé

homn hramm souétu S, vzatych pro vSechny moZné volby éisel
1. Xo, X1,...,x1, .Pro n&Z platf (8), Jest tedy

[rawarse
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Vzhledem k (D je tedy

0<fF,.(x)dx<e pro n = n, (g),

tedy
lim [ Fn(x)dx=

n-oo

JeZto patmé hn x< F,, (x) Jest konedng

lim sup h,, (x) dx<0
n=w -
. n

Uziji-li tohoto vysledku na funk;e ——hl(x) — ha(x), ..., dostavam

lim sup (— ha(x))dx <0;

a

: f ‘(-—.h,,(x)) dx=— f b\ly’. (x) dx,

ale

tedy | b v
lim sup [(— #n (%)) dx = — lim inf f ha(x) dx,
n=w N . n=w

: a

lim inf [ Aa (x)dx>0,
n=wm . . i

a

&l

- jak bylo dokézati. -

Diikaz véty 1. Funkce fi(x), fe(x), ... necht spliiujf pfedpoklady
véty 1 z § 1; poloZme fa(x) —1(x) = hn(X) 2C=D; potom je?)
1im ha(x) =0, lhn(x)l<D pro a<x<b, n=1, 2, 3,. -3 podie

‘=

4, pomocné véty je tedy ‘
lim sup hn (x) dx §0 lim' inf f ha(x)dx > 0.

a

“*Funkce hn(x) isou v§ak v mtervalu <a. b> mtegrace schopny. jest
- legy

fh,.(x)dx_fh,. @ dx= fh,. (x)dx,

.mf lf(x)l-‘-limlf,,(f)‘éc | '
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a tedy nutné .
b
lim | ha(x)dx=0;
n=oo .
a

to vSak znamena ,
lim f(f,, (x) — f (x)) dx =0
n=ow
a

Bl
lim ff,, (xX) dx = ff(x)dx,

jak bylo dokazati.
Gottingen, 15. ledna 1928.

Sur Pintégration des séries infinies.
- (Extrait de 'article précédent.)

Une démonstration nouvelle du théoréme suivant de M. Arzela:

Soit fu(x) (n=1, 2,...) une suite de fonctions intégrables (au
sens de Riemann) dans l’mtervalle <a,b>; soit Izm f,,(x) = f(x)

pour a<x<b, f(x) intégrable dans < a, b>, |f,.(x)|<C dans
<a,b> et pour n:I 2,... Alors, on a llm fj,,(x)dx ff(x)dx

On peut indiquer la marche de la démonstratron comme il suit:

Nous ne considérons que des ensembles linéaires de points;
la mesure extérieure de Jordan d’un ensemble M soit désignée par
mM. On démontre trés aisément le Lemme 1¢: Soit M N
(re: M contenu dans N); soient 1,1, ..., I; des intervalles ouverts;
soit M<I +1l;+...4 1, soit €e>0; alors, on peut trouver des
mtervalles ‘ouverts 11+1, N tels que

i-+p

i) Shzn,
n=1

i+p C )
2) D mh< va— mM +- e.
Ty T

Lemime 2¢me: Soit 2M,,-<a b>, M,,<M,,+,, alors,

n_l

on a lmth,,:b——a
"n=00
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Démonstrauon‘ On a évidemment limmM,<b-a; soit

n=Q0
1im mMy=b — a—27, 7>>0. On trouve (Lemme 1°7) des nombres
‘entiers 1< <ip<iy<... et des iutervalles ouverts [, 1, . ..

tels que
M< 21‘1,,. 2m1,,<mM,
i

ML D', Zmln<ka—~ka_,+2k k=2 3,..).

n= n“lk_‘+l

Ona alors 1. <a, b><ZI,.,

n=1

2. 2m1,.<hmmMn+n b—a—q. Daprés un théordme

deM Borel, on peut trouver r tel que <a, b><2],,, mais ceci

n=1
‘est en contradiction avec Zml,,<b a; donc on a limmM,=b—a.
‘Lemme 3%me: Soit h,,(x)->0 |h,,(x)|<D pour a<x<b,

n'=="1 2,...: alors on a Izmsupfh,.dx<0 ltmmjfh,.dx>0

‘Démonstration: Soit F,,(x)—-Max(O Iz,,(x), hayp1(X), .. .);
dong: 0< Fa1SFa<D, Fr~0.-Soit £¢>0,

ona
s M,,<M,,+l.' ZM,._<a b>,

i donc (Lemme geme) mM,.-»b ~a. Soit no—n,,(e) tel que -

mM,,,, >b—a—

)
3 glm

- soit lgl, a=1x, <X, <. <x1~—b soi
, F,,,,(x) pour x,.;<x<x;, so:t

Les mtervalles <x£.:1,x{> avec ”'<2(b a)

o M,., tout entier, 'leur fongueur totale est > b - a+2 D’ la longueur -

== borne inférigure de

recouvrant' .
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totale des autres intervalles < Xi—1, X; > est, alors,

donc 2D’ ol s< (0 a)z(b )+D

b b b
fF,.odng, d’olt ngF,,dxge'pour n2>n, donc fF,.dx»O,
a : a N . a

d’bl‘l b
lim sup f h,dx<0.
n=—o0 a

"En appllquant ce résultat aux fonctions — A, on retrouve la seconde
inégalité a démontrer.

Démonstration du théoréme d’Arzeld. f, satisfaisant
aux conditions du théoréme de M. Arzeld, on peut appliquer le
lemme précédant aux fonctions /,=fn — f; les fonctions fn—f
<tant intégrables, on a

b
f hadx -0,
c’est-a- dire ‘ '

b . b '
limff,,(x) dx:ff(x) dx, c.q.fd.
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