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0 hyperbolické obdobé Ludolfiny.

Napsal
Dr. F. ). Studnicka,

prof. math, na c. k., Eeské universitd.

JakoZ zndmo, vyjadiuje se pomér obvodu a priméru kru-
hového transcendentnim ¢&fslem zvldStnim, jeZ dle Ludolfa van
Ceulena *) (1616) casto zve se Ludolfinou a dle Eulera (1748)
»brevitatis causa“ oznatuje feckym =, ptipominajicim slovo
‘,periferie“. Uhlozna¢nd hodnota jeho jest 180°, takze

2 T __
sing = 1, cos 5= 0.

Médme-li tedy na zfeteli pomér vyrazit goniometrickych
neboli tak zvanych funkei cyklickych k obdobnym vyrazim ne-
boli funkcfm hyperbolickym, zracici se ve vzorcich

. eiu_e—iu el — g%
siny —=——— [Gu=
L 27 2
1 eiu_e—-iu e¥ e—v
&) co0s U = ———, Ku— _'; )

cos?u +-sinu =1 [Ru—GWu =1,
miZeme i tu jmenovati argument w, jehoZz hyperbolicky sinus
vyjddfuje 1, kritce !/, IT**), takZe bude

) @-121::1 a tedy @g-:vg. |

Abychom ustanovili hodnotu tohoto IT, uvaZme, Ze plyne
ze vzorch (2), spojenim se vzorci (1)
197
@%+@g=e’ —=14V7,

*) Viz Studnitka ,0 kvadratufe kruhu“, Cas. pro pést. math. a fys.
R. L. pag. 37.

**) Poprvé tak uéinil Laisant v ,Essai sur les fonctions hyperboliques“,
Paris, 1874, kdez klade viak celé IT mfsto naseho Y,IT, o néms tuto
se ukazuje, Ze jest pfiméfendjsf. Hyperbolicky sinus a cosinus
znaéime kritce € a .
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nacez logarithmovdnim obdrifme
3) IT=2l(14V2) =1762 147 174...
Zaroven pak plyne ze vzorcl (2)

g8 -1 —sin”

. 2 =yE N

z ¢ehoZ pozndvéme i pomér hyperbolické tangenty k eyklickému
sinusu.

Mimo to obdrZime, uZijeme-li znimého vzorce pro hyper-

bolickou tangentu
‘ [ f2u — 1
o=V W +1

se zfetelem ke vzorci druhému (2)
n 1 I
@

T ==
4 V241 € 2,
naceZ snadno sestavime
‘ II I —
kde#to o cyklickych funkefch obdobnych platf
7 b2
tg i —+ cot = 2.
UZijeme-li pak fady
ud | ub
%[tftuzu—{-?—f"-g-—l—. .oy
z niZ plyne
w=Tut g Tl E T

zjedndme si snadno pomoc{ vzorce (4) zajfmavou relaci

ua I 1 s 1 s
—me o ST
T = +3e -]—5e +...,

neboli v kyatSfm oznaCenf symbolickém

2 I
® T
k=0 2

z niZ patrno, jak se konstanta IT vyjadfuje nekonenou ¥adou,
postupujicf podle negativnich lichych mocnin konstanty e,

Abychom obdobu mezi z a IT jesté jasnéji vytkli, obratme
se ku pifsluSnym faddm. Obdriime tu napied z
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%5 | 3%, 52
arcblnac_l!+31—|- YR +...
pro # =1 primo
T __ 1 32 3%.h?
M =1t gty t—r "+

kdeito z fady

—_— 3‘2 S 32-52 1
o+ VTFa) =o— 2 42220000,
se pomoci vzorce (3) oberI
I 32.5°%
® =1t gt

tak¥e spojenim obou vzorct (7) a (8) vznikne
© ﬂ‘ﬂ_1+ 51+3 52 7-+...l;'_1~226 084 9569..

Geometrickym znézoménim mozZnd taktéz obdobu tuto
k jasné&jSimu poznénf privésti.
Plocha kruhu vyjadfuje se vzorcem

K==nr?
kdeZ znaéf » polomér; Jesth r=1, bude tedy
K=mn=.

Obrazec 1.

Uréime-li plochu, omezenou osou tseéek OA — obr. 1, —

osou pofadnic OQ, hyperbolickym obloukem BQ a pofadnici
AB, pii CemZ z rovnice hyperboly

YPy—xt=1,
: 13
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plyne pro e=0A=1
AB -V 2,
obdrZime dle znamého vzorce :

0ABQ= fdwvl +at=1, V241,00 +V2),
a ponévadz plocha trojihelnikové

OAB =1',0A.AB=1,V?2,
bude vysec hyperbolickd

0BQ = ",l (14 V2 = _g_,
takZe Ctverndsob této plochy cili
OBB’ - 0CC’' =

V naSem obrazci predstavuje tedy tdrkovand dvojf vyseé
tato obdobu kruhové plochy a jest tedy hyperbolicky oblouk
BQB’ polovi¢én{ kruznici AQA’ ptifadén.

Chceme-li dal§f obdoby mezi témito funkcemi vyhledati,
obratme se ke vzorciim, jeZ vyjadiujf & a ® multipla argumentu
IT pomocf © a R jednoduchého; obdrifme tu

pro sude’ n .
(10) ) Q —1 + + n (n —_ 22) + n2(n2_22)(n2___ 42) +

- 21 ' 61 ..
a pro lz'clw n

O e e
a podobné pro sudé n

o_., ) (' — 29w —17)
(12) @’—‘-2—_V2[% 4.2 4= 5,” +]

pro liché n konecéné

nIl _ n | nn*—1%  n@n*— 1’)(n - 3’)J_
18 =g+~ + 51
Z téchto vzorcl pozndvdme zdroved, Ze pro sudé m jest

R’—;—T racionélnf, @"—2-11 irraciondlnf, kdezto pro liché n naopak

jest & —I—Ilrtaclonalni @ nII tedy raciondlni.

Tohoto zjevu mﬁieme s prospéchem uZfti k vyvinutf mech
tad pro tyto dvé funkce; jestif totiz
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AL | n m
& =(14+ver=0546=
=14nV2+n24n2vV24n224nv2+...,

znaf-li m; krétce k-ty koefficient binomialni; a tu soudfme ze
stejnosti dvou surdickych ¢isel *), Ze pro sudé n platf

(1) @%T{ =1 4-2n, + 2%, 2%, ...,

I —
(15) @%:W [y 20y 2% 4. ],
kdeZto pro liché n jest naopak

(16) @’12’1:v2‘ [y 4 2n, 4 2%ng 4. ]

,'@n—-211:1+2n2—}—2’n,+23n6—|-...
Abychom porovnali v této pfic¢iné funkce cyklické a hy-
perbolické argumentu n-ndsobného, sestavme vedle sebe napfed

an

sin 2kx = 0, S 2kIT = 4%, v 2,

sin 2k 1)m =0, &2k - 1)T= 2%, V2,
sinEtla—p1, | el =gy,
sinﬂ;in_—.—l, @47‘;1 O=4k—1,

kdez k,, k;, k,, k, jsou positivni ¢fsla celistvé, a vedle toho
podobné

cos2km = -1, - R 2k IT = 4k, +1,

cos @k Lyw =—1, | ® @k 1)1 = 4k, — 1,
cos L =, 94";1]1:(47%—{—1)\/2,
wsELa=0, | 2¥ln=w@w—nye

kdeZ znaéf opét k;, ks, k;, ks Cfsla celistvd. Jak z tohoto se-
staven{ patrno, odpovid4 cyklické bodnoté 4+ 1 v hyperbolické
soustavé 4k + 1, kdesto nulle tu odpovid4 irracionalnost.
*) Jako ze stejnosti dvou &sel soujemnjch 4
' atbi=c-di
soudime, Ze a=c, b—=d, podobné plyne tj% vysledek ze stejnosti
.dvou &isel surdickych
. atpb=c-tyd.



198

Koneéné plynou jesté ze vzorch (10—17) zajfmavé stej-
nosti tyto:
1420, +42%,4...

2

1+57 2;‘|‘ it _2)—{— pro sudé m,
= 2__1? 2 —1%)(n? — 32 ché n.

11 + 25 31 = 5)1(n ). . pro tihé n,

R

1l+ n(n -—2)+n(n —25)1("" _4)+,,.pro sudé n,
et 12 2__ 2 __

1+n 1 (n 12‘)1(;” 3% +... pro liché m,

a spoﬁme-h oba vzorce pfiméfenym sectenfm, uZfvajice vlast-
nosti binomickych souciniteld, vyjédfené vzorcem

e~ a2 = (0 - ity
Z 20+ Do

a8 (14 2= o e,

obdrzime konecné

(19) 1+11+”—1+”(”"1)+ . pro lické .

PoloZime-li vSak zdkladem vzorce, vyjadi'u_]tct €OS N
a sinnx mocninami kosinusu, obdrZfme napfed

nIl 7"—1 n 22"-"4 n(n — 3) n—17

@__
“ ey
n — n-——o 2
3 2 ..

z CehoZ plyne, ‘rozli¥fme-li pifpad lichého a sudého =, pro
liché n zv1asté

nII_ —[ 3(—1) n 3(n—3) n(n —_ 3) 2(""'5) N
(21)9_2—_V2[2 —q2 . togr 2 ]
a podobné plyne pro sudé¢ i liché n spoleéné

nll _  i0=1) 4, __ 9 ¥r—3) (n—3)(n —4) z(""5)
e 2o T T
_—9r—5n—6) i (n—17) i
37 cer
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a podle toho tedy pro sudé n zvlasté
all [ 872 n—2 35 (n—3)n—4) "3
@——_V2[2 —72 +—ar—2
_@—Qm—&@—ngﬂ+”}

(23)

31
Vzorec (20) a (21) moZnd i jedinym vyrazem determi-
nantnfm vyjadriti, jelikoZ ze znadmého *) vzorce pro cosnx se
v tomto pfipadé obdr
Ve, 1, o 0, ... 0
oIl 1, 2v2, 1, o ... O
(24) 9—2—-: O’ 1’ 2V2,1 *
0, 0, 0, 0, ...2v2
kdeZ se determinant stupné n-tého dle zndmych pravidel miZe
snadno rozvinouti. *¥) '
Vritfme-li se ke vzorci (14) a uZijeme-li zndmych vzorch
. f2u —1
S = 5
R = ___@2142—]— ! ,

obdrzime, kladouce tu

n=2k -
nové zajfmavé vzorce dva a sice
(25) @kﬂg—l = (28), +-2(2K), - 2%2K), - .. = &* ’%
RkI--1 kIT

(26) g — = 13- (2k), - 2(2k), +2%(2k)s ... = 92—2— )
kteréz patrné vyhovuji zdkladni podmince
R —Su =1,
Méme-li na zfeteli jakost ¢fsely kterymi se vyjadfuje p¥i
sudém a lichém n

nll nIT
gt
poznédme snadno ze vzorce (25), Ze

*) Viz Studnitka ,Eine neue Anwendung der Kettenbruchdeterminanten®
Sitzungsb. der koén. b. Ges. d. Wiss., Prag, 1886.
**) Viz Studnitka ,O determinantech“, Praha, 1870, pag. 27.
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k O pro liché k
he—1 —_— =~ ]
=2 & = {2D pro sudé

kde#to ze vzorce (26) plyne naopak

i 20 pro lické &
h—1 — t
1 +é‘o2 (2k)2;,_{ O pro sudé k.
Vzorce (25) a (26) poskytujf tedy celistvd ¢fsla, vyhovujics
neurcité rovnici Pell-ové :
27 2?— 2yt =41,
¢imZ déno jejf obecné feSenf.
Abychom zvl4Stni nékteré hodnoty tuto ku konci podali,
sestaveno budiZ dle vzorcd (10—13) co ku poétu nejpfiméfe-
néjsfch osmero € a &

@——g:l @—1—21-:: Y2
S I =2y2 S II=3
CRELEY Q%IZ::B\&
Sem—12ve | Q20 =17
@%’:41 227 =29v2
S3T=170v2 | 8 3IT=99
@7—2’—7:239 @7—215: 1692
© 4T =1408V2 | & 4IT=5T1.

Jak patrno, plynou z tohoto sestaveni pro Pellovu rovnici
svrchu uvedenou hednoty
x||3]7]17]41)199|239|577
y[2]5(12[29[70|169]408 °
A tu mime opét pFlezitost poukdzati k souvislosti tohoto
feSenf 8 jinym, starSfm, jeZ Lagrange r. 1767 ve spisech Ber-
lingké akademie podal a jez Legendre Yadf mezi nejdfilezitéjsi
pokroky v theorii ¢isel. M4-li se totiZz rovnice
x?—Ay*=1,
v nf% znaéf A ¢islo positivni a nekvadratické, fesiti Cisly celistvymi,
proméni se \/'A v Fetézec a vyhledaji se hodnoty jeho pifblizné;
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pak odpovidd poslednimu netdplnému podilu periody w-té pii-
bliznd hodnota

L takie Z: — AN = (— 1), %)
N..' Bk pk J

¢imZ feSeni zprostfedkovéno.
V ptipadé naSem jest

- 7—14. L
A=2, tedy\V2 _1-{—24_,
coz nam poskytuje, neptihliZime-li k 1, fadu pifbliznych hodnot

12 5 12 2
2' b’ 12! 29 70’ "

takZe pifsluSné Z,, a N, uvedeno ve spojenf s hodnotami &
a & argumentu kIT a (2k- 1)-1—21.

Obritfme-li konecné tkol tento, poskytne ndm fada pif-
bliznych hodnot periodického Yfetézce )

V'2"=1+2i+

Citatelem Z,, a jmenovatelem N , hodnoty, odpovidajfcf difvéj$fm

faddm, na pf. (21) a (22), takZe bychom i tyto hodnoty pomoct
onéch fad mohli vyjadriti.

Viibec jde z tohoto porovndni obou method, jakymi jsme
fesili zvlastnf rovnici Pell-ovu (27), zcela zfejmé na jevo, jak
mnohotvirné jsou vztahy mezi nékterymi vyrazy Ciselnymi, coZ
s hlediska ryze formalniho jest tkazem i pouénym i zajimavym.

Ze bychom na tomto poli jesté dale pracujice nalezli
mnohou zajfmavou relaci, snadno pozn4 kaZdy, kdo si uvede na
mysl mnohotvarnost vyrazi o cyklickych funkcich platfcich. Pro-
zatfm vSak posta¢f upozorniti takto na hyperbolickou obdobu
Ludolfiny ¢ili Eulerova =, jakouZ jest polovicka mnou tak zvané
Laisantiny I1.

*) Srovnej G. Werthein ,Elemente der Zahlentheorie* Leipzig 1887.
pag. 105.
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