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Piiloha k Gasopisu pro péstovdani mathematiky a fysiky.

Drobnosti z trigonometrie.
Podava Rudolf Hru$a, c. k. professor.

Trigonometrické FeSent ulohy: Vypoéisti strany a obsah
riznob&zniku, dény-li ob& dhlopfitny w, v a vnitini thly «, 8, 7,
provaddi se na zdklad& relac: '

u? sin? (e 4+ B) = a® sin® B -+ c® sin® o
-+ 2ac sin B8 sin & cos (¢ + ) (0]
v? sin? (@ 4+ f) = c? sin® y 4 a® sin® a
-+ 2ac sin « sin y cos (e + f).
Odvozenf t&ch rovnic n.?jde itendf ve Cldnku: ,Piispévek ku
geometrii ¢tyfahelnfku, Casopis, XLIIL, p. 231., r. 1914“*).
Postup teSeni se zjednodudi zavedenim uhlu sevieného

thlopfi¢nami w. ktery se d4 snadno vypolisti. Plocha rizno-
bézniku se d4 dvojim zpisobem vyjddFiti Ghlopfi¢nami, a sice:

utsina siny —v®sin 3 sin o
2sin (@ 4+ 7)
Posledni formule byla uvedena ve shora citovaném ¢linku
pod éfslem 3. Ubel w jest ddn formuli:
u? sin « siny — v? sin B sin 0 @)
uv sin (¢ -+ )
Strany a, ¢ se vypoitou z rovnic soustavy (1).

ReSeni téchto kanonickjch rovmic providi se tfm zpd-
sobem, Ze se z nich odvodi rovnice homogenni. K tomu eili

P=}u.vsinw=

Sin @ =

*) Priloha z r. 1914, p. 71, 72.
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tfeba ndsobiti horni rovnici veli¢inou v2, dolni pak veliinou »?
a odeéistl a tim se obdrZi rovnice:
a® (v? sin? B — u® sin® @) 4 c? (v? sin? 0 — u? sint y)
+ 2ac (v sin B sin 0 — u? sin & sin p) cos (¢ 4+ ) = O.

- Z této homogenni rovnice di se vypoéisti pomér z — —Z—. Za-

vede-li se tento pomér jako novd neznimd, vyjde tato kvadra-
tickd rovnice: '
2% [v? sin® B — u? sin® o] + 22 [v2 sin B sin 6 — u® sin « sin y]
cos (¢ + B) + v? sin? & — u? sin® y = 0. 3)
Diskriminant 4 této rovnice jest ddn formulf
d = (v? sin B sin 6 — u? sin & sin y)® cos? (e + B)
— [v? sin® B — u® sin® ] . [v® sin? 0 — u® sin® 7]
Postupnou tipravou se obdrii:
= (v% sin B sin & — u® sin a sin p)? cos? (@ + B)
— vt sin® B sin? 0 — ut sin? @ sin® p
+ u%? [sin? a sin? 6 4 sin? f§ sin? 9]
= (v2 sin f§ sin 0 — u? sin o sin y)® cos® (¢ 4 f)
— (v sin B sin & — u® sin « sin y)?
~+ u?? (sin « sin & — sin B sin )%
Konetn& se dospéje k formuli:
A = u® (sin @ sin 6 — sin g sin y)*
— (v sin B sin & — y® sin o sin y)? sin? (o + B).
Z formule (2) plyne vztah:
uv sin (@ + 7) sin o = u® sin a sin y — v% sin 8 . sin d.
Vedle toho jest platny vztah:
sin B sin y — sin « sin 6 = sin (¢ + B) sin (e + p).
(PHspévek ku geometrii &tyrahelniku p. 232, Casopis pro pésto-
vini mathematiky a fysiky XLIIL.)
Nésledkem toho formule pro diskriminant se postupné
takto zménf:
4 = u®v? sin® (¢ 4 B) sin? (¢ + »)
— uW? sin? (¢ 4 B) sin? (@ + 9) sin* w. (4)
A4 = uW? sin® (¢ 4 B) sin® (@ + 7) cos?
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Rovnice (3) d4 se psiti ve tvaru:
2% (0?2 sin® B — u? sin? o) — 2zuv sin (& -+ y) cos (e + ) sin @
4+ v¥sin? 0 — ulsin?y =0. . (8a)
Regenim této rovnice se obdri postupné:

__ uv sin (@ 4 7) cos (e + ) sin @ =+ \/a
visoin® g — ulsint o

z=
uv sin (e - 7) cos (x -+ B) sin o Fuv sin (¢ 4 B) sin(a + 7) cos &

v2sin? B — u? sin? e

Rovnice (3) md tedy tyto dva kofeny:
—w sin (e =+ 7) sin (0 4+ ¢ 5)
! visint B —ulsinte ()

— W sin (@ 4+ 9) sin (0 — a — ﬁ)
v2sin B —utsinte

2

Uzitfim rovnice @ — ¢z z relaci (1) plynou formule pro
strany a, ¢ a sice:
=uzsin (e 4+ B) ¢ — u sin (a -+ B) ©)
VB ' VR
R=12%sin?B 4 sin? 6 + 22 sin 8 . sin d cos (« 4 B).
Zpisobem zcela obdobnym se vypolitd z rovnic:
u? sin? (B -+ 9) = b2 sin? B 4 d% sin? ¢
~+ 2bd sin 3 sin 6 cos (B -+ 7) (1a)
v2sin? (B 4 9) = b2sinty + d?sin®a
+ 2bd sin @ sin y cos (B + 7)

pomér —I:T =—1¢ a sice obdrzi se tyto hodnoty:
uvsm(a-}-y)sm(m+ﬂ+y)
v? sin® § — u* sin®y (5a)

: _uwsin (@47 sin(o—p—7)
L v? sin® B — u? sin®y ’

th =

Strany b, d jsou stanoveny relacemi:
tu sin (B + y) u sin (B4 7)
b= ——— =, d= —— 17 (6a)
Ve - Ve
QY =12 sin® B 4 sin® 6 + 2t sin B sin 6 cos (B + 7).
6*
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Velitiny ¢, z jsou v podstaté kladné; proto dluzno ze dvou
hodnot, které davd rovnice (2) pro thel w, voliti privé onu,
kter4 spliiuje podminky:

sin@+eat >0 sinw@+p+n>0
nebo
sin (w — a — ) >0, sin(w—pg—9)>0
pii supposicich:
v? sin? f = u? sin® «
"2 sin? B> u? sin? .

V opatném pifpadé dluzno hofejif podminky obratiti.

Predlozeny kol mé dvé redlnd feSeni, je-li splnéna pod-
minka:

u? sin @ sin y — v sin B sin 6 <'uv sin (¢ -~ 7),
jedno redlné feleni v tom piipadé, Ze plati vztah:

u? sin « sin y — v? sin B sin 0 = uv sin (¢ -} 7).
Ukol nemd z4dného reilného Feeni, kdy% existuje vztah:

u? sin a sin y — v® sin § sin 6 = uv sin (& + 7).

Strany b, d se vypotitaji ze zndmych stran a, ¢ zplisobem:
snaz§im, nez bylo shora uvedeno.

2. Ukol: Vypolisti strany a plochu lichob&Zniku 4BCD,
dény-1i jeho dhlopfiény u, v svymi délkami a vnitini Ghly e, g,
y = 180 — 8, 6 =180 — «, jest zvléétnim piipadem piedeslého
a Fe¥f se tymZ postupem.

V tomto piipadé existuje jednoduisi zptisob feSenf, kde se
viak rovnéZ pouzivd dhlu w.

Plocha lichob&zniku dd se dvojim zplisobem vyjadFiti ihlo-
piiénami u, v a sice:

(u? — v?) sin @ sin §
2 sin (f — @)
(srv.rovnici 3a svrchu zminéného pojedndnf na str. 232, XLIIL).

Srovndnim obou formuli obdrZi se rovnice pro thel o,
z nf% feSenim plyne:

=1lwsinow

L=

(u? — v?) sin a sin

sin o =
uv sin (f — «)

()
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Strana AB || CD budiz prodlouzena do bodu G smérem pies
B tak, ze BG = DC,
Strany trojahelniku AGC jsou:

mza—l—c, AC=u, CG =

a thel pi¥i vrcholu C jest o. TUtzitim véty kosinusové plyne

tento vztah:
(@ + ) = u® 4 v — 2uv cos o.

Odmociiovdnim se obdrzi:
a+ ¢ = \Vu? 4 v* — 2uv cos o. (8)
Ttet{ formule pro plochu lichob&Zniku L jest:

(a% — ¢%) sin « sin

="+ p
Srovndnim s formuli:
I — (u — v*) sin e sin §

2 sin (f — )
obdrzi se vztah:

(@ — ¢ sin (f — @) = (u® — v*) sin (¢ - f3). 9

Z roveic (8) a (9) se postupn® obdrZi:
(=Y sin (e 4 f) 10
“T= VR.sin (3 — @) ’ : (19

R = u? 4 v? — 2uv cos .

kdez jest:

Stftinim a odéftinim z rovnic (8) a (10) odvodi se strany a, ¢
Ze zndmych Gmér:
bh:(a —c)=sinea:sin(cp)
.d:(a—c)=ysin f:sin (¢4 p)
plynou tyto formule pro b, d a sice:
' (u? — v?) sin o _ (ut—vY)sin g (
VR .sin (8 —a)’ VR . sin (8 — )
Tim tloha dokonale FeSena.

Uloha m4 dvé reilnd fe¥eni, pokud sin @ << 1, coZ jest
aequivalentnf s nerovnosti:

b=

11)

u v ‘
———<<cota—col 3
v w ‘
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jediné redlné feleni v ptipads, Ze u, v spliiuji rovnici;

% v
———=cot ¢ —cot 8
v u

a dvé pomyslnd feSeni, kdyZ w, v spliuji nerovnost;

% v
— — — = cot ¢ — cot f.
v %

Oznameni kofenu \/I? plati totéz co difve.

Rovnd-li se « =g, jest bud dloha nemoznd, nebo v p¥i-
padé u — v neurdité.

3. Konstruktivnf feSeni dle D. Aitoffa. (Problémes de
géométrie élémentaire groupés d’apres les méthodes a employer
pour leur résolution, par Ivan Alexandroff, Préface du traducteur
p- VIL, VIIL.)

Rozbor. Kruh k, opsany trojihelniku ACD (laskavy ¢tendi
si nalrtne é&tyfdhelnik ABCD sdm) necht protne strany daldf
AB, CB v bodech F, E. Polomér r, kruhu %, zévisi pouze na
délce thloptitny AC —u a velikosti dhlu J, a jest bezpro-
sttedné podminkami dkolu stanoven. Obvodovy thel piislusny
t8tivé EF jest « — (180 — y) =« + y — 180° Tedy rovnéz
tétiva ET” z4visi na thlech e, y a thlopiitné « a jest uplné
jimi urfena. BudiZ %, kruh opsany trojihelniku EFB; jeho
polomér », zavisi na délece tétivy EF a thlu g, &li na délce
uhloptitny » a tGhlech ¢, f, y. VSechny jmenované velitiny jsou
neodvislé od délky tdhloptitny v = BD, a na tom se zakldd4
konstrukce ¢tyfahelniku.

Konstrukce sama se pro'vé.di takto: Nad tétivou 4'C' = u
s obvodovym thlem J sestroji se kruh %,. V bodech 4‘, C*
sestroji se dhly «, y tak, aby jeden pir ramen se profal na
kruhovém oblouku dhlu J, v bod® D. Tim vznikne &tyfihelnik
A'B'C’'D, ktery viak neobsahuje thlopfi¢nu «. Kruh %, protind
strany B'C', A'B’ v bodech E, F. Nad tétivou EF s obvodo-
vym Ghlem g sestrojf se ddle kruh %,. Nezbyvd nyni nic jiného,
nez do kruhd %,, %, vepsati tyFhelnik, coz se provede takto:
Ze stfedu D polomérem v opsany kruh protne kruh %, v bodech
B,B,, z nich? kaZdy jest vrcholem &tyfahelnfkd hledanych.
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Piimky BE, BF stanovi druhymi priiseky s kruhem %, dalsf
dva vrcholy 4, C hledaného ¢tyiahelnfku.

Danym podminkdm vyhovuji dva ¢&tyfihelniky A,B,C,D
a 4,B,C,D, jez jsou eba realné a rizné, reilné a splyvajici,
nebo pomyslné podle toho, zda kruh ze sttedu D protne, do-
tfkd se, nebo mine kruh %, Uloha m4 obecnd dvé FeSeni.

Pondvadz strany AB, BC prochizeji body E, F, obsahuje
sestrOJeny Ltyruhelnik ve vrcholu B thel 3. Z rovnostl uhlu

BFB‘ a BLB’ plyne postupné shodnost obloukd CC' a AA‘
a rovnost tsetek A‘C’, AC. Tedy sestrojeny &tyfihelnik obsa-
huje ddle ob& uhlopiitky u, v a thel . Pon&vadz oba obvo-

A n R
dové thly DC'E, DCE v kruhu %, maji spoletnou tétivu DE,
jsou stejné velikosti a sestrojeny Ctyfdhelnfk obsahuje dany-
thel y a tim i dhel .

Priisek roviny s fokalni plochou rota¢ni

stupné druhého.
Napsal Dr. Ant. Pleskot, prof. v Plzni.

V rotniku 1913, v ¢isle 9tém, &Casopisu: ,Zeitschrift fir
das Realschulwesen®, jest uveden od prof, H. Petterse jedno-
duchy dikaz zndmé véty: ,Ortogondlni primét kazdého rovinného
fezu rotatnfho paraboloidu na ¥dici rovinu jest kruh¢.

Véta tato jest, jak zndmo, zvlaStnim piipadem obecné véty,
jez zni: Rovinny fez rotaéni plochy stupné druhého, jejiz osa
rotalni splyvd s osou ohniskovou, promiti se z ohniska této
plochy rotaénim kuzelem.

V ndsledujicim chceme uvésti jednoduchy elementdrni dikaz
této véty; dikaz, nikoli vSak elementdrni, této véty jest uveden
ve Fiedlerové deskriptivni geometrii, vyddni IIL, str. 341 a ndsl.
Budiz ddna rotatni plocha @ stupné druhého: osa ohniskovd
budiZ osou rotatni. Ohniska meridianni kfivky nechf jsou F, a F,
pii ¢emZ miZe jedno z téchto ohnisek k. p. F, spadnouti do
vzdilenosti nekone&n& velké a plocha rotatnf pfejde v para-
boloid.
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