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ROZHLEDY
MATEMATICKO-PRIRODOVEDECKE.

ROCNIK 13 (1933/34). . CisLo 1.

Néco o prvodéislech.
Napsal Vdclav Vesely.

I. Je vam jisté znamo, Ze celd kladna &isla lze rozdéliti podle
poétu celistvych kladnych délitelt na: a) &isla s jedinym takovym
délitelem: 1; b) ¢isla se dvéma déliteli — prvoéisla; c) &isla s vice
nez dvéma déhteh — ¢isla sloZend.

V dalsim si v8imneme bliZe prvoéisel. Dovedete jisté rozhod-
nouti, zda celé kladné &islo a je prvodislem &i ne podle toho, zda
je 6i neni délitelné nékterym prvodislem < Va. Dovedete také
Eratosthenovym sitem vybrat ze vSech celych éisel < 4 vSechna
prvodisla. Ale dobie vite, Ze pro velkd ¢&isla nelze téchto metod
prakticky pouzit. Je vam proto asi nepochopitelné, jak se podafilo
na pt. Leonhardu Eulerovi (1707-1783) ukazat, Ze &slo 22° 4 1 =
= 4 294 967 297 neni prvoéislem a.vyvratit tak tvrzem, které
bez dikazu vyslovil Pierre de Fermat (1601—1665), Ze totiz &fslo
22" 4 1 je prvodislem pro kazdé celé kladné n.

Je pravé tkolem téchto ¥fadku ukdzat vam na tomto pnkladé
myslenkovy postup, kterého lze uzit i pfi jinych velkych &islech.
- IIL. Nejprve si dokdzeme dvé véty. Véta 1. (t. zv. Fermatova
véta): Bud p prvoéislo a b éislo nedélitelné p, pak b”—l— 1 je
délitelné p.

Dikaz!): 1. Pfedevéim je zfejmo, %e binomicky  koeficient

i !
(Z) = _ﬁ———k)' pro 1 < k< p— 1 je délitelny prvoéislem P,

protoze ¢&itatel je, ale ]menovatel neni délitelny p Pak ale také
¢islo

B=(c+1Pp—cr—1 =(f) c”v—l—}- (g)cp—“ii—... +(f)c

je délitelno p, at je c jakékoli celé ¢&islo.

1) Weber-Wellstein: Encyklopa.dle der Elementar- Mathematlk I’
str. 193—4.
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2. Provedeme nyni Gplnou indukei dtkaz, Ze &islo C = b? — b
je vidy délitelno prvoéislem p.

a) Plati-li toto tvrzeni pro b = ¢, pak vzhledem k tomu, Ze
B=(+1P——1=[c+1p—(+1]—(—0
je délitelno p, plati i pro b =c 4 1. .
b) Pro b = 2 tvrzeni plati, nebot podle binomické pousky
%9 — (14 1)0—2:'(7’)4_(7’) +...+(p).
1 2 1
Je tedy é&islo C délitelno p pro kazdé celé kladné b.
3. Predpokladame-li ale, Ze b je nedé&litelné p, pak v soudinu
b? — b = b (b»—1 — 1) musi byt délitelny p druhy ¢&initel, c. b. d.
Dale si dokazeme vétu 2.: Je-li r nejmendi celé kladné ¢islo
takové, Ze dr — 1 je délitelno prvocislem p a je-li d™ — 1 délitelno p,
kdeZ d je celé kladné ¢islo nesoudéiné s p, pak m je délitelno r.
Poznamka: Ze takové r vibec existuje, plyne z Fermatovy
véty, nebot podle ni nejméné pro jednu hodnotu ¢, a to ¢ = p— 1
" je dt— 1 delitelno p.
Diikaz: Bud m = ¢r + s, kdeZ ¢ je celé kladné &islo a 0 <
<s<r. Adile

dm — 1 =dor+s —do 4 g — 1 =dor (d*— 1) + (d')1— 1 =
= dor (d* — 1) + (dr — 1) [(dr)=—2 + . .. + 1].
AvSak podle piedpokladu je (dr—1) [(d")—* + ...+ 1] déli-
telno p, stejné i d*» — 1. Musi tedy byt i dor (d* — 1) délitelno p,
coz vzhledem k predpokladu o d znamena, Ze d* — 1 je délitelné p.
AvSak s < r a r je nejmensi celé kladné &islo takové, Ze dr — 1
je délitelné p, tudiz s =~ 0 a m = gr, c. b. d.

II1. Obratme se nynf k vlastni véci. Myslenka celého postupu
je v této vété 3.: Kaidé prvocislo, které je délitelem ¢isla K, = 22" 41
je tvaru 2+ 2 + 1.

Pozndmka: Jestlize tedy mame rozhodnouti, zda &islo 22" 4 1
je &i nen{ prvodislo, neni tfeba probirat délitelnost K, vSemi
prvodisly < 22"', nybri jen témi z nich, kterd jsou tvaru
2+l g 4 1.

Dikaz?): 1. Necht 22" + 1 je délitelno prvodislem p. Ziejmé je p
¢éfslo liché. Hledejme r%y‘ni nejmen§i &islo celé, kladné. r, pro které
2 — 1 je délitelno p. Ze takové &islo existuje, vime z pozniamky

u véty 2., kterd se na tento piipad vztahuje, protoZe 2 nenf jisté
délitelno p.

?) Weber-Wellstein: Encyklopédie, I, str. 286—17.
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2. Vzhledem k tomu, %e 2"*1 1 — (2" 1 1)(2" —1) je
délitelno p, je '
r < 2nt1,

Jestlize by nebylo r = 27+1, pak podle véty 2. by musilo byti r
délitelem Gisla 2n+1 ) t. j. r samo by bylo tvarur = 2, kdezl < n +1.,
AvSak musilo by bytl I < n, protoZe &islo 22» — 1 neni jisté déli-
telné p, nebot 22" — 1 = 22" - 1—2 a 2 neni délitelno p. Ale
I < n je nemoZné, nebot pak by bylo 2# = 2. 2 a tedy

21— @ — DT @
musilo by' byti délitelno p. Je tedy r = 27+1 nejmeniim &islem
takovym, Ze 2 — 1 je délitelno p.

3. Kone¢né podle Vety Fermatovy je 2P—1 —1 délitelno p,
tudiz podle véty 2. musi byti p — 1 délitelno é&fslem r = 27+1,
Tedy p = 2#+1 .z 4 1, kdeZ = je né&jaké celé kladné &islo, c. b. d.

IV. Uzijme nyni tohoto vysledku ke zkouméni sprivnosti
Fermatova tvrzeni, Ze &islo K, = 22" 4- 1 je pro ka?dé n prvo-
¢islem. Je tu pro

n=0, 1, 2, 3,
K,=3, 5, 17, 257.

V téchto pripadech dovedete si sami lehko uréiti, ze K, je prvo-
¢islo. Pro n = 4 je ale K, = 65 537. Zde by to jiz byla pro vas
vétsi prace. AvSak podle véty 3. sta¢i zkoumati, zda 65 537 je
délitelno jen témi prvoéisly << 256, kterd jsou tvaru 32 .z 4 1.
To jsou ale jen dvé: 97 a 193 a 65 637, jak se presvéddite, neni ani
jednim z nich délitelno. Tedy i pro.n = 4 je K, prvodislo.

‘Pron = 5 je Ky = 4 294 967 297 a nutno zkoumati délitelnost
viemi prvoéisly << 65536 tvaru 64.x 4 1. To jsou

193, 257, 449, 577, 641, 769, 1153, ......

A zde shledite, Ze 4 294 967297 = 641 6700 417. Abychom
rozhodli, zda ¢&islo 6 700 417 je prvoéislem, stadi zkoumati, zda je
délitelné nékterym prvodislem < 2588 tvaru 64 . x -+ 1. Stadi ale
zaditi prvodislem 641. Dal&f jsou 769, 1153, 1217, 1409, 1601, 2113.
Shledate, Ze &islo 6 700 417 opravdu je prvodislem.

Vidite tedy, Ze Fermatovo tvrzeni pro » = 5 neni spre'wné.
Stejné ¢&islo K, pro n = 6. ma délitele 274 177, pro n = 12 ma
délitele 114 689, pro = = 23 délitele 167 772 161 pro n = 36
- délitele 2748 779 069 441,

. V. V ptedchozim jste se seznamlh s jednim pi{padem, ve
kterém lze dospéti k rozhodnuti, zda a je prvodislo ¢&i ne, zpusobem
jednodusifm nez vam zndmym. Jsou ale i jiné pfipady, ve kterych
Ize na podkladé jinych poznatkt dospéti k vété obdobné véte 3.,

. . 1*
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jejiz pomoci lze pak v takovém ptipadé rozhodnouti, zda se jedna
o prvodislo & ne. (Nékteré takové piipady najdete v knize
K. Rychlik: Uvod do elementérni teorie &iselné, Praha 1931, kde
také najdete i jinak provedeny dikaz zobecnéné véty 1. a véty 2.)
A jsou také i jiné postupy, nez jaky piedstavuje véta 3.

Kone&n& uvedu vam alespoii jedny tabulky této véci se tykajic,
velmi obsihlé. Jsou to: Lehmer: Factor table for the first ten
millions, Washington, 1909. .V nich je ke kazdému &islu nedélitel-
nému 2, 3, 5, 7 od 0 do 10 017 000 uveden nejmensi kladny cely
délitel.

Dukaz velké Fermatovy poucky pro exponent 4,
Dr. Jos. Matousek, Jind¥. Hradec.

Véta Fermatova pro exponent 4 pravi:
Ciselna rovnice

X4+ Y4 =24 pii X, Y Z >0y

jest nemoznou.

Elementarni naukou o &islech provedli'dikaz o tom j ]lZ Euler
a Dr. Edmund Landau. Oba tito védci predpoklddaji. pfi svych
dikazech znalost Fefeni rovnice X% 4 Y2 = Z;2 celyml ¢isly,
na némz své dalsi vyvody zakladaji. Hodlam zde ukazatl Ze dukaz
da se provestl primym zpusobem, t. j. bez znalosti fefeni rovnice
X2+ Y2 =22

Zkratime-li éiselnou rovnici X* 4 Y% = Z* nejvétdim spoled-
nym délitelem, obdrZime novou z* + y*= 2% v niz veliiny
z, ¥ a 2z jsou mezi sebou relativné nesoudélné. Dvé z nich musi
tedy byti lichymi a tieti jest sudou, ponévadZ ani soudet ani rozdil
dvou lichych é&isel nemuiZe byti lichym. Jedna z veliin x a y jest -
tudfZ uréité lichou, Budi% z liché; pak se snadno piesvédéime,
%e y musi byti sudé [soudet dvou hchych bikvadrata — ¢&iselné
8h + 1+ 8k+ 1=2(4+ 1) — nemiZe byti bikvadritem.?)]

Seznali jsme tedy, Ze v nadi rovnici z* 4 y*=2* velitiny
‘%, Yy a z jsou mezi sebou relativné nesoudélne y jest élslo sudé,
z a z Gisla licha.

~ Rovnici tuto ve tvaru z¢— yt = 2% rozloZime ve faktory
@+ 9) (@ — ) = 2

R 1) V celém élé,nku znadfi ném latmské pismena — velkd &i ma.la,
-8 indexem &i bez ndho — vidy jen ¢&isla celistv4, positivni a konené.
%) Ze lichy. bikvadrét 1z pséti ve tvaru 8h 4- 1, je patrno z rovnice

(2 4 1) = 16k4 + 32k* + 24k* + 8k + 1 = 8k + L.

.
. ?
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