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O funkcich prost¥ch.
Old#ich Dwordk.
(Doslo dne 22. VI. 1933.y

Hlavni problém z teorie prostych funkei je nasledujici:
Jaké jsou nutné a postaéujici podminky, kterym musi vyko-
vovati koeficienty potenéni rady
fz)=2z4a2* +az®>+ ...+ a2z 4+ ...,
aby tato byla prostd v kruhu |z | < 1? Analytickou funkeci nazy-
vame prostou, je-li vidy pro 2, F z, také f(z,) 3= f(z,).

Dosud je zndmo, Ze je | ay | < 2.1) Pro a;dokazal jesté Lowner
| a3 | =< 3.2) Obé& hranice jsou presné.

Obecné dokézal Littlewood

1 n—1
< 1 e 3
a0 (14, 2) <end)
Odhad tento zosttil jeSté Landau na
: 1
lan | < (75 + ;) en.t)
Bieberbach vyslovil domnénku, Ze plati
lan | < <n, n=> 2.
Tato domnénka byla skuteéné dokazina, pokud koeflclenty
«, jsou ¢isla redln4.5)
Tato domnénka plati piesné pro prosté funkce hvézdowte

To jsou takové prosté funkce, které zobrazuji kruh |z | =r < 1

na hvézdu, t. j. kfivku, ktera kazdym polopaprskem vychaze]icun
z potatku je protata pravé v jednom bodé.

Analyticky je tato vlastnost vyjadfena podminkou

z1'(2)
Rl{—-—= 0
1(2) =
1) Bieberbach: Lehrbuch der Funktionentheorie, II. dil, s. 80.
2) Lowner: Mathematische Annalen, 89, 1923, s. 103.
%) Littlewood: Proe. of the London math. Soc. (2), 23, 1925, s. 498.

4) Landau: Mathematische Zeitschrift, 30, 1929, s. 635.’

%) Dieudonné: Comptes Rendus, 192, 1931, s. 1148—1150. Rogo-
sinski: Mathematische Zeitschrift, 35, 1932, s. 93—121. i
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Vsechny prosté funkce jsou hvézdovité v kruhu o poloméru
r < 0,65.

Zde ukaZeme, Ze pro prosté funkce, spliiujici v kruhu |z | < 1

podminku
(Z)
m(l/ z )> »

plati také domnénka Bieberbachova a Ze tuto vlastnost maji
viechny -prosté funkce v kruhu o poloméru r << 0,84.

Diéle dokéZeme je3té nékteré véty o prostych funkecich hchych
Pouzijeme zde jedné véty, ktera je specialnim piipadem vét, které-
odvodil Carathéodory. Véty tyto tykaji se funkei regularnich
v kruhu |2 | <1 a nabyva]wlch tam hodnot s positivni redlnou
Gasti.®)

§ 1.

'Véta 1. Budi? funkce

f)=3+cz+c2+ ...

reguldrni v kruhbu | z | < 1 a necht nabyvd v ném jen hodnot s posi-
tivni redlnow Cdsti
Ri@z)> 0

Potom plati
lea | 1. n> L
Hranice je presnd. Cislo 1 nemuzeme nahradit éislem men$im.
Dikaz. Vyjadiime koeficienty c,, c,, . . . pomoci realné a ima--
ginarni ¢asti funkce f(z) na kruznici |z | = o < 1.
Polozme nejprve
f(Qew) = U(g, 9) + +V(o, 9),
U(e, 9) a V(p, ¥) jsou redlné funkce a dale
Cp = C'p + ¢y,
Po Gpravé dostaneme

U(g, #) = ¢y + Z e™(¢'n cos nd — ¢’y sin nd),
n=1

V(e, #) =c¢"y + Z o™(c"’n cos nd 4 ¢’ sin nd).
n=1
Pokud je 9 v intervalu 0 <49 < 2m, konvergu]x oba rozvoje
stejnomérné, tedy muzeme mtegrovat a mame

9 Pélya.-Szego Aufgaben und Lehrsa,tze aus der Analvsls, dxl I,
str. 129; pi‘ 235
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’ . 1 1 r :
Ch = Chp + w.n = W—Q"fU(Q’ ?) e—ind d

27

— —ind
19 V(g, d)e d_ﬂ.

1 -‘7'. 0 n
— ind —
ancn dﬁ—l n
0
2n
1
n =— =
| e l_ngnfU(g,@?)dﬂ
0

len | S 1.
Hranice je pfesna, je dosaZena na pt. funkei

1
R T

Pozndmka. Uvedend véta plati zifejmé. je-li uvazovana funkce
tiebas sudd. Na pft.

Déle plati

I+

0
0
Bude tedy

kdyz ¢ » 1, mame

1—{—z2

(z)=—] 22

—pt+Etat
§ 2.
fe) = 2 + ap® + a2 + ..

regularni a prostd funkce v kruhu |z | < 1. Uvazmme nyni pod-
tridu téchto funkei, pro néz plati

m]/_:_)>% 2] <1. (1)

Takové prosté funkce skuteéné existuji, na pf.

Budiz

2

f(z)—_—(—l‘_“_*;)-z,
m—">'9, |2I<1

Nyni dokézeme dvé véty o prostych funkcich, splnu,]lcmh
podminku (1). :
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Véta 2. Vztah (1) plati pro vechny prosté funkce. pokud z lefi
v krubu |z | <r < 0,84,

Dikaz. (1) je zfejmé ekvivalentni s vyrazem

@ <[}
A zZ

z
1—]/“—2)

2 M ¥ s s y :
Vyraz @ muzeme vSak upraviti nasledovné. Je-li funkce

nebo jinak psano

< 1. (1)

f(z) prosta. je, jak znamo, prosta i funkce

1 1
—_— = 3 2n—1
V}T}Ej_z+blz+baz 4o+ bapg2 4+ ... (2)

Podle Bieberbachovy véty o ploSe zde plati
by P43 b2+ ...+ @n—1)|bopy P+...<1 (3
Upravujme (2) déle :
3
V@:l+b122—|-b324+...+b2n_122"+...

Nyni vyménime 22 za z a mame

]/f(izj=1—|-blz+b3z2+...+b2n~1z"+...
Po dosazeni do (1') dostaneme
|0z + 022 + ... F bopzr + ... | < L. (1)
Dale pouZijeme Schiwarzovy nerovnosti

alﬁ1+a2ﬂ2+aaﬂ3+~-§V,a12+%20+---Vﬂ12+1922+'
. ) >

>0, B,>0.

Z vyrazu (1”) obdriime :

[ 012 4 b522 + . .. 4 bopiz® + .. | < | bz | + | b2 | + .
coet | bon—12? | + ...

<VIoE+310PF+ ...+ Cn—1) [ban P+ ...x

7'4 r2n
x]/72+§ +...+2n_1+...,

kde jsme polozili :
. — ™
%=V2n-1!b2n——1|, ﬂn:ﬁ 1
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Prava strana se vSak vzhledem k (3) a k tomu, Ze pror <1
plati

rlog1

redukuje na vyraz

on

V% log 1+ (4)

1—7r

r rt p2n
r=2(7'2+—++‘)—__—1+)

Je-li nyni
' 1+

l—r7r

r log < 2,

je tim spiSe potom splnén vztah (1”). Hledané r je vSak-v mezich
0,83 < r < 0,84,
Véta 3. Pro funkce prosté splivujici v kruhu |z | < 1 podminku
(1) plati
law|Z<n, n>2.

Dikaz. Funkee |/ je zfejmé& regularni v kruhu |z | <1
z

a jeji rozvoj je nasledujici

2

l/f(i):l+4}a22,—%(a22——4a3)z2+... (5)
nebo jinak psdno
R e R e T LR

Plati tedy za predpokladu (1)

a s pouzitim véty (1)
_'%a2|él: lay | <2,
[a —4a; | <8, 4|a;|<8+|a|?<12, lay | < 3.
Obecné:

Vl-i—azz—}—asz’—l—...—{—anﬂz”—k...= »
=14cz+ c2+ ...+ 2"+ ...c
l4apz+ag2®+...4F g 2® + ... =
' = (14 ¢z + 22+ ...+ 2™+ ...

Srovnanim ¢lentd pii 2z* obdrZime
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n sudé aniy = 200 + 260n— + - - o+ Cn?s : .

2

. I 4 - 16
‘n liché aniy = 2¢s + 266p— + ... + 2€a—1 Cnst1. (6)

2 2
. Podle véty (1) plati pro kazdé =, Ze |c, | < 1. Bude tedy:

n sudé, élent :je 2114— 1, posledni < 1, kdeZto piedchazejici < 2,
co do absolutni hodnoty. Z toho plyne

n :
lan+1|§2§‘+1=n+1,

- liché, Slen je 2% a kaidy <2, co do absolutni hodnoty
|an+1]§2n_gl=n+ 1.
Tedy obecné o ;
lan|=n, n=2. (7)

Véty (2) a (3) poddvaji nam vlastng jakysi piispévek k dom-
nénce Bieberbachové, (7) plati piesnd, jak bylo jiZz uvedeno, pro
-funkce hvézdovité. ,
‘ Kaidé funkce prostd je vSak hvézdovitd v jistém kruhu
-0 poloméru ’

v r < 0,65.
Pro funkce prosté splitujici (1) plati pfesné (7).
Hranice je dosaZena uvedenou jiz funkei
z
f(z) = a—zr
.a kazdéa funkce prosta spliiuje (1) v kruhu o poloméru
 r< 084

R § 3.
Véta 4. Jestlize pro lichow prostou funkci .
o f,c) =2+ c2® +c52® + ...
-plati ‘
: ' leal =1,
_potom pro prostou funkci- .

o P = £) = 2+ @ + a2 + ...
gplati ' . ) ) : ‘

lan| <m.
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Dukaz. Funkce Vf(Tz) je, jak znamo, prosta a licha
f,(2) = VE@2) = z + c2® + ¢25 + . ..
Uvazujme nyni funkei
—‘/—-é—z—= 1 +0322+C5Z4+...—|—02”+122"+‘...

-

Z toho plyne ‘ .
1+ a24agt+ ...+ a2+ ...=(1Fe22 4 ...
+ Con+1 P + . .)2.

Obdrzime zde uplne analogické formule jak ve Vyra,zech (6) .
4 z nich plyne
| an | S .

Véta 5. Plati-li pro lichou funkci prostou v kruhu jednotkovém
f "
R (?) >1 lzl<l, (8F
potom pro jeji koeficienty plati -

lenl = 1.

Dukaz. Dtkaz plyne ihned z véty (1), aplikujeme-li ji na
sudou funkci tvaru
bi
%—%#'§'+Caz2+cszf+w ,
Véta 6. Vechny prosté funkce liché spliuji poiadd})ek (85
¢ krubhu o poloméru
r < 0,92
Dukaz. Postupujeme tplné stejné jako ve vété (2).
(8) je vyjadieno vztahem . - -

2 <
| I—Tz) < 1._;; (9)
Dale je . ‘
L byz 4 byz? + )
) z(z -+ b2 4 by )
kde

b P+ 316 4.+ (2n—1) b ... S L.
Po dosazeni do (9) vidime, %e musi byti splnéna nerovnost
| 2% + bgz* + . . . + bop—12™ + <L (9)

Tento vyraz li&i se Vsak od vztahu (1") jen tim ze misto 2"
je zde vsude z*"
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(9’) je tedy splnéno vidy, je-li splnéna nerovnost
147
72 lOg 1—__—;5 < 2.

Z této nerovnosti plyne pak udany odhad.

Poznamka. Z vét (2) a (3) plynou o néco mélo osttejdi odhady
‘pro @, a a;, nez vyplyvaji z odhadu Littlewoodova a Landauova.

Nebot' provedeme-li odhad ve vété (2) az po jisté pevné r < 1.
pak plyne z vét (1) a (3)

n
| @ | é yn—1
Je tedy )
lag | < ¢ las | < _5_
¢ 0,83% '7® | 0,834

Kekonci jest moji milou povinnosti podékovati p.prof .dr.Kossle-
rovi za nékteré pokyny a zajem, ktery projevil o tuto praci, a rovnéz
tak p. prof. dr. Jarnikovi za néktera upozornéni.

*

Sur les fonctions univalentes.
(Extrait de larticle précedengt.)

Etant donnée une fonction holomorphe univalente dans le
cercle unité -

f(z)=z+a2z2+a3z3+...,'

Pauteur démontre: Si pour la fonction

q»(z)=]/@
' 2
)Ty <,

Ia,.[é'n.

est
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