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Časopis pro pěstování matematiky a fysiky, roč. 74 (1949) 

IV. 

Plenárn ípřednášky . 

WIELOŠCIANY I QUASI-WIELOŠCIANY A TOPOLOGIA 
OGÓLNA. 

KAROL BORSUK, Warszawa. 

W topologii wspólczesnej wyróžnié možná dwie podstawowe idee: 
Jedna, jest wprowadzona przez CANTTORA, a rozwini^ta przez FRÉCHETA 
i HAUSDOMEA idea przestrzeni abstrakcyjnej jako zbioru punktów, w 
którym w ten lub inny sposób wprowadza si§ poj^cie granicy, oraz inne 
poJQcia topologii ogólnej takie jak zwartošó, ošrodkowoác, spójnošc, 
wymiar itd. Pozwalaja^ one na wyodr^bnienie wšród ogólu przestrzeni 
abstrajscyjnych pewnych klas bardziej specjalnych i w ten sposób 
na zblizenie si§ do konkrétných typów przestrzeni wyst^puj^cych w 
innych dzialach matematyki. 

W ten sposób UEYSOHN scharakteryzowal klasQ wszystkich podzbio-
rów przestrzeni HILBEUTA (przez ošrodkowošé i normalnosc) a MENGEE 
i JSTÓBELING — klas§ wszystkich podzbiorów przestrzeni eukhdesowych. 
Jasné jest, že im bardziej klasa jest specjalna, tym naogól trudniej jest 
jq, scharakteryzowac. To tež tylko w nielicznych przypadkach udalo si§ 
uzyskac. peln^ topologiczna charakteryzacJQ poszczególnych typów 
przestrzeni. Wymienic tu naležy scharakteryzowanie odcinka, okrQgu 
kola, powierzchni kuH. Juž jednak topologiczne scharakteryzowanie kuli 
trójwymiarowej naležy do zagadnieň niezmiernie trudných — ježeli 
nie beznadziejnych. 

Druga podstawowa idea topologii wywodzi sie. od POINCARÉGO . Polega 
ona na przyporz^dkowaniu przestrzeniom pewnych konstrukcji alge-
braicznych (zazwyczaj grup) b^d^cych niezmiennikami topologicznymi 
tych przestrzeni, i na sprowadzaniu w ten sposób badaň topologicznych 
do badaň algebraicznych. 

W przeciwieňstwie do mnogosciowych pojeno topologii ogólnej, 
punktem wyjáeia sa, przestrzenie bardzo specjalne, mianowicie wielo-
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sciany, a dopiero póžniej droga, došó skomplikowanych aproksymacji. 
przechodzi SÍQ do przestrzeni bardziej ogólnych. DziQkipracomBEOTJWERA, 
ALEXATOUOWA, ČECHA i innych, trudnošci, które przy tym wyste^puĵ , 
zostaly pokonane i poj^cia, i metody kombinatoryczne zostaly prze-
niesione z wieloscianów na obszerne klasy przestrzeni abstrakcyjnych. 
W zwiajzku z tym mówi si$ o algebraizacji topologii ogólnej. 

.>Natomiast znacznie trudniejsze okázalo SÍQ na gruncie mnogos-
ciowym przejscie od strony przestrzeni abstrakcyjnych do wieloscianów, 
a wi§c wl^czenie wieloscianów w zakres poJQÓ topologii ogólnej przez 
podanie warunków topologicznych, które by wielosciany charakte-
ryzowaly. 

PoJQcie wielošcianu nálezy do geometrii elementarnej. Wieloscian 
jest to suma skoňczonej liczby sympleksów, gdzie k-wymiarowy sympleks 
jest to najmniejszy podzbiór wypukly przestrzeni euklidesowej zawiera-
ja.cy daný úklad h + 1 punktów liniowo niezaležnych. Przechodza^c 
od geometrii elementarnej do topologii, musimy klasQ wieloscianów 
rozszerzyó, zaliczaj^c do niej homeomorficzne obrazy wieloscianów, 
czyli t. zw. wielosciany krzywoliniowe. Wrielosciany krzywoliniowe sa. 
tymi figurami, z którymi przede wszystkim stykamy sie. W innych 
dzialach geometrii. 

Godne jest uwagi, že mówia.c o geometry cznej postaci przedmiotów 
materialnych, mamy na mysli zawsze wielosciany krzywoliniowe. 
Mówimy wiê c o przedmiotach ksztaítu trojka, ta, kuli lub torusa, ale nigdy 
nie przypisujemy przedmiotowi materialnemu ksztaítu nierozkladalnego 
continuum lub tež nie mówimy, že ma on postaézbioru Ga nie bê da-cego 
zbiorem Fa. Z punktu widzenia ontologicznego možná by wogóle kwestio-
nowac byt figur, które nie sa. wielošcianami, bo tylko wielosciany (krzy
woliniowe) mogâ  byc realizowane w postaci materialnych modeli. 

Bówniež z punktu widzenia czysto topologicznego wielosciany zas-
luguj^ na specjaln^ uwage., ze wzgl^du na prawidlowošc swej topologicz
nej budowy. Niestety nie potrafimy podac wlasnošci topologicznych 
(prócz warunków tautologicznych), które by wielosciany charakteryzo-
waly. Co wi^cej, w obecným stanie nauki trudno oczekiwaé, by warunki 
takie udalo si§ znaležé. * 

Dlatego tež wydaje sie. potrzebne wyodrehnienie, na gruncie pojede 
topologii ogólnej, klasy przestrzeni, obszerniejszej od wieloscianów, 
lecz na tyle wa^skiej, by po za nia. znalazly si§ wszystkie figury o wlasnoš-
ciach topologicznych zbyt odbiegaj^cych od wlasnošci wieloscianów. 
Inaczej mówi^c, wobec niemožnošci topologicznego scharakteryzowania 
wieloscianów, požádaným jest wyodr^bnienie jakiejš ogólniejszej klasy 
przestrzeni o wlasnosciach zbližonych, klasy, która. možná by nazwac 
klasa, quasi-wieloscianów. 

Dajsěiiie do wyodrQbnienia takiej klasy nie j est nowe, W szczególnošci 
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wýstQpuje ono u S. LEFSCHETZA1), który wprowadza pojede quasi-
kompleksów, rozumieja,c przez to pewna, klase, przestrzeni zwartych, 
zachowuja^ca, SÍQ Z punktu widzenia teorii przeksztaíceň ci^glych na podz-
biory podobnie do wieloscianów. Nie bê de. tupodawac def inicji LEFSCHETZA , 
dla naszych celów jest ona bowiem stánowczo zbyt obszerna. 

ZaznaczQ jedynie, že definicja LEFSCHETZA obejmuje w szczegól-
nosci wszystkie przestrzenie zwarte o wymiarze skoňczonym, lokalnie 
sci^galne. Nad tymi ostatniemi przestrzeniami chcial bym SÍQ nieco 
zatrzymaé, poniewaž z pošród klas przestrzeni wyodrQbnionych na grun-
cie topologii ogólnej i obejmuja.cych wielosciany, przestrzenie zwarte, 
lokalnie šci^galne, o wymiarze skoňczonym s^ tymi, dla których stosun-
kowo najwi^cej z posród zasadniczych wlasnošci topologicznych pokrywa 
si§ z wlasnošciami wieloscianów.2) Mówimy, že przestrzeň M jest lokalnie 
špi^galna w punkcie p e M, ježeli dla každego otoczenia U punktu p 
istnieje otoczenie V punktu p, które droga, ci^glej deformacji w zbiorze U 
daje SÍQ sci^gn^c do jednego punktu. Dla przestrzeni zwartych, lokalnie 
šcia,galnych o wymiarze skoňczonym mamy: 

1. Grupy Bettiego wszystkich wymiarów majq, skoňczone úklady 
tworz^cych, a prawie wszystkie redukuj^ SÍQ do žera. 

2. Grupa podstawowa ma zawsze skoňczony úklad tworz^cych. 
3. Homologiczna teoria punktów stalých jest taká jak dla wie

loscianów. 
Warto tež zaznaczyc, že przestrzenie te stanowi^ naturální dziedzinQ 

dla nowoczesnej teorii homotopii, opartej na poJQciu grup homotopii 
HUREWICZA. 

Teoria przestrzeni zwartych, lokalnie sci^galnych jest dosó obszernie 
opracowana. W wydanej w roku 1942 ksi^žce S. LEFSCHETZA p. t. Topics 
in Topólogy?) przestrzenie te stanowia, jeden z glównych przedmiotów 
rozwažaň. Podaná tam jest znaczna liczba twierdzeň, wskazuj^cych 
na podobieňstwo wlasnošci tych przestrzeni do wlasnošci wieloscianów. 
Natomiast ksiažka ta nic nie mówi o gl^bokich róžnicach, które pokazuj^, 
že klasy tych przestrzeni nie možná uznaé za szukan^ klasQ quasi-
wieloscianów. 

Pierwsz^ z osobliwosci odróžniaja,cych przestrzenie lokalnie sci^galne 
od wieloscianów jest zjawisko, które nazwQ osóbliwoécify Peany, wiajze 
SÍQ ono bowiem z zauwažona, przez PEAN^ možliwosci^ podwyžszenia 
wymiaru przy przeksztalceniach ci^glych. Z lokalnej sci^galnosci wynika, 
že každý podzbiór zwarty A przestrzeni zwartej lokalnie šci^galnej M, 
posiadaj^cy šrednic§ dostatecznie mala ,̂ daje SÍQ šciâ gnâ c do punktu 
w zbiorze B C M} którego srednica jest dowolnie malá. Ježeli jednak M 

1) S. LEFSCHETZ: Algebraic Topology, American Math. Soc. Colloquium 
Publieations, vol. XXVII (1942), 322. 

2) Cf. S. ElLENBERG: On the problems oj Topology, Annals of Math., 
50 (1949), 248. 

s) S. LEFSCHETZ: Topics in Topology, Prineeton, 1942. 
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jest wieloscianem, to možná po za tym zakladaé, že B ma wymiar 
<^ dimA + •-• Istnieja, natomiast przestrzenie zwarte o wymiarze 
skoňczonym, lokalnie šci^galne, w których ten dodatkowy warunek 
dotycz^cy wymiaru, nie daje SÍQ zachowaé, a WÍQC takie, že przy scia,ganiu 
zbioru A musimy wymiesc zbiór o wymiarze I> dimA + 2. Powiem, 
že przestrzenie takie wykazuja, osóbliwoéé Peany. 

Druga, osobliwoácia,, pojawiaja.c^ si§ wáród przestrzeni zwartych 
lokalnie ácia,galnych jest zjawisko, które nazwaó možná osobliwosciq, 
Brouvera. L. E. J . BROUWBJEI, mianowicie byl pierwszym, który skon-
struowal continuum plaskie, be^d^ce wspólnym brzegiem wiê cej niž 
2 obszarów. Continuum to bylo nierozktadalne i okázalo SÍQ. jak to 
nast^pnie udowodnilK.KunATOWsKi,4)že tego rodzaju continuum plas
kie jest zawsze, ba.dž nierozkíadalne, ba.dž tež jest suma, dwóch nie-
rozkladalnych, a WÍQC nie jest lokalnie spojné, tym bardziej WÍQC nie jest 
lokalnie sci^galne. Natomiast w przestrzeni euklidesowej troj wymiar owej 
istnieja, continua lokalnie sci^galne, be^d^ee wspólnym brzegiem 3 ob
szarów. Przyklady takie znané juž byly dawniej, lecz nie zostaly opubli-
kowane.5) Ostatnio specjalnie interesuja^cy przyklad tego rodzaju zostal 
skonstruowany przez p. LUBAJSSKIEGO.6) 

Jakkolwiek do sformulowania osobliwošci Brouwera poslužylem 
SÍQ wlasnošcia, o charakterze connexusowym — nieprzywiedlnego 
rozcinania przestrzeni naconajmniej 3 obszary, to jednak latwo jest 
nadac jej sformulowanie nexusowe, w którym mowa jest jedynie o samým 
zbiorze, a nie o przestrzeni otaczaj^cej. Mianowicie osobliwošc ta polega 
na tym, že continuum n-wymiarowe ma n wymiarowa, liczbe, Bettiego 
wiê ksza, od jedynki, ale wszystkie jego podcontinua wlašciwe mája 
n-wymiarowa, liczbe, Bettiego znikaja^. 

Jasným jest, že každý wielošcian daje si§ rozbic na" skoňczona. 
liczb§ wieloácianów o dowolnie malých srednicach. Istnieja, natomiast 
juž w przestrzeni euklidesowej trójwymiarowej, continua lokalnie 
sci^galne, niedaj^cQ sie rozbic na skoňczona, liczbQ continuów lokalnie 
scia,galnych, których šrednice byly by od nich mniejsze. Powiem, že 
continua takie okazuja, osoblkvoéé Mazurlcrewicza, bowiem od MAZTJH-
KÍEWÍCZA pochodzi pierwsza idea konstrukcji takiego przykladu.7) 

Ostatnio udalo SÍQ zbudowac przyklad continuum o znacznie 
bardziej zdumiewaj^cyeh osobliwoáciach8) i to znowu w przestrzeni 
euklidesowej 3-wymiarowej. Mianowicie przyklad continuum lokalnie 
šcia^galnego jednorodnie 2-wymiarowego, którego žadne dwuwymiarowe 

4 ) K. KURATOWSKI: Sur les coupures irréductibles du pian, Fundamenta 
Mathematicae 6 (1924), 138. 

8 ) Przyklad tego rodzaju skonstruowany zostal w Warszawie w roku 1937 
przez p . G R L T B ^ (nie publikowane). 

6 ) Dotychczas nie publikowane. 
7) K. BORSUK i S. MAZURKIEWICZ: Sur les réPractes absolus indécomposables, 

Comptes Rendus de l'Ac. des Se., 199 (1934), 110. 
8 ) Ukáže sie, w Fund, Math., 37* 
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podcontinuum nie jest juž lokalnie sci^galne. O continuum tym možná 
by obrazowo powiedziec, že stanowi ono plat powierzchniowy bez 
,,dziurťť (poniewaž wszystkie jego liczby Bettiego znikajaj, ale každý 
jego „kawalek" ma juž nieskonczenie wiele ,,dziur", (poniewaž pierwsza 
liczba Bettiego jest dla niego nieskoňczona). Možná by tež powiedziec, 
že continuum to jest nieprzywiedlne ze wzgl^du na wlasnošc: lokalna 
sciagalnošó i wymiar 2. 

Z podaných osobliwosci wynika, že klasa przestrzeni zwartych 
lokalnie šcia,galnych o wymiarze skonczonym jest zbyt obszerna, gdyž 
zawiera zbiory o wlasnošciach topologicznych wysoce paradoksalnych. 
Nasuwa SÍQ WÍQC mysl, by postuláty zwartošci, lokalnej sci^galnošci 
i wymiaru skoňczonego uzupelnió przez postuláty dalsze. Trudnošc 
polega jednak na podaniu takiej wlasnosci wieloscianów, która mq bê dâ c 
zbyt skomplikowana, prowadzita by do naprawde. užytecznych kon-
sekwencji. Do pewnego stopnia ža^dania te spelnia postulowanie, že nie 
može zachodzic osobliwoáe Peany, uzyskuje SÍQ bowiem wówczas klasQ 
przestrzeni, dla których wymiar pokrywa SÍQ Z wymiarami modularnymi 
w sensie P. ALEXANDROWA.9) Niewiadomo jednak, czy to ostatnie nie 
zachodzi juž dla wszystkich przestrzeni zwartych, lokalnie scia^galnych. 
Póza tym zas, usuni^cie osobliwosci Peany nie eliminuje ani osobliwosci 
Brouwera, ani osobliwosci Mazurkiewicza — a WÍQC samo stanowi na 
pewno warunek zbyt slabý. 

Možná by próbowaé dojšó do celu droga^ pošredni%. Najpierw okrešlic 
klase, przestrzeni, zasluguj^cych na nazw§ quasi-wielošcianów przy 
užyciu poj§ó obcych topologii ogólnej, np. opieraj^c SÍQ na samým 
poje^ciu elementarno-geometrycznym wieloácianu, a nast^pnie dopiero 
štarac SÍQ wyodrebniona^ klasQ scharakteryzowac na gruncie pojede topo
logii ogólnej. Chcialbym wskazaó tu na dwie možliwosci. 

Jedna z nich przypominala by historie, wprowadzenia poj^cia lokal
nej spoj nosci w zwi^zku z d^ženiem do scharakteryzowania ci^glych 
obrazów odcinka. Latwo okazaé, že zbiory zwarte lokalnie spójne, po-
krywaja, SÍQ Z klas^ obrazów ci^gíych wieloscianów. Ježeli zamiast klasy 
przeksztalceň ci^glych wzi^ó jakás klasQ WQŽSZ^, lecz obejmuj^c^ 
wszystkie homeomorfizmy, to obrazy wieloscianów stánowié bQdâ  klasQ 
przestrzeni obejmuja^ca, wieloáciany krzywoliniowe, a objata, przez 
przestrzénie zwarte lokalnie spójne. Na tej drodze íatwo jest okrešlic 
klase, przestrzeni zwartych, lokalnie šci^galnych o wymiarze skonczonym. 
Be.d^ to mianowicie obrazy wieloscianów przy tzw. przeksztalceniach 
dwuci^glych.10) Byó može, že uda si§ w naturalny sposób wyodr^bnió 
klasQ przeksztalceň, która dawaó b^dzie oczekiwane poj^cie quasi-
wieloácianów. 

9) Zob. K. BORSUK: Ensembles dont les dimensions modulaires de Alexandro jj 
comcident avec les dimensions de Menger-Urysohn, F u n d . Math., 27 (1936), 77—93. 

1 0) Zob. K. BORSUK: On ťhe Topology of Betracts, Annals of Math., 48 (1942), 
1093; 
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Droga, bardziej naturální, lecz która o ile mi wiadomo nie byla 
dotychczas próbowana, jest skorzystanie z pewnej przestrzeni zbiorów. 
Wiadomo, že zbiory zwarte položone w danej przestrzeni metrycznej M 
možná traktowac jako punkty pewnej przestrzeni 2M, przypisuja.c im 
odleglošc w sposób okrešlony przez HATSTOIIFFA. W przestrzeni 2M 

zacieraja, sie. topologiczne róžnice zbiorów: Zbiory bliskie moga, miec 
z gruntu odmienna, topologiczne struktuře,. 

Možná jednak przestrzen' zbiorów zwartych zmetryzowac inaczej, 
tak by zbiorom bliskim odpowiadaly zbližone topologiczne wlasnoáci. 
Najprostszy jest sposób nastupuja.cy: Dia každej funkcji cp, której ar
gumenty i wartoáci leza. w pewnej przestrzeni metrycznej M, oznaczmy 
przez oc((p) křes górny liczb Q[X, <p(x)]. Ježeli X i Y sa, podzbiorami zwar-
tymi niepustymi przestrzeni M3 to polóžmy 

Q(X, Y) = Max[Infoc(/)5 hd*(g)l 
1 í! 

gdzie / przeksztaíca I w F a í j przeksztaíca X w Y. 
Ježeli / i g przebiegaja. wszystkie przeksztalcenia, to Q(X, Y) jest 

odleglošcî HAUSDOKFFA. Ježeli jednak ograniczymy sie, do przeksztalceň 
ci^glych, to otrzymamy metryke. zupelnie mna^ Przy jej užyciu wiele 
wlasnosci topologicznych zachowuje sie. niezmienniczo przy przejšciu 
do granicy. Ježeli naprzyklad Xn ~ > I i ph(Xn) <^ p (gdzie ph oznacza 
k-wymiarow^ liczbe^ Bettiego), to i ph(X) <l p. PodobniB ,z dimXn <^ d 
wynika dimX<^d. Podobnie, ježeli Xn - > I i J w ' r a a wlasnosó F, 
polegaj^ca, na istnieniu punktu stalego przy wszelkich przeksztalceniach 
cia^glych na podzbiór, to równiež X ma wlasnosó F. Inaczej mówi^c, 
w przestrzeni tej ogól zbiorów o liczbie Bettiego <£>. lub zbiorów 
o wymiarze <^ d, lub zbiorów o wlasnosci F jest domkni^ty. 

Wielošciany w przestrzeni tej tworz^ pewien podzbiór. DomkniQcie 
tego podzbioru stanowi klasQ kompaktów w pewnym sensie daj^cych 
SÍQ przybližaé przez wielošciany. (Nie wiadomo, czy przynaležnoáó do tej 
klasy stanowi wlasnosó topologiczne.) Nie s^dzQ, by wyróžniona w ten 
sposób klasa przestrzeni zwartych stanowila klase, naprawde, godna, uwagi, 
z punktu widzenia zagadnienia zdefiniowania klasy quasi-wieloácianów, 
Bowiem przyj^ta metryka nie wydaje sie, dostatecznie precyzyjnie 
uwydatniac topologicznych róžnic mi§dzy zbiorami, a po za tym posiada 
ten istotny brak, že przestrzeň zbiorów zwartych przy jej užyciu nie jest 
zupelna. S^dze, jednak, že przy innym, bardziej ostrožným okreáleniu 
metryki, b^dzie možná na drodze tej dojsc do przestrzeni zbiorów, 
w której domkniQcie klasy wieloácianów stánowió be^dzie klasQ przestrzeni 
zaslugujec^ naprawdQ na nazwQ quasi-wieloácianów. 



Résumé. — Str0.s2c2.enie. 

Les polytopes, les quasi-polytopes et la topologie générale. 

KAROL BORSUK, Warszawa. 

La notion du polytope n'appartient pas à la topologie, mais à la 
géométrie élémentaire. Lorsqu'on veut caractériser les polytopes par les 
notions de la topologie générale, on rencontre des difficultés qui semblent 
être insurmontables. Cependant on peut caractériser d'une manière pure
ment topologique quelques classes des espaces, plus générales que la classe 
des polytopes, mais qui jouissent des propriétés topologiques semblables 
à celles des polytopes. Parmi ces classes, la plus importante est la classe C 
des espaces localement contractiles, compacts et de dimension finie 
(cette classe coïncide avec la classe des rétractes absolus de voisinage 
de dimension finie). Les propriétés homologues (groupes de Betti) et 
homotopiques (groupes homotopiques) de ces espaces coïncident, en gé
néral,, avec celles des polytopes. Cependant il existe des phénomènes 
qui montrent que la structure topologique d'un espace A appartenant 
à la classe C peut être essentiellement différente de la structure topologi
que des polytopes. 

L'auteur indique trois types de phénomènes topologiques qui existent 
pour les espaces appartenant à la classe (7, mais qui sont impossibles pour 
les polytopes: 

Le phénomène de Peano a lieu pour l'espace A, lorsqu'il existe des 
sous-ensembles fermés E de A homotopes à 0 dans A, tels que pendant 
chaque déformation continue contractant E dans A vers un seul point, 
l'ensemble E balaie un sous-ensemble de A dont la dimension surpasse 
dimK + 1. 

Le phénomène de Brouwer a. lieu pour l'espace A de dimension n, 
lorsque le nombre de Betti de dimension n de A est plus grand que 2, 
tandis que le nombre de Betti de dimension n de tout ensemble fermé 
EQA,E # A s'annule. 

Le phénomène de Mazurkiewicz a lieu pour l'espace A e C, lorsque 
A ne peut être décomposé en une somme d'un nombre fini d'ensembles 
appartenant à C et ayant les diamètres plus petits que le diamètre de A. 

On a réussi récemment de construire un exemple d'un espace jouis
sant des propriétés encore plus paradoxales que le phénomène de Mazur
kiewicz, à savoir un espace A e C qui est une multiplicité cantorienne 
de dimension 2, telle que pour tout continu E QA, E=fcA de dimen
sion 2, le nombre de Betti de dimension 1 est infini. Or A est un continu 
localement contractile de dimension 2 irréductible. 

L'auteur indique les moyens par lesquels on peut déterminer les 
classes des espaces contenant tous les polytopes, mais plus spéciales 
que la classe C Un de ces moyens consiste en l'emploi de l'espace 
de tous les ensembles fermés, métrisé d'une telle manière, que les ensem
bles dont la distance est petite, jouissent des propriétés topologiques 
peu différente». 
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