Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky

Alois Strnad
O plose kuzelové druhého stupné

Casopis pro péstovdni mathematiky a fysiky, Vol. 9 (1880), No. 2, 55--60

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/123537

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1880

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/123537
http://project.dml.cz

55

0 plose kuZelové druhého stupné.

A. Strnad v Hradci Kralové.

I V ftidcich nasledujich pokusfme se vysettiti, zda-li
vibec aneb za kterych podminek plocha kuZelovd 2. stupné
obsahuje trojinu p¥imek vzdjemné kolmych, t. j. tii takové
pifmky, z nichZ kaZdd jest kolmé k ostatnim dvéma. —

Predpoklddejme v roviné R kiivku 2. stupné K jakoZto
k¥ivku ¥{dici a mimo ni bod s jakoZto stted plochy kuZelové
K, a mysleme si v plose té pfimku 4. Rovina S jdouci stiedem
kolmo k pifmce A stanovi v ploSe dvé ku 4 kolmé piimky
B a C, jichZ tdhel oviem nemusi bjti pravy; ba pimky ty
mohou i v jednu splynouti aneb pomyslnymi se stiti. JelikoZ
jest v3ak thel jich zavisly na poloze pifmky pivodn{ 4, na-
skytd se otdzka: lze-li pfimku tuto tak uréiti, aby druhé dvé
piimky byly nejen k ni, ale i k sobé kolmymi. UvaZzme vsak, Ze
souhrnu p¥imek 4 plochy kuZelové K piislu§i souhrn kolmjch
rovin S, obalujicich novou plochu kuzelovou L téZ 2. stupné,
jejiz kiivka Fidici v roviné R obsaZend jest urcitd kuZelosecka
L. Obé plochy maji spoleény stied i spolecné osy a roviny hlavni,
kazdd z nich jest plochou kuZelovou normil k druhé.

Kdyby tedy byla takovd tecnd rovina plochy L moZnou,
kteraz plochu K ve dvou kolmjch pitimkich B a C proting,
byla by normala roviny této v bodu s Zddanou p¥mkou 4.
Stopy @, b, ¢ pfimek A4, B, C's rovinou R nileZely by kfivcee K,
kdezto piimky ab, bc, ca byly by pak teénami kiivky L;
¢ili jingmi slovy: trojihelnik abc byl by kuZeloseéce K ve-
pséan a kuZeloseCce L opsan. I vysvitd jiz z rozboru provedeného,
Ze moznost ti{ vzdjemné kolmych pifmek v ploSe kuZelové 2.
stupné na tom zdvisf, lze-li obecné stanoviti trojihelnik dané
kuZeloseCce vepsany a soucasné jiné dané kuzeloseice opsany.
O tom v3ak snadné rozhodneme uzitim véty znidmé z geometrie
polohy: ,,Dva kuZeloseéce vepsané trojihelniky jsou jiné kuZelo-
sece opsiny, a naopak,* —*) z niZ jednoduchym spiisobem
plyne: ,Jsou-li dvé kuZelosecky ddny, nenf obecné moZnym
trojihelnik opsany jedné a vepsany druhé, aneb pii zvlaStnim -
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vztahu obou kuZeloseCek jest takovych trojihelnikd nekoneéné
mnoho“. Odtud pak, vritime-li se k pivodni své tloze, jsme
vedeni k vyroku nasledujicimu:

Plocha kuZelovd stupné 2. neobsahuje obecné trojinu pitimek
realnifch vzdjemné kolmyjch, aneb v piipadé zvldstnim obsahuje
trojin takovyjch nekoneéné mnoho.

II. Po ivaze predchdzejici obritime se k analytickému
feSeni dané tlohy, abychom tuto i z jiné strany poznali a zvlasté
abychom nabyli podrobnéj$f znidmosti pifpadd pomyslnych,
k jichZz pozndni jsme cestou synthetickou pfimo vedeni mebyli.

BudiZ k tomu cfli plocha kuZelovd stupné 2. dina rovnicf

ax? 4 by? — c2? = 0; (1)
tilohou jest, ustanoviti v ni t¥i p¥imky vzdjemné kolmé. Jedna
z nich, ku p¥. 4, nechat jest vyznaena rovnicemi

y = ke, z = lx,
pii éemZ k a ! vyhovéti musi podmince
a -} bk* — cl*=0. @)
Rovina, jdouci stredem plochy kuZelové kolmo ku piimce
A, mé rovnici
x4 ky+1z=0, 3)

a stanovi v plose dvé pifmky B a C kolmé ku A. Z rovnice
~roviny a plochy kuZelové obdrzime

@ —ck) (L) —2ek(L) fatr—c=0, @

odkudZ feSenim dle (%) nisleduje y = m, « aneb m, x. Jsou

tedy ptimky B a C urCeny rovnicemi
y=mx Yy=m,x
14T, 1l
{

=

z = —

k]

A

a podminka jich kolmosti jest
B2 1) my my o (my +-my) 124 1=0,  (5)

kterou jeSté jinak upraviti lze, kdyZ uvdifme, Ze jest dle (4)

2ck at? —c
(my+m) = g ™ = g

Po snadném zjednoduSeni najdeme totiz
Bla+b) 4 (a—o)k4-(—0]=0

*) Viz: Dr. Em. a Ed. Weyr, Zdkladové vyssf geometrie dil. IL. str. 89,
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a nahradime-li ! hodnotou z rovnice (2), ptijdeme koneéné
k podmince
[a+b—c][a k07 [(a 40+ B+ ) k] =0.  (6)
III. Neni zajisté nesnadno poznati geometricky vyznam
této rovnice, vzpomeneme-li, Ze hodnotou % jest poloha piimky
A v ploSe kuZelové a tudiZ i celé trojiny Zidané dvojznacné
urCena. Jsou pak v rovnici té zahrnuty tfi piipady, jez jest
nam vySetFiti.
1. Jest-li
a+t+b—c=0, )
nezavisi jsoucnost tii vzdjemné kolmych piimek na hodnoté %,
a v tomto zvlaStnim ptipadé obsahuje tedy plocha kuZelové
nekoneéné mnoho takych trojin. Rovina kolmd ku kterékoliv
piimce této plochy protfna ji ve dvou nejen k nf, ale i vespolek
kolmych pifmkdich. A co znameni ona podminka ve smyslu
geometrickém? Znamena, — coZ snadné pochopiti lze — Ze
plocha kuZelovi obsahuje pffmku @ —y = z. Lze tedy ¥ici:
Obsahuje-li plocha kuZelovd 2. stupné prFimku, kterd se véem
tremi osami jejimi stejné whly tvort, obsahuje té% nekonedné mnoho
realnyjch trojin primek vzdjemné kolmgch.
Takovéd plocha kuZelovd zobrazena v obrazci pfipojeném
10., kteryZ, tusim, zvla§tntho vykladu nevyZaduje, Jen tolik budiz
mimochodem pYipomenuto, Ze — z diivodu jednoduchého — s,
jest prisecikem vysek trojuhelnikd a, b, ¢, i a, b, l¢,.
2. Jest-li
a -+ bk* = 0. 8)
a tedy soucasné ! =0, jest druhym splisobem vyhovéno pod-
mince v rovnici (6) vyjadfené. Pifpad tento vztahuje se patrné
k pomysinym pitimkim -

y=~+ke=-+=z V— Z ,

a
y=—kt=—u V_T’
v nichZ hlavnf rovina z =0, kolmd k realné ose plochy kuZe-

lové, tuto protfnd. Ohleddme-li vSak bliZe rovnici (8), shleddme,
Ze neni vidy dostatenym diévodem pro Zaddanou kolmost vSech
t¥i piislusnych pfimek. Nebof rovina kolmd ku p¥. k pifmce
y = kx, majic rovnici
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x-+ky =0,
stanovi v ploSe kuZelové dvé ptimky

_ | b

xz \/ak®*4+b a? — b2
z:—}——k—v :r :—{—mV — .

1 b
y=— r=—ux Y — -
oy S T}
2:—~w— ak2+———b—:—xva b
k c ac !
pro jichZz kolmost jest nutnou i dostateénou podminka
b a® —b?
1——— =
ac

¢ili
(@+b—c)(a—b)=0.

Nigledovné jsou piimky ty k sobé kolmymi jen tehdy,
kdyZ bud a+b—c=0 aneb ¢« —b=0. Co prvni podminka
znamena, jest jiz zndmo; druhd pak vyZaduje, aby dand plocha
kuzelovd byla kruhovou, a souvisi s ptipadem poslednim, jejz
zbyva vySetiiti.

3. Jest-li

atct(B4c)k?=0, 9)
Jdze této podmince pii kaZdé plose kuzelové pfihodnou volbou
k vyhovéti. Nebot jest pak

k=+ V_a+c +x

b+c¢
a—b
——~V . —+4
a rovnicemi °
y=-dxx, 2=+ Az

uréeny jsou 4 piimky soumérné k hlavnim rovinim. JelikoZ
jsou a, b, ¢ veli¢iny kladné, jest » pomyslné a tudiz i ptimky
tyto jsou pomyslné. Viimnéme si té okolnosti, Ze jest
14#2*+4+42=0 10)
a poznidme, Ze pi{mky tyto sméfuji k oném boddm plochy
kuzelové, pro které jest
x?+#?x®+ 122 =0

@ty o=

¢ili
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t. j. bodim spolecnym ploSe kuzelové a nekoneéné vzddlené
pomyslné kiivee kruhové.*) Jsou to tedy pfimky cyklické ¢ili
dle Laguerrea isotropické, jichZ zvlistni vlastnosti jsou znimy;
kaZd4 z nich jest sama k sobé kolmou a rovina k pifmce
takové kolmé ji zdroveh obsahuje.

Snadnym vypoctem piesvédéime se, Ze rovina

x4t xy +iz=0
kolma k p¥imce y = xwx, z— Az obsahuje tuto piimku a mimo
to protind plochu kuZelovou v pfimce druhé, taktéz pomyslné,
a dané rovnicemi
_ —a-+tb4ec wz, 2= a+tb+ec
g —a—b+ec

Touto cestou dospéli jsme tudiz k nasledujici vété:

V obecné plose kuZelové 2. stupné wvyskytuji se 4 pomyslné
trojiny primek vzdjemné kolmych. Trojiny tyto jsow wespoiek
soumérné k rovindm hlavnim, a kaZdd skldddy se z jedné cykliclké
primky dvojndsod pocituné « z dalsi primky pomyslné.

V plose kuzelové kruhové, kde jest a —=b a A =20, jsou
jen 2 pi{mky cyklické, obsazené v hlavni roviné kolmé k realné
ose této plochy.

IV. Zakonéime tivahy své tim, Ze ukiZeme, jak lze vy-
sledkéi dosaZenych uziti pii plochdch stupné druhého. Pred-
pokladdme-li totiZ kteroukoli obecnou plochu 2. stupné (ku pfF.
plochu trojosého ellipsoidu) a bod mimo ni, jest bodem tim
nekoneéné mnoho tecen plochy urceno, jichZ souhrn tvori plochu
kuzZelovou 2. stupné. JelikoZ, jak bylo ukdzdno, takovd plocha
kuzelovd jen vymineéné obsahuje t¥i realné vzdjemné kolmé
piimky, néisleduje z toho, Ze nelze kaZdym bodem v prostoru
stanoviti tii k sobé kolmé tecny plochy 2. stupné. Jen urcité,
a¢ v nekoneéném poctu se vyskytujici body touto vlastnosti se
vyznacujf, a které jest tedy jich geometrické misto? Netreba
o této otdzce zde dale se Sititi, jelikoZz — pokud se trojosého
ellipsoidu tjce — byla pfedmétem math. Glohy 7. dané v lon-
ském roénfku tohoto ,,Casopisu® a ¥eSené v &fsle 3. letosnfho
roénfku od Dra. B.**) Dovolime si vSak k té, pokud nim

*) Viz: Dr. Em. Weyr, Uréovéni nekoneéné vzddlenych prvki prosto-
rovych dtvari geometrickych (Casopis, roén. 1L, str. 117.)

**+) Viz téz: Salmon-Fiedler, Analyt. Geometrie des Raumes, 1. dil,
str. 156.
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zndmo, nepovsimnuté okolnosti poukézati, Ze kazdym bodem onoho
geom. mista jest moZno nekonedné mnoho trojin tecen vzdjemnd
kolmych.

Ku kadé plose stupné 2. (vyjimaje plochy vdlcové a kufe-
lové) ndleZi jind téhoZ stupné jakoZto geom. misto bod#, z michZ
kaZdym lze stanoviti nekonedné mnoho trojin vzdjemné kolmyjch
teden plochy prvé.

O plochach rozvinutelnych.

Napsal
V. Rehofovsky v Praze.

(Pokragdovdnf{).

Konecéné jsou pifmky obrysové pro rovinu YZ dény rovnici

3t2—1=0,
t. j.
1 1
= te

kterymz hodnotdm piislusi pfimky
49+ By3—1)z—Bay3—0>) =0,
4y+By3+1)z4+@Bay3-+b)=0.
Uréenim hodnot e, 8, 7, 0 pro tyto zvlastni hodnoty ¢ obdrzeli
bychom téZ ostatnf préiméty téchto pifmek na rovinich XY a XZ,
Abychom urcili asymptoty kiivky vratu, prihliZzejme k tomu,
zda-li a mnoho-li mé kfivka (12) bod& v nekoneénu: shle-
dévime, Ze pouze pro
t=1
stivaji se soufadnice kiivky vratu a sice vSechny tii nekonecné
velkymi; kfivka méd tedy jediny bod v nekonecnu. Pro hodnotu
tu jest
e=1, f=a—0b y=—1,0=0d
a tedy rovnice asymptoty
y=a-t+a—2>,
z=—x-+0b;
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