
Časopis pro pěstování matematiky a fysiky

Cyril Palaj
Sur la signification géométrique de certains invariants simultanés des
coniques et des quadriques

Časopis pro pěstování matematiky a fysiky, Vol. 75 (1950), No. 3, 159--177

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/123884

Terms of use:
© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1950

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/123884
http://project.dml.cz


Časopis pro pěstování matematiky a fysiky, rcč. 75 (1950) 

SUR, LA SIGNIFICATION GÉOMÉTRIQUE DE CERTAINS 
INVARIANTS SIMULTANÉS DES CONIQUES ET DES 

QUADRIQUES. 

CYRIL PALAJ, Trnava. 

(Reçu le 29 Mars 1950.) 

Si 77 est un invariant d'une forme f(x) du n lème degrë aux coeffi
cients ait il résulte de la théorie des invariants que la forme 

V Э Я 7 , (l) 

où b+ sont les coefficients correspondants d'une forme g(x) du nième degré, 
est encore un invariant. La différentiation (1) peut être répétée en ajou
tant d'autres formes pour obtenir finalement une forme-linéaire par 
rapport aux coefficients de chaque forme. Tous les invariants ainsi 
formé&sont des invariants simultanés des formes correspondantes, ayant 
le même module que l'invariant 77. Le sujet de cet exposé est la discus
sion et la recherche de la signification géométrique —- tant qu' elle, n'est 
pas connue '— des invariants déduits des discriminants des formes quadra
tiques ternaires et quaternaires par le procédé (1). Dans cette recherche 
j'emploie systématiquement des déterminants cubiques. On verra que 
tous ces invariants, ainsi que les covariants des formes quadratiques 
peuvent être écrits simplement sous la forme de déterminants cubiques, 
et ainsi ressortira mieux leur relation mutuelle, de même que leur signi
fication géométrique. Le déterminant cubique du w,èmft degré est écrit 
dans le plan de la façon suivante: 
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le premier indice indique la couche horizontale dans laquelle se trouvé 
l'élément considéré, le deuxième et le troisième mdice indiquent la 
ligne^ ;̂et,lat colonne du détermin^rit plan respectif dans cette couehev 
Pour des raisons pratiques j'omets le premier indice et je distingue les 

.-v j -K" !"^ . , Ш 

• • / * * 



différentes couehes horizontales par desiettres. On prend pour valeur du 
determinant cubique toujours celle des trois valeurs possibles qui est 
égale á la somme des termes obtenus en permutant les indices du terme 
principál aub22 . . . nnn et en les munissant du signe (— l) t t +* oú w et v 
sont les nombres des inversions présentées par les indices.*) 

En partant du discriminant A ďune formě quadratique binaire on 
obtient par la différentiation (1) un seul invariant simultané, á savoir 
celui lequel, égalé a zéro, exprime Tapolarité des couples de points donnés 
par les équations quadratiques Ea{ficps = 0, Ebijxixj — 0. On vérifie 
aisémeht que cet invariant peut étre exprimé souš la formě ďun determi
nant cubique 

\au\bn\ ou \bn\an\ (2) 
oů se trouvent entre les traits les tableaux des discriminants des formes 
/ et g. En posant, dans (2), b{j = aii9 on a 

\au\au\ - 2A. • (3) 
En partant du discriminant A ďune formě quadratique ternaire on 

peut obtenir, par la différentiation (1), trois invariants simultanés diffé-
rents. La signification géométrique de deux ďentre eux est connue. Ce 
solit les invariants simultanés ©x et 02 qu'on peut écrire, souš la formě 
de déterminajits cubiques, de la facon suivante: 

' 20t = K K i y (4) 
202 = \au\bM. (6) 

On vérifie facilement les relations: 
20x = |%M& ť i | = |o«|6ťi|a«| = \l>ií\aiÁaij\ 
2»« = I««/Í6«|6«/l = |6«|««|6«| =.|6«|6«I«u|. (6) 

8i 1'on repete la différentiation (1), appliquée au discriminant A, en 
ajoutant une áutre cónique EcyXfXj = 0, on obtient un invariant simul
tané de, trois coniques, lequel s'écrit souš la formě ďun determinant 
cubique la facon suivante: 

\ ^ ©, = |aw|6w|cw|. (7) 
j e n'ai trouvé nulle part la signification géométrique de cet invariant; 
prétons-lui notre attention, 

Pour étudier la signification géométrique de Tinvariant ®3, mettons 
fcous la formě ďún determinant cubique le premiér membre de Téqua-

; tion de Tenveloppe des droites uxxx + u2x2 + uBx.d = 0, coupant les 
coniques / =s Eaiíxixi = 0, g == Ebijxixj = 0 en des couples de points 
conjugués harmoniques. I/équation de cette enveloppe est**) . 

*) E.PASCALrIdet0radnanti3ila»t)10OO,p.242etsuiv. -
. •*). Pař ex.: SÁLMON-FlEBLEB: AnalytischeGeom. der Kegelschnitte, 3« édítioh 

|358, équation & ** 0. 



#(1,2) ^ (a22bZ3 + a33622 — 2a22b2Z)u1
2 + (azzbxl + an63 3 — 2a13613)t^a + 

+ (auhi + a2ihi — 2ai2^12)w32 + 2(a236X3 -f a13623 — a336ia — 
«12^33)^lW2 + 2 ( a l 2 ^ 2 3 + a23&12 fl22&13 a i 3 * 2 2 ) % ^ 3 + 

+ 2 ( f l l3 & !2 + al2&13 — a l l & 2 3 * r ~ a23&ll)^2'W3 = 0 . 

On constate aisément que les expressions entre parenthéses dans cette 
équation sont les développements de déterminants cubiques du 2e degré, 
par conséquent Féquation peut s'écrire: 
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Mais le premiér membre de cetee équation est le développement, par 
rapport á la couche des éléments u%ujt du determinant cubique du troisi-
eme degré et Féquation JS*1-2) = 0 peut s'écrire ainsi: 

a i l a 1 2 a 1 3 

a 1 2 a 2 2 a 2 3 

^13^23^33 

oti plus simplement 

&11&12&13 
012&22^23 
^13^23^33 

h\ uxu2, uxuz 
uxu^u\, u2u2 
uxuB, u2v^y uB* 

= 0 

(S) 
I/enveloppe des droites, coupant les coniques / et h =̂E Zcijx<fci = 0 en 
děs couples de points oonjugués harmoniques a ďaprfes (8) Féquation 

£(1'3) ^ Mc^uJ = 0 (9) 
et Fenveloppe des droites, coupant les coniques ý et h en des couples de 
points conjugués harmoniques a Féquation 

$(W ^ \bMuMl = 0. • . • (10) 

Pour que la conique h soit polarement circonscrite á la conique /S »̂2>, 
il faut que la somme des produits des coefficients correspondants de 
Féquation ponctuelle h(x) = 0 et de Féquation tangentielle 8^»2^(u) = 0 
soiťríulle. En posant, dans (8), uiui = cw on á 

NIM^H03==o. 
Pour que la conique g soit pplairement circonscrite á la conique íjft1* ,̂ 
il fant de méme que v 

Pareillement, la condition pour que a conique /soitpolairement circon-
scrite á la conique #<*«,-. s*écrit - v 

i i trn 



Dans cřhaque cas nous aboutissons á la condition 0 3 = 0. 
Réciproquement, si pour trois coniques /, g, et h on a <93 = 0, la 

conique / est circonscrite polairement, ďaprés (10), a la conique $<2>3>, g 
est, ď-aprés (9), circonscrite polairement a S(1»3) et la conique h est, ďaprěs 
(8), oirconscrite polairement á la conique S(l>2K On peut donc énoncer 
le théoreme: 

I. Si chacune de trois coniques est circonscrite polairement á Venve-
loppe desdtoites coupant les deux autres coniques suivant des couples de points 
conjugués harmoniques, ces trois coniques sont liées par la condition &s = 0> 
et réciproquement, si pour trois coniques V invariant 03 est jnul, chacune 

, ďelles est circonscrite polairement a Venveloppe des droites coupant les 
deux autres suivant des couples de points conjugués harmoniques. 

II résulte du théoreme n° I: 
I I . Si trois coniques sont liées par la relation @3 = 0, chacune ďelles a une 

infinité de triangles polaires dont touš tes cótés coupent les deux autres 
coniques suivant des couples de points conjugués harmoniques. Les cótés de 
ces trianýles polaires touchent la courbe S de ces deux coniques. 

La signification géométrique des invariants ©x et 0 2 , Quie s* connue, 
découle directement du premiér théoreme. En effet, si les coniques / et h 
se confondent, on a ci} = a^. Done Téquation (9) prend la formě 

« 
laiilaiil^»%l =?= ZžAijUiUj = 0, 

ce qui est ťéquation tangentíelle deja conique /. Ainsi, si les coniques / 
et g se confondent, Tenveloppe des droites, coupant ces coniques suivant 
des couples de points conjugués harmoniques, est eonfondue avec elles. 
Les droites enveloppant }a conique S^^ sont les tangentes de la conique 
/ == g et les couples des points conjugués harmoniques respectifs se con
fondent avec les points de contact de ces tangentes. Donc, la condition 

- >wl*«IM = 26>! = 0 
signifie que la conique g est polairement circonscrite a la conique /. 

L'analogue a lieu pour Finvariant 0 2 . 
Afin que la conique / soit circonscrite polairement a la courbe S^2\ 

i l f auťque |aw|6«|6«| = 2 0 , = 0. 
Afin que la conique / soit circonscrite polairement a la conique $(l»2>, 
il faut que 

\atí\btí\bu\ = 20 2 = 0. 
En prenant compte de la signification géométrique des invariants simui-
tanés 0X et @2, o n a *e résultat:' 

III. Sila premiére de deux coniques, prises dans un certain ordre est 
~ cfreonserite polairement áh, deuxiéme, la deuxiéme est en méme temps 

: eirconscríte polairement a la courbe S de ces deux coniques. 

^ ' 1 # -



En posant, dans Tin variant @3, cu = bij~= afj9 on obtient le discri-
minant de la conique /, ďaprěs la relation * 

K-KKI = 6J. (li) 
Si les coniques / et g ont un triangle polaire commun et si Ton prend 

ses cótés pour axes de coordonnées, la condrtion @3 = 0 s'écrit 

6/3 == a l l ("22 C 33 ~\~ ^33C22/ + a 22\"l l C 33 4" ^33Cll) "t~ a 33\^l l C 22 ~H ^22Cll) ==s "• 

Cette équation sera satisfaite en posant c u = c22 = c33 = 0. Alors Téqua-
tion de la conique h a la formě 

ce qui signifie cette conique passe par les sommets du triangle. On a la 
résultat: -

IV. Si une de trois coniques est circonscrite au triangle polaire com
mun aux deux autres coniques, ces trois coniques sont liées par la condition 
03 = 0, c. a á., les trois coniques sont dans une telle position mutuelle que 
chacune ďelles est circonscrite polairement a la courbe S des deux autres. 

Les théorěmes obtenus donnent lieu aux théorěmes duels suivants: 
I ' Si chacune de trois coniques est inscrite polairement au lieu géo

métrique des points tels que les couples de tangentes menées par ces points 
aux deux autres coniques sont conjugués harmoniques; ces trois coniques 
satisfont a la relation: 

etréciproquement, si trois coniques sont liées par la relation &3 — 0, chacune 
ďelles est inscrite polairement au lieu géométrique des points tels que les 
couples de tangentes menées par ces points aux deux autres coniques sont 
conjugués harmoniques. 

I I ' Si trois coniques sont liées par la relation 0 3 = 0, chacune ďelles 
possěde une infinité de triangles polaires tels que les couples de tangentes 
menées de leurs sommets §ux deux autres coniques sont conjugués harmoni
ques. Les sommets de ces triangles polaires se trouvent sur la courbe 

«='l««lií«l^il«0, 
ou aijf /fy sont les coefficients des équations tangentiélles de ces deux conf-
ques. 

I I I ' Si Von a deux coniques dont la premiére est inscrite polairement 
á la deuxiěmet la deuxiěme est en mime tempjs inscrite polairement a la 
courbe S de ces deux coniques. 

IV' Si Vune des trois coniques est inscrite au triangle polaire commun 
aux deux autres coniques, ces trois coniques sont liées par la relation @8 = 0, 
c. ad. Uš trois coniques sont dans une telle position mutuelle que chacune 
ďelles est inscrite polairement a la courbe S des deux autres. 
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Ayant trouvé la signification géométrique de Pinvariant simuitané 
©3 de trois coniques, nous connaissons la signification géométrique de 
touš les invariants simultanés obtenus par Fopération (1) appliquée au 
discriminant de la conique. II est évident que Vest @g qui est, parmi les 
invariants consídérés, Tinvariant fondamental, des propriétés duquel 
découlent comme cas particuliers celles des autres invariants. 

Quant aux invariants simultanés obtenus par la différentiation (I) 
appliquée au discriminant ďune formě quadratique quaternaire, on 
connait la signification géométrique des invariants renf ermant seulement 
les coefficients de deux de ces formes. Ce sont les invariants simultanés 
bien connus 0lt 02 et 0. Mais, tant que je sache, on ne connait pas méme 
pour Tinvariant 0 une propriété géométrique pour laquelle 0 = 0 soit 
une condition nécessaire et suffisante dans touš les cas. Je n'ai nulle part 
trouvé la signification géométrique des invariants contenant les coeffi
cients de trois et quatre quadriques. Occupons-nous donc de ces invari
ants, ainsi que de Tinvariant 0. 

Écrivons ďabord les invariants simultanés 0l9 02 et 0 souš la formě 
de déterminants cubiques; nous en aurons besoin dans la suitě. Si Fon 
écrit Finvariant &x souš la formě ďun determinant cubique, on aura, 
ďaprés (11), la relation 

\au\aii\aiJfiu\^%91. (12) 
En posant daris (12) bu = aiSi on obtient 

jaw|ow|aw|al<|=x24i4. (13) 
D^ne fa^on analogue 

et pour aif — hiS 
I M W i l M = 24,6. (15) 

Rempla9ons la troisiéme couche du determinant cubique du pre
miér membre de la relation (12) par le tableau carré des éléments biít ou 
bien la deuxiěme couche du determinant cubique du premiér membre de 
la relation (14) par le tableau des éléments au, nous aurons le determi
nant 

II existe pour le determinant cubique, un théorěme analogue á celui de 
Laplace valable pour le determinant ordinaire. En effet, on peut exprimer 
ie determinant cubique (16) comme la somme de 36 produits de détermi
nants cubiques associés du second degré, de telle sortě que ce determi
nant cubique est égal á la somme 

oú tV*, ť$ a' et i, u, ť, u' sont les jpermutatións des nombres 1, 2, 3, 4. 
Le signe de chacun de óes produits est le méme qué le signe de (—-1 )*+*+*-*-*. 

(17) 
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En développant ie determinant du second degré dans la somme (17), on a, 
ďaprés (3), 

42(—lY+'+*+*Ar„Í9J3f,s;ť9lir (18) 
ou ATt8ttfUt Br'tg;ttU' sont les mineurs du second degré du discriminant 
A on B respeetivement. On sait que 1'expression (18) a la valeur 40*). 
Done, on a 

\«v\*«\K\K\ - *k (19) 
De cette facon,-tous les trois invarianta simultanés de deux quadri

ques, que nous avons mentíonés, sont mis souš la formě de détermi* 
nants cubiques. Oeeupons-nous maintenant des invariants simultanés 
de trois et quatre quadriques. Dans ce but, mettons souš la formě ď u n 
determinant cubique 1'équation de Tenveloppe des plans £%% = 0 dont 
les intersections avec les quadriques / === EaiiX{Xi = 0, g == Sbiixixi = 0 
sont des couples de coniques telles que la conique située sur g est circons-
erite poiairement á celle située sur /. Son équation est 

l l w ' 1 2 M ' 1 3 M ' 1 4 M ' l 

b 
b 1 3 ^ 2 3 ^ 3 3 ^ 3 4 ^ ! 
6 1 4 a 2 4 « 3 4 a 4 4 ^ 
0 u. u-u±0 

+ 

* 1 1 6 1 2 w- 1 3< >.&t a&i ŠV>I 14 wl 

^12^22^2^*24^*2 

**13^2 3^*33^*34% 

a14624a34a44w4 

ut 0 # 3 uA 0 

+ 

a l l a 1 2 ^ 1 3 a l 4 t t l 

#12^*22^23^*24^*2 

1 3 U , 2 3 U 33^34 ^3 

14u'24"34' .a. 
1 U2 

«44t*4 
0 UAQ 

+ 

+ 

<*ii a i2<*i3&i4**i 

<*12c*22a23^24'ž*2 
a l 3 a 2 3 a 3 3 ^ 3 4 W 3 

<*14<*24<*S4fe44**4 

**1 **2
 ui 0 0 

En développant les déterminants dans cette équation, elle prend la formě 
Zb^Ai^u&j - 0, (20) 

oů -áťi sont les mineurs du discriminant de la quadrique / correspondant 
aux éléments a{j et (Aif)rs sont les mineurs A{j correspondant aux élé-
rnents ar9. En prenant compte de (20), on vérifie facilement la relation 

a i l a i 2 a l 3 ť * 1 4 
ť*12a22ť*23 t*24 
a l 3^23^*83^34 
a i 4 a 2 4 a S 4 a 4 4 

a l l a i 2 a 1 3 a 1 4 

**12^*22^*23^*24 

**13^*23^*33^*34 

a 1 4 « 2 4 a 3 4 a 4 4 

6 l l 6 l A « 6 M 
^12^22^23^24 

^13^23^33^34 
6 1 4 & 2 4 f e 3 4 6 4 4 

« 1 > % % . **1%> **1W4 

**1**2> M 2 2 » **2%> W2**4 
U^U.y U9U», U, 3 • U*UA 

~2r. 

I/enveloppe des plans dont les intersections avec les quadriques / 
et g sont des coniques telles que la conique se trouvant sur g est circon-
aerite poiairement a la conique située sur /, a 1'équation 

B - \a>iÁaiAbiAuiuA = o. (21) 
*) Dft B Y D Ž O V S K Ý : Úvod do algebraické geometrie, § 114, Praha 1948. 

**) SALMO?í-FníDLBR: Analytische Geometrie des Raumes, 3« édition, §214. 
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En éehangeant les coefficients aié et bih on trou ve que Féquation 
S' = \au\bu\by\uM\ = 0 (22) 

est réquation de la quadrique enveloppée par les plans dont les intersec-
tions aveo les quadriques / et g sont des coniques telles que la conique 
située sur / ést circonscrite polairement á, la conique sur g. 

Pour que la quadrique h == Zc^x^ — 0 soit circonscrite polairement 
k la quadrique déf inie par Féquation tangentielle (21), il f aut que láTsomme 
des produits des coefficients corřespondants de 1'équation ponctuelle de 
la quadrique h et de Féquation tangentielle (21) soit nulle; il faut donc que 

KKiiM^I = 2©,a> = 0. (23) 
Pour que la quadrique (22) soit circonscrite polairement á la quadrique 
Á, il faut, ďune i&con analogue, que 

K t ^ l ^ l ^ l - 2©ŠW = 0. (24) 
I/enveloppe des plans dont les intersections avec les quadriques f et h 
sont des coniques, telles que la conique située sur / est polairement circon-

. scrite k celle située sur h, a, ďaprěs (21), Féquation 

\<*a\cMuiuÁ = 0. (25) 
Pour que la quadrique g soit circonscrite polairement k cette quadrique, 
il faut que 

l««|6«l««|ewl = 203<3) = 0. <26) 
En prenant compte de ce que Féchange des couches paralléles ne change 
pas la valeur nulle du determinant cubique, on voit que les coefficients 
des équations des quadriques g et h dans Féquation (23), les coefficients 
des équations des quadriques / et h dans Féquation (24) et les coefficients 
des équations des quadriques f et g dans Féquation (25), ont la méme 
position; ce qui «st valable pour Fun de ces couples de quadriques est 
valable encore pour Fautre, en éehangeant les quadriques. 

Réciproquenient, si trois quadriques sont liées par la relation ®3
(1> == 

«= 0, la quadrique h est circonscrite polairement k la quadrique (21) et 
la quadrique g est circonscrite polairement k la quadrique 

c. & d. k Fenveloppe des plans dont les intersections avec les quadri
ques f eth sont des coniques, telles que la conique située sur h soit cir-

-"? conserítě polairement k cellé située sur /. Si ŠJ2) = 0, la quadrique h 
ést circonscrite polairement k la quadrique (22)et la quadrique/estcircon-
serite polairement k ía quadrique \ 

' , " • " • ' \K\hn\cu\uiui\ == 0, ' 
c. á d. k Fenveloppe des pláns dont les intersections avec les quadriques 
0 et h sont des coniques telles que la conique située sur h est circonscrite 
polairement á, celte située.sur #. Et finalement, si &J® = 0, la quadri-



que g est circonscrite polairement á la quadrique (25) et lá quadrique / 
est circonscrite polairement á la quadrique 

. \t>iMiA<>iÁuiuj\ = o, 
o, á d. a ťenveloppe des plans dont les intersections avec les quadriques 
g et h sont des caniques telles que la conique situé sur g soit circonscrite 
polairement a celle située sur h. Done nous ávons le résultat: 

V. Si deux des trois quadriques ont une telle position que chacune de 
ces deux quadriques est circonscrite polairement a Venveloppe des plans dont 
les intersections avec les děux auires quadriques sont des coniques, telles que 
celle située sur la deuxiěme de ces quadriques est circonscrite polairement á 
celle située sur la troisiéme quadrique, alors pour tes trois quadriques, le de
terminant cubique du quatriéme degré &3

(i) est égal a zéro. Ce determinant est 
formé des tableaux des discriminants de ces quadriques de telle sortě que 
le tableau du diseriminant de chacune des deux quadriques mentionées se 
trouve chacun dans une couche et le tableau du diseriminant de la troisiéme 
quadrique dans deux couches. Et réciproquement. 

Pour (93
(1) = 0, il en résulte ce théoreme: 

VI. Si 03^> = 0, la quadrique g a une infinité de tetraédres polaires 
dont les quatre faces coupent les quadriques f et h en des coniques dont celle 
située sur h, est circonscrite polairement a celle située sur /, et en mime 
tempS) la quadrique h a une infinité de tetraédres polaires dont les quatre faces 
coupent les quadriques f et g en des coniques, dont celle située surg est circons
crite polairement a celle située sur f. 

On a des théorémes analogues pour 03<2) == 0 et 03<3> = 0 en échan
geant, dans ťenončé precedent, les quadriques correspondantes. 

Si l'on pose, dans ťéquation (23), c^ = au et dans ťéquation (24) 
cuf == bw on obtient, en échangeant les couches correspondantes du dé-
terniinant, ďune part ťéquation (12), de ťautre part Ťéquation (14). De 
plus, si ťon pose dans ťéquation (21) ou (22) bu = au on a la relation 

* 
* " \*tí\au\au\u&i\ = GZAHUÍUJ = 0, 

ce qui ést ťéquation tangentielle de la quadrique /. Done, si leé deux 
quadriques se conf ondent, ťenveloppe des plans coupant les deux quadri
ques en des coniques conjuguées se confond avec elles. Vu lasignification 
géometrique des invariants 03

(f ), on a: 
VII. Si de deux quadriques, prises dans un~certain ordrerla premiére 

est circonscrite a la seconde, la seconde est en méme temps circonscrite á Ven
veloppe des plans dont les. intersections avec les deux quadriques sont des 
coniques telles que la conique située sur la premiére est circonscrite á la coni
que située sur la seconde. 

Si ťon pose dans ťéquation (23) cw = 6ťi et c# = aiS dans (24), on 
obtient, en échangeant les couches, ďaprés (19), la conditíon & -==; 0* 
Mais ťéquation (21) est ťéquation de ťenveloppe des plana dont les 
intersections avec les quadriques / et g sont des coniques telles qtt# H 
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conique située sur la quadrique g est circonscrite poláirement a laconi-
que située sur la quadrique /. La condition pour que la quadrique g soit 
circonscrite poláirement a cette enveloppe, s'obtient en posant, dans (21), 
hif au lieu de utufi oeci donne 

|a*/K|6«|6«l = 4tf = 0. 
De méme, pour que la quadrique / so i t circonscrite poláirement a l'en-
veloppe des plans coupant les quadriques / et g en des coniques, dont 
celle située / est circonscrite poláirement a celle située sur g, la condition 
0 = 0 doit avoir lieu, ce qu'on obtient en rempla9ant, dans (22), les 
&ť% par les eoefficients a{j, Réciproquement, si pour les quadriques / 
et g on aí> = 0, la quadrique / est circonscrite poláirement a la quadrique 
(22) et la quadrique g est circonscrite poláirement a la quadrique (21). 
Done, le théorěme a lieu: 

VIII. Ayant doňné deux quadriques fet g, si la quadrique f est circon
scrite poláirement a V enveloppe des plans coupant ces deux quadriques en 
des coniques, dont celle située sur f est circonscrite poláirement á celle située 
sur g, la relation (p = 0a lieu, et réciproquement. En ce cas la quadrique g 
est poláirement circonscrite a V enveloppe des plans coupant ces deux quadri
ques en des coniques dont celle située sur g est circonscrite poláirement a celle 
située sur f, ces deux quadriques spnt liées par la relation 0 = 0, et réci
proquement. 

II en résulte: 
IX. Sila relation 0 — 0 a lieu pour deux quadriques f et g, la quadri

que f. posséde une infinité de tetraédres polaires dont les quatre faces coupent 
les quadriques f et g en des coniques dont celle située sur f est circonscrite 
poláirement a celle située sur g. Les faces de ces tetraédres polaires sont 
tangentes á la quadrique S' de ces deux quadriques. La quadrique g possěde 
uneinfinitéde tetraédres polaires dont les quatre faces coupent les quadri
ques f et g en des coniques dont celle située sur g est circonscrite poláirement 
á celle située sur /. Les faees de ces tetraédres polaires sont tangentes á la, 
quadrique S děces quadriques. 

Passons á 1'in variant simultané de quatre quadriques / == Zaijxixi ~ 
== 0, g == EbiSxixi = 0, h == Zctixfsf = 0, k == Edifoixi = 0, donné par 
le determinant cubique du quatriěme degré, dans lequel les, quatre 
couches sont le£ tableaux des diseriminants des quadriques /, g, h, k, 
o. á d., á Pinvariant 
' . " . " ' . \*«\K\Cii\*ii\- l2 7) 
Pour trouveř la signification géométrique de cet invariant, cherchons 
Feuveloppe des plans Q == Eu^ = 0 coupant les quadriques/, g, h en des 
coniques dont chacune est circonscrite poláirement á Fenveloppe des 
drqites coupant les deux autres coniques en des couples de points~conju-
gués harmoniques, c. a d . h la courbe 8 des deux autres coniques. En 
éliminant la variabTé xé entre 1'équation du pian o et Téquation de la qua-
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drique / , on obt ient dans le pian a?4 = 0, l*équat.ion de la prójection du 
sommet 0 4 de la courbe ďintersection respeotive: 

( a n V + auv^2 — 2auu1uA)x1
2 + ( a 2 2 V + auu2* — 

- - 2a24tt2tt4)a2
2 + ( a 3 3 V + auu3

2 — 2a.ůéu^x.ó2 + 2(auu1u2 + a12uf — 
— aUU2Ul — 0>2lUlU4)XlX2 + %(a4AUlU3 + a\ZUČ ~ aUU3Uí ~ a 3 4 % ^ ) • 

• X1XZ + 2 ( ^ 4 4 ^ 3 + aMU'í — ^ 2 4 ^ 4 ~1*Mp&áV&Z = ° -
Si, dans cette équation, on remplace les eoefficients ai} par les eoefficients 
hiš et par les eoefficients cij9 on obtient les équations analogues pour les 
quadriques g et A. Comme il 8'agit ďune propriété projective des coni
ques dans le pian Q, il suffit ďexprimer la condition correspondante 
pour les projeetions de ces coniques dans le pian #4 = 0. Pour que 
chacune de ces coniques soit circonscrite polairement a la courbe 8 des 
deux autres coniques, il faut qu'elles vérifient la relation <93 = 0, c. a, d. 
ilfaut que 

í*«l^«ly«l=o. <28> 
oú a€jf y i7, /Jť) sont les eoefficients des équations des projeetions de ces 
coniques dans le pian rr4 = 0. E n développant le determinant cubique 
dans Téquation (28}, en simplifiant et en ordonnant par rapport a u, 
on obtient Téquation de Tenveloppe des plans cherchée souš la formě 

Ku + Ktl22U22 + K< uss^s + Kuuuf + 

ou 

~f 2KHUulu% + 2JTttl3tt1% + 2ZM14w1w4 + 2Ku2Zu2u% 
+ 2KuUu2uA + 2Ku34kuzuA •= 0, 

4 

P =s 2 KuijUiUj = 0 
i , í - l -

(29)^ 

oú Kuii = i í a t , . E n étudiant les pólynómes Ku%jt on constate que ce 
sont des développements de déterminants cubiques du troisiěme degré, 
á savoir des sousdéterminants du determinant cubique du quatriérae 
degré 

P-= ^12^22^23^24 
tt13a23^33a34 
a14 t t24«34«44 

bnb12b 
6196M6, 
6-
b 

13&14 
12^22^25»"24 
13^23"33"34 
14^24^34^44 

°11C12C13C14 
C12C22C23C24 
C13C23C33C34 

% 2 , ttiW2, 16^3, tt^ 
U-tUn, Ua u2uz, U2Ut 

UoUA 
2 

í * iU 4 , U 2 ^ 4 , W3^4 , ^ 4
2 

Le 
I C14C24C34C44 

qui correspondent aux éléments u^ de la couche correspondante 
premiér membre de ťéquat ion (29) est donc le determinant cubique 

On a le résuitat: 
X. L'enveloppe des plans dout les intersections avec les quadriques 

f,g9 h sont des coniques telles que chacune ďelks est circonscrite polairefnent 
A Venvéloppe des droites couparit les deux autres coniques en des coupks de 
pointe conjugués harmoniques, a pour équation 

P - l a ^ l c ^ ^ l - 0 . (30> 
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Pour que la quadrique k soit polairement circonscrite & la quadrique P , 
la somme des produits des eoefficients correspondants de ťéquation 
ponetuelle de la quadrique k et de Ťéquation tangentielle de la quadrique 
P , doit étre nulle. Pour former cette relation il suffit de poser, dans 
Ťéquation (30), les cofficients diS au lieu des u^. On doit donc avoir 

0 4 S |<x o | 6 ť í | C i i | d ť í |=O, (31) 
Béciproquement, si quatre quadriques /, g, h et k sont liées par lá 

relation @4 = 0, la quadrique k est circonscrite polairement a la quadri
que (30), la quadrique h est circonscrite polairement & la quadrique 

\*iiV>n\du\uiui\ = 0, _ . 
la quadriqiie g est circonscrite polairement á la quadrique 

\aiMiMij\itiUj\ = 0 
•et la quadrique / est circonscrite polairement a la quadrique 

\biÁCiÁdiÁuiui\ = 0. . 
Ainsi, vu le théorěme n° X, chacune de ces quatre quadriques est circon
scrite polairement á Tenveloppe des plans dont les intersections avec les 
trois autres quadriques sont des coniques telles, que chacune ďelles est cir
conscrite polairement a 1'enveloppe des droites coupant les deux autreá 
coniquesen des couples de points conjugués harmoniques. On ale résultat: 

XI. Si quatre quadriques sont dans une position mutuélle telle que 
chacune ďelles est circonscrite polairement a Venvéloppe des plans dont 
les intersections avec les trois autres quadriques sont des coniques telles 
que chacune ďelles est circonscrite polairement á Venvéloppe des droites 
coupant les deux autres coniques en des couples de points conjugués harmo
niques, ces quatre quadriques sont liées par la relation @A = 0. Et récipro- -
quement. 

En posant du = cijt la condition 0 4 — 0 se réduit á 03<3> = 0. De 
méme, on obtiendra les conditions é?3<2> = 0 et QJM = 0 en faisant con-

NFondre la quadrique k avec la quadrique g ou /. Done, on peut compléter 
le théorěme n° VI, ďaprěs le théorěme precedent, en tenant compte de la 
fiignification géométrjque de Finvariant 03*f> pour uné quadrique dont 
le diseriminant figuře dans deux couches de cě determinant cubique de 
la maniěre suivante: 

XII. Si trois quadriques sont liées par la relation 03
( r ' — 0, la quadri

que, dont k diseriminant figuře dans deux couches de ce ďéterminant cubi
que est circonscrite polairement a Venvéloppe des plans dontles intersections 
avec ks trois quadriques sont des coniques telles que chacune d*elks est 
circonscrite polairement a Venvéloppe des droiteš coupant ks deux autres 
coniques en des toupks dě points conjugués harmoniques. 

Si les quadriques / et g ont un tétraědre polaire čommun, prenons -
tó pour tétraědre de reference. Pour que lěs quatre quadriques /, g, h, k 
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soient dans une telle position mutuelle que chacune ďelles soit circonscri-
t e polairement á la surface P des trois autrěs quadriques, il faut que la 
relation ait lieu: 

0 4 ^ 
a u 0 0 0 
0 a22 0 0 
0 0 a33 0 
0 0 0 a*± 

bn 0 0 0 
0 622 0 0 
0 0 633 0 
0 0 0 644 

C 11 C 12 C 13 C 14 
C 12 C 22 C 23 C 24 
C 13 C 23 C 33 C 34 

^13.Cod.CzápA. 

^ 1 1 ^ 1 2 ^ 1 3 ^ 1 4 

^ 1 2 ^ 2 2 ^ 2 3 ^ 2 4 

^ 1 3 ^ 2 3 ^ 3 8 ^ 8 4 

^ 1 4 ^ 2 4 ^ 3 4 ^ 4 4 

= 0. (•32) 

u 1 4 u 2 4 0 3 4 0 4 4 | 

En développant le determinant du premiér membre de cette équation, 
on aura 

l l ( a 2 2 

22! % i 

(«ií 

CocCo, 

C00C0 

+ b I C22C24 
C24C44 
C22C23 
COQCQQ 

^33^34 
»34^44 

^33^34 
^34^44 

^22^24 
d24du 

^22^23 
^23^3 

+ «3 

+ «j 33 

+ «2 

+ a. 22 

C22C24 
C24C44 

C11C14 
C14C44 
C11C14 
C14C44 

C11C13 
C13C33 

^22^24 

á l l d 1 4 
Í14CČ44 

^ 1 1 ^ 1 4 
d 1 4 ^ 4 4 

dud13 

^ 1 3 ^ 3 3 

+ at 44 

+ «4 

+ *< 44 

+ «i 33 

C 24 C 23 
C 23 C 33 I 

C 11 C 13 
C3 3C33 

C 11 C 12 
C12C22 

C 11 C 12 
C12C22 

^ 2 2 ^ 2 3 \ 1 

^23^33 1/ 

^ 1 1 ^ 1 3 

»13ť*33 

11^12 J 1 
12^22 1/ 

^11^12 J—Q 
»12»22 1/ 

Cette équation est satisfaite si chaque determinant cubique du second 
degré figurant dans cette équation est, égal a zéro, c. a d. si 

CiiC i&ij 
CsjC. ii^ii dijdjj 

= 0, i<j; t = 1,2,3; ; = 3, 2, 4. (33) 

Le premiér membre de cette relation est ťin variant simultané (2) des 
équations quadriques 

cux? + cnx? + teiPiPt = 0, dHx? + d^x? + Zdificp, = 0, 
donnant les intersections de Taxe ou avec les quadriques h et k. La valeur 
nulle de 1'expression donnée par (33) exprime la position harmonique 
de ces intersections. Done on a le théorěme: 

XIII . S'il existe un tetraedre polcáre commun aux deux quadriques, 
dont les arétes coupent deux autres quadriques ěn des couples-de points 
conjugués harmoniques, ces quatre quadriques sont liées par la relation 0é = 
= 0, c. á d. le théorěme n° XTest valable pour elles. 

Posons, dans la relation (32), d{j = ca. EUe se réduit & la relation 
<©8(3) = 0. La formule (33) divisée par deux prend ďaprěs (3) la formev 

ciicji ' ~=0, i<j; i= 1,2,3; ? = 2,3 ,4 . (34)̂  
Le premiér membre de la formule (34) est le diseriminant de 1'équatioii 
quadratique 

CuX? + cisx? + ÍGijt&f = 0, 
qui donrie les intersections de la quadrique h avec Taxe o^. Ainsi on & 
démon tré ^pour trois quadriques: . .•._•' . 

1311 



XIV. Étaht donné trois quadriques, prises dans un certain ordre, s*il 
txiste un tetraédre polaire commun aux deux ďentré elks, dont les arétes 
$ont tangentes á la troisiéme quadrique dési&née par le numero ďordre rf 
ees trois quadriques sont liées par la řelation @3

(r) = O, c. á d. le théoréme n° 
V, le théoréme correspoňdant n° VI et le théoréme n° XII sont valables pour 
Hles. 

Posons bif = aij9 dtf — c^ dans la relátion ©A ~ 0. La řelation (94 ^ 
=•••- 0, se réduit á la řelation <P = 0 et la řelation (33) se rěduit á la řelation 
(34). On aboutit au théoréme connu: S'il existe un tétraédre polaire de la 
premiére quadrique, dont les arétes sont tangentes a la deuxiéme, on a 
* = 0*). 

Si, dans 0 4 = 0, on pose d{j = cif '= biif celle-ci se réduit á ©% = (h 
La signification géométrique connue de cette condition est une consé-
quence évidente de la signification géométrique de la condition @4 = 0, 
quand les quadriques correspondantes se sont confondues. 

En posant dans la řelation 0 4 — 0: dy = ci? == aiíy celle ci passe en 
Bx = 0. Sa signification géométrique connue est pareiUement une consé-
quence de la signification géométrique de la condition 0 4 = 0, quand les 
quadriques correspondantes se sont confondues. 

Les théorěmes trou ves pour deux, trois et quatre quadriques ont pou r 
théorěmes duels: 

Théoréme duel au théoréme n* V: ^ 
Si deux de trois quadriques ont une telle position que chacune de ce# 

deux quadriques est inscrite polairement au lieu géométrique des sommets 
des cónes circonscrits aux deux autres quadriques tels que la conique de con-
tact située sur la deuxiéme est inscrite polairement á la conique située sur 
la troisiéme quadrique, alors est nul le determinant cubique du quatriéme 
degré formé des tabháux des discriminantš des équations tangentielles de cěs 
quadriques de telle sortě que le tableau du discriminant de chacune deš deux 
quadriques mentionées se trouve dans une couche et le tableau du discrimi
nant de la premiére quadrique dans deux couches. Et réciproquement. 
Théoréme duel au théoréme nQ VI: 

Si pour trois quadriquts /, g,hyona 
'2j9,<» = [A^AtúédCÁ = 0, ' 

laqtiadriquegauneinfinitédetetraádrespolaires, tels que les cónes circon
scrits de leurs sommets aux quadriques feth touchent ces quadriques le long 
de coniques dont celU située sur h est inscrite polairement a celle située sur f, et 
en mime temps la quadrique h a une infinité de tetraédres polaires tels que les 
cónes circonscrits de leurs sommets aux quadriques fet g touchent ces quadri-

*) La recherche complějte sur 1 a suffisance de la condition 0r'— 0 pour ťexia-
tence ďún tetraědre polaire jtangentiel de deux quadriques, a étó faite par Dr 
BYDŽOVSKÝ et Dr KNICHAL dans les „Rozpravy 2. třídy české akademie,véd a 

" \ umění", année L(1940), n° 21, souš le titre: „O simultánním invariantu 0 dvou 
kvadrik". , 
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ques le long de coniques, doni celle située sur g est inscrite polairement á 
celle située sur f. 

On obtient les théorěmes duels relatifs aux relations 203<2> = 0 et 
2©3<3) = 0, en échangeant dans Pénoncé precedent les quadriques corras-
pondantes. 

Théorěme duel du théorěme n° VII: 
Si, des deux quadriques prises dans un certain ordre, la premiére est in

scrite polairement á la seconde, la seconde est en méme temps inscrite polaire
ment au lieu géométrique de points tels que les cónes, ayant ces points pour 
sommets, circonscrits aux deux quadriques, touchent ces quadriques U 
long de coniques, dont celle située sur la premiére quadrique est inscrite 
polairement á celle située sur la deuxiěme quadrique. 

Théorěme duel du théorěme n° VIII: 
Si, de deux quadriques f et g, la quadrique f est inscrite polairement 

au lieu géométrique des points tels que les cónes, ayant ces points pour 
sommets, circonscrits a ces deux quadriques, touchent ces quadriques le long 
de coniques telles que celle située sur f est polairement inscrite a celle située 
sur g, la relation á@ == |^4ťi|J[0|jBtJ|jBz7J = 0 a lieu, et réciproquement. 
En ce cas la quadrique g est inscrite polairement au lieu géométrique des 
points tels que les cónes, ayant ces points pour sommets, circonscrits a ces 
deux quadriques, touchent xes quadriques le long de coniques telles que 
celle située sur g est inscrite polairement a celle située sur f, et réci
proquement. 

Théorěme duel au théorěme n° IX: 
Si pour deux quadriques fetg,ona&^=Q,la quadrique / a une infinité 

de tetraédres polaires tels que les cónes circonscrits de leurs sommets aux 
deux quadriques touchent ces quadriques le long de coniques telles que celle 
située sur f est inscrite polairement a celle située sur g. Les sommets de ces 
tetra&dres polaires se trouvent sur la quadrique 

Š ' ^ \AV\BV\BV\XM\ « 0. 

La quadrique g a une infinité de tetraédres polaires, tels que les cónes circon
scrits de leurs sommets aux deux quadriques touchent celles-ci le long de 
coniques telles que celle située sur g est inscrite polairement a celle située 
sur /. Les sommets de ces tetraédres polaires se trouvent sur la quadrique 

•'Š^\Atí\A„\Btí\z&\=0.-* :• \ 
Théorěme duel du théorěme n° X: 
Le lieu géométrique de points tels que les cónes ayant ces points poyur 

sommets, circonscrits aux quadriques f,g> h sont tangents á ces quadriques 
le lóng de coniques telles.que chacuneest inscrite polairement au lieu géorné-
trique des points tels que leé couples de tangentes menées de ces points aux 
deux autres coniques sont conjuguěš harmoniques, a pour équation 

P m lAdBtÁÓdx&l - 0. 
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Théorěme duel au théorěme n° XI: 
Si quatre quadriques sont dans une telle position mutuelle que chacune 

ďettes est inscrite polairement au lieu géometrique de points tels que les 
cónes,ayant ces points pour sommets circonscrits aux trois quadriquesr 
touchentces quadriques le long de coniques dont chacune est inscrite polaire
ment au lieu géometrique de points tels que les couples de tangentes, menées 
de ces points aux deux autres coniques, sont conjugués harmoniques, ces 
quatre quadriques sont liées par la relation 

Et inversement. 
Théorěme duel au théorěme n° XII: 
Si pour trois quadriques, ona (9/ r ) = 0, la> quadrique, dont le discri-

minant tangentiel figuře dans deux couches de ce determinant cubique est 
inscrite polairement au lieu géometrique des points tels que les cónes ayánt 
ces points pour sommets, circonscrits aux trois quadriques, touchent ces 
quadriques le long de coniques dont chacune est inscrite polairement au 
lieu géometrique de points tels que les couples de tangentes menées de ces 
points aux deux autres coniques sont conjugués harmoniques, 

Théorěme duel au théorěme n° XIII; 
S'il existe un tetraédre polaire commun a deux quadriques et si les 

plans tangents menés par ses arétes a deux autres quadriques forment des 
couples de pian conjugués harmoniques, ces quatre quadriques sont liées par 
la relation 0A ±= 0, c. a d. le théorěme duel au théorěme n° XI est valable 
pour elks. 

Théorěme duel au théorěme n° XIV: 
- S'il existe, pour trois quadriques prises dans un certain ordre, un 

tetraédre polaire commun aux deux ďentreelleš, dont les arétes sont tangen
tes á la troisiěme quadrique désignée par le numero ďordre r, ces trois 
quadriques sónt liées par la relation @3

(r) = 0, c. a d. les ťhéorěmes dueU 
aux des théorěmes n°* V, VI, XI I sont valables pour ces quadriques. 

Dans ce qui precědé, nous avons trouVé la signification géometri
que de touš les invariants obtenus par Topération (1) appliquée au 
dišcriminant ďune quadrique. Nous avons trouvé les propriétés géomé-
triques de deux, trois et quatre quadriques, pour lesquels ťévanouisse-
ment de ces invariants simultanés est une condition et ňécessaire* et 
suffisante. I^invariánt simultané fondamental est Tinváriant @4, étant 
donné que les autres invariants en déeoulént, comme cas particuliers 
et ti en est de méme de ieňr signification géometrique. 

Pour terminer indiquons encore briěvement comment on peut 
étendř0 lá théorie precedente aux espaces á plus que trois dimensíons. 
Dans ťespace a quatre dimensions, on procědera de la fa£on suivante: 

.;•:; On trouvera les enveioppe$ des hyperplans 0 & ^1^ = 0 dont iea 
• ' • • ' " ' • " l 

r"~ m • • • „ • • . . . - * - - . - ' ; ' 



intersections avec les hyperquadriques correspóndantes sont des quadri-
ques, pour lesquelles Tun des invariants simultanés 0l9 0 2 , 0, @3<r> et 
<94 est égal á zéro. On obtiendra successivement, pour ces enveloppes, 
les équations suivantes: 

KÁaa\aiÁbiÁuiuA = 0, 
\<*tí\1>ií\1>ii\bis\uW\ = °> 

\*iÁaii\hiÁcij\uiuÁ = 0, 

|a«|6«|c«|á«k*^| = 0. •' 
La demiěre de ces équations est la plus generále. En prenant en consi-
dération les conséquences géométriques de la fusion des quadriques 
correspóndantes, on obtiendra comme cas particuliers de cette équation 
les équations précédeňtes avec leur signification géométrique. II suffit 
dónc ďétablir cette équation, c. á d. réquation de 1'enveloppe des 
hyperplans dont les intersections avec les hyperquadriques 

^ š> 5 5 5 

/ == VaťiXÍXJ^0,g== Sb^x^ = Q,h == yc^XiXj = 0, k == ^dtíx^c$ = 0 
1 1 1 1 v 

sont des quadriques dont chacune est circonscrite polairement á la 
surface P des trois autres quadriques. On Tobtient par le procédé 
suivant: En éliminant x5 de Téquation de rhypěrplan a et successivement 
des équations des quadriques /, gr, h et k, on aura des équations 

4 4 4 4 

i 1 i r 

quišont les équations des projections du sommet 05 des quadriques dJin-
tersections dans ťhyperplan #5 = 0. Comme ici, encore, il s'agit ďune 
propriété projéctive de ces quadriques, il suffit de lier par la condition 
@4 = 0 les projections de ces quadriques dans Ťhyperplan x5 = 0, c. á d. 
de poser 

<94-|ať#tí|y«l<y = o. 
En développant le determinant cubique du premiér membre de cette 
équation et en 1'ordonnant par rapport aux éléments uifi on aura réqua
tion 

P 4 == ^Kui/U4Uj == 0; Kuij ~ Kuji. 
. .ÍJ-I '- :

t *, ' 
Cette équation est le développement d'un determinant cubique dti 
cinquiéme degré par rapport a la couche aux éléments u4ufi doně on pout 
écriré 

P4 s |adM%l^iK%i = 0. 

m ' 



Pour qué rhyperquadrique h —^e^x^ = 0 soit circonscrite polaire 
i 

ment á Thyperquadrique P4, on doit avoir 
®5 =3 ia«|6«|cw|iw|ew| = 0. 

Par un raisonnement analogue á celui fait á propos des quadriques, 
nous arriverons au réšultat: 

Si pour cinq hyperquadriques, On a 0 5 .= 0, chacune ďelles est 
circonscrite polairement a rhyperquadrique P des quatre autres hyper
quadriques et réciproquément. Cela signifie: Si pour cinq hyperquadri
ques on a&5 = 0, chacune de ces hyperquadriques aune infinité de hyper-
pentaédres polaires doni touš les hyperplans, déterminés par quatre som-
mets arbitraires, coupent les quatre autres hyperquadriques en des quadri-
ques qui sont dans une position mutuelle caractérisée par la relation 04 =: 

-= 0, c. a d. pour lestyuelles le théorěme XI a lieu. 
Les autres invariants simultanés des hyperquadriques dans Tespace 

á quatre dimensions avec leurs propriétés géométriques peuvent étre 
obtenus comme cas particuliers de 1'invariant ®5. II y en a six types 
différents. 

Dans Pespace a cinq dimension le point de départ seront les rela-
tions polaires des hyperquadriques de cet espacé aux enveloppes des 
hyperplans ooupant ces hyperquadriques dans les hyperquadriques á 
quatre dimensions pour lesquellés les invariants simultanés, trouvés 
pour Fespace á quatre dimensions, sont égaux a zéro, 

D'une maniěre analogue, on procědera dans les espaces é, trn 
nombre plus élévé de dimensions. Évidemment, cette théorie dévient 
de plus en plus ample a mesure que le nombre de dimensions s'accroit. 

O geometrickom význame určitých simultánnych invariantov 
kuželosečiek a kvadrik. 

(Obsah predchádzajúčoho ělánku.) 

Z invariantu 77 formy n-tého stupňa / s koeficientami a* přibrá
ním dalšej formy n-tého stupňa g s koeficientami b{ diferenciáciou 

1 f)7T 
^ — 6ť dostáváme simultanny invariant foriem/ a g s tým istým mo-

duJom ako u invariantu 77. Opakováním tejto diferenciácie priberaním 
dalších foriem dostáváme dalšie simultánně invarianty, až nakoniec 
vzniká shnultánny invariant lineárny v koeficientech každej formy, 
Předmetdtf přédcházajúcej práce je vyšetrovanie á hradanie geometrie 
Mélid v̂ SÉřaířnu w^ ^okial* fcie je známy — simultánnych invariantov 
získaných týmto postupom z diskriminantov kvadratických foriem 
témámych a kvaternámych.U teraárněj kvadratickej formy jedná sa 

~%fr 



x> rimultánne invarianty 0U 0t a 0Z. Je nájdený obecný geometrický 
význam základného invariantu 09 a je poukázané tiež ako plynů z nebo 
známe geometrické významy invaríantov 0X a 0r V kvaternárnej ^ 
kvadratické] formy systém týchto invaríantov tvoria simultánně in-" 
varianty 0V 6>8,0, <93

(1>, 0J*\ 03<3>, 04. Pre každý z týchto invaríantov 
je nájdená geometrická vlastnost příslušných kvadrik, pre ktorú nulová 
•hodnota tohoto invariantu je jak nutnou tak i dostačujúcou podmien* 
kou. Je poukázané ako zo základného invariantu <94 plynů geometrické 
významy ostatných invaríantov, teda i známe obecné geometrické vý
znamy invariantpv 0l9 0% a tiež doposial' známy speciálny geometrický 
význam invariantu &. V závěre je odvedená geometrická vlastnost zá
kladného invariantu 05 nadkvadrik v Stvotrozmernóm priestore a po
ukázané ako je možné tuto ťeoriu rozšíriť na priestory viacrozmerné. 
V práci sú používané systematicky kubické determinanty. 
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