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ČASOPIS PRO PĚSTOVÁNI MATEMATIKY A FYSIKY 

ČÁST MATEMATICKÁ 

Varieta anolonome immerse in una varieta a con-
nessione affine. 

A* Maxia, Fircmzo. 

(Giunto il 20 giugno 1938.) 

I. Varieta complementari X™, X™, in Ln. 

Premessa. — L'argomento, che avrebbe dovuto essere pubbli-
cato alcuni anni addietro e che perquanto completato e aggiornato 
ritrae le lince di una parte del mio lavoro di laurea. é diviso in due 
parti : 

La prima parte — publicata qui1) — riguarda la determina-
zione delle condizioni di esistenza di due varieta anolonome XJT> 
X™ (m! = n — m) fra loro complementari,2) per le quali siano 
assegnati i tensori di curvatura euleriana, in una varieta curva Xn 

dotata di connessione affine, nei due casi in cui le connessioni in­
terna ed esterna delle due varieta vengano fissate a priori arbitra-
riamcnte o siano quelle subordinate dalla connessione dell'ambiente. 
Si perviene nei due casi a tre gruppi di equazioni le quali si possono 
considerare come una generalizzazione delle equazioni di Hlavatý 
e di quelle di Gauss, Codazzi, Ricci rispettivamente. 

La sostanza del problema non ě nuova. A parte alcuni parti-
colari risultati giá dati dallo Schoutcn (cfr. (1), (3), (5)) e dal Hla­
vatý (cfr. (4), (7^), il problema ě stato trat tato, per quanto in modo 
assai dissimile e da un punto di vista forse alquanto differente, dal 
Dienes (6). La esistenza di tale lavoro, del quale molto tardi ho 
avuto conoscenza, mi ha indotto ad alleggerire di molto la tratta-
zione particolareggiata che in un primo tempo avevo esposto nella 

*) La seconds parte del lavoro: „X1^ inEnaffine" ě in corso di stampa 
nei „ Véstnik Král. České spoL nauk" a Praha. 

*) Uso una denominazione introdotta dal Vranceanu (cfr. (9) pag. 15) 
(i numeri dentro parentesi si riferiscono all'elenco bibliografico) e adottata 
da En. Bortolotti (10) la quale si riferisce al caso in cui la m-direzione della 
X% e la m'-direzione della X% uscenti dai punti di Xn non abbiano direzioni 
in comune. 
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presente nota. Ľat tua le esposizione presenta una foгma semplice 
e organicamente sintetica mercè il continuo uso che si fa in Xn di 
una connessione Лj{ la quale permette di sviluppare contempora-
neamente lo studio delle due varietà XПћ Xn in Xn. Tale connes-
sione mi è stata gentilmcnte suggerita dal Professoг J . A. Schouten. 

AI Prof. Л. A. tSchouten devo la mia gratitudine per i sugge-
riraenti e le utili osseгvazioni di cui mi è stato largo nel rivcdere 
tanto la prima che la seconda parte del presente lavoro. 

üapjюrtutto nel presente lavoro ho cercato di tenermi al sim-
holismo introdotto dallo Schouten e da questi esposto in forma 
definitiva nelľopera (8) alla quale mi sono sovente гiferito. 

1. Geneгalità. Indichinmo eon Ln una vaгietà n-dimensionale. 
riferita a coordinate £* (x, A. //, v, л, p, o\ т •= n -f 1, n + 2. ..., 2n), 
dotata cli una connessione affine di parametri F£д3) e con p Л 
simbolo di derivazione covariante гelativo alla connessione di Ln. 
Definiamo in Ln due varietà anolonome Xn, Xn (m' = n — m) 
fra loro complementari associando a ogni punto f di Ĺn una m-dire-
zione e una w'-direzione fra loro indiţкчidenti determinate dai 
vettori Bx (a, fc, CÎ, d, e, f,g = 1 , 2 , . . . , m), Bн (p, q, r, Ä, t, u, v, w = 

b q 

= m + 1, m Ą- 2, . . ., n) rispettivamente. 
Esprimiamo con Bн (h, i, j , k,l,m = 1,2, . . ., n) uno qualun-

« л 
que dei vettori Bн, Bн e indichiamo con e<, eA i vettoгi fondamentali, 

Ъ q i 

covarianti e controvarianti гispettivamente, relativi al riferimento 
anolonomo che le Bн definiscono in ogni punto di Ln. 

II sistema (h) che comprende, anzi si identifica coi due sistemi 
(a)» (P) pгesi insieme, ci sarà utile peг alleggerire e rendere più 
conciso ľaspetto formale delle espressioni di cui dovr mo fare uso. 

Poniamo 

B"b = ЛЄьBн, Б" = eqB
н, B " = ЄІBH, (1,1) 

a p h 
* P 

dove Єђ, eq sono i vettori fondamentali covarianti nelle due vaгietà 
anolonome, ed indichiamo con B%

н gli elementi гeciproci dei sistemi 
misti Щ nel determinant da e si formato 

Sarà / л , ч 

«й-ж={;г:;i <••*> 
й«=^={.sř;; cз) 

%) Osserviamo ch n i param tri d ll conn ssioni ch introdurr mo 
mett r mo a sinistra, anzicnè a de tra, ľindic di d rivazion (cfr. (8) 
pag. 76, nota). 
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e quindi. posto 
Bl = ß"aJЯ. (Ą~BГ9ßl> (1,4) 

Bì + Cl = Å\. 1. 5) 

lndichiamo eon vtv.w i vettori di Ln, X™, X™. e limitiamoci ad 
osseгvare ehe le relazioni fra le componenti dei detti vettori nei 
sistemi (*). (A), (a), (p) si possono esprimere tutte, nel modo lюn 
noto e del resto immediato, per mezzo dei sistemi B, C introdotti. 
Гosì. se indichiamo, come sempre faremo, con (df)в, (d£)*> le compo-
nenti di uno spostamento infinitesimo ehe giace in Xn, X™ rispet-
tivamente. ricaveremo per essi le relazioni 

df« = JK(df)«f df* = 2Ç(dř)>. (1, «) 
(df)« = БSdř\ ( d f ) ^ Л ? d f \ (1,7) 

mentre per uno spostamento generico df di Ln si avrà: 

df» = B*a (df)« + B; (df)v = Щ(df)». ( ] . 8 ) 

Le (1, 7), che naturalmente son dei pfaffiani qualunque. si prestano 
molto bene, come se fossero dei veri e propri differenziali, per 
formare i differenziali assoluti ed esprimere îe leggi di tra porto 
infinitesimo delle vaгie connessioni che ora intгodurremo. Se poi, 
posto peг bгevità 

** - w (1'9) 

alle (1, 7) aggiungiamo gli operatori differenziali 

?ť = B'l P„ (дь = Bí Э„. дч = Bţ Ә„) (1, 10) 
e quindi 

Э ^ ^ Ą Э І (1, 11) 

potгemo far uso in Xn e in Xn dei simboli di derivazione e di 
diffeгenziazione come se si fosse in varietà olonome a parametri 
pure olonomi. 

Aggiungiamo infine che. ove occorra, faremo uso di un nuovo 
riferimento anolonomo (A') espresso dalle formule di traвformazione 

БГ=-ßť-5ľ (l-SH 4=0) (1, 12) 
e dalle inverse 

Щ = B\Щ (1,13) 
COП 

- * * - - * - { . : . - - í <'.'4> 
e con la condizione 

Jţ. == Bţ = 0 e quindi BГę = Bv

ь = 0, (1, 15) 
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indispensable perehè i nuovi riferimenti anolonomi subordinati 
(°')f (P) siono ancora relativi alia X™, Xn rispettivamente. 

In relazione al nuovo riferimento si avrà ad esempio 

dr = B\di, di - Bid*. (1, 16) 

E in générale, preso un qualunque tensore di Ln, ad esempio quello 
di torsione Stf, si avrà: 

ci.-h' wyJih' u..h jyj i h' n/iM n . ,x r>H*h' o . . * / i i n v 
oj'i' — rrj'ïh bji — *-VYA Hjix^nX - - i > j ' » ^ V * (A> 1 7 / 

2. Connessioni e tensori di eurvatura euleriana relativi aile Xt?» 
Xn • Per le varietà Xn. Xn , ni présenta la possibilité di introduire 
quattro connessioni distinte, due |>er ciascuna varietà,4) i cui para-
metri si potranno indicare rispettivamente con 

A%, Aab, Av
qy Av

q. (2, 1) 

La eonnessione Aêt (Av
q) sarà ad esempio una leggc di rappresenta-

zione affine fra gli Em tangent! alla Xn (fra gli Em> tangenti alla 
Xn ) in punti di Ln infinitamente vicini lungo direzioni tangenti 
alla Kn- La detta eonnessione si puô anche dire in terna alla Xn 
(e8terna alla Xn ). Analogamente si dovranno chiamare e s t erna 
alla X™< in terna alla Xn , le connessioni AabyA

v
q. Le connessioni 

(2, 1) peiô, oltre al significato geometrico accennato o all'altro 
équivalente che permette di riguardarle come rappresentazioni 
affini (omografie vettoriali) fra le totalità dei vettori délia Xn 
o délia Xn in punti infinitamente vicini lungo direzioni di Xn 
o di Xn — rappresentazioni espresse analiticamente dai seguenti 
gruppi di formule 

dti* = d ^ + Aab v*> (df )« 

dv* = dv* + Aab «r* (df Y 
( 2 , 2 ) 

ôw* = du>* + A?i w* (d$)c 

ôw*> = dw* + A\\ vfi (df )r 

— sono suscettibili di un'altra note vole interpretazione geometrica: 
le comiessioni e s t erne A^, A% possono riguardarsi quali con­
nessioni t a n g e n z i a l i per la Xn, Xn rispettivamente; mentre le 
connessioni in terne per la Xn e Xn di parametri A% e AP

q sono 
le rispettive connessioni puntua l i . In ait ri termini: la eonnessione 

4) Cfr. (5) pag. 770. 
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A% ad esempio si puô considerare come una legge di rappresenta-
zione proiettiva tra le totalità di En—\ dell* En tangente alla Ln 

uscenti dair Em tangente alla Xn nei punti infinitamente vicini 
xH, x* + Ba(dÇ)a; mentre la connessione puntuale, ad esempio A%, 
puô considerarsi invece come una legge di rappresentazione fra 
un Em e la sua proiezione, fatta parallelamente alla Xn , negli altri, 
nei punti infinitamente vicini' x", x» + BZ(dÇ)a. 

Possiamo notare che le quattro connessioni (2. 1) determi-
nano neU'ambiente Ln una nuova connessione Ajf) avente i para-
metri Ajq, Ajt nulli e che le (2, 2) si possono considerare corne 
ricavate daU'unica legge di trasporto 

'ôuh = du* + Aji u^dçy (2, 3) 

fatta neU'ambiente quando la si applichi a vettori e lungo sposta-
mcnti giacenti in una almeno délie due varietà Xn, Xn. Conside-
rando separatamente i due casi in cui il trasporto (2. 3) si faccia 
lungo direzioni di Xn o di Xn si ha: 

'ôuh = duh + Ah
chub (d|)< + Ah

q tt« (dty (2r 4) 

'àuh = duh + Ah
b u

b {dÇy + Ah
q y* (d{)' (2, 5) 

e da queste e dalle ipotesi 

Aa
Jt =-- Av

Jb - 0 (2, 6) 
segue: 

1° Lungo una direzione di Xn la connessione Aji opera sulle 
componenti ua di un vettore uh di Ln nello stesso modo che opere-
rebbe se il vettore uh appartenesse alla Xn e sulle componenti up 

nello stesso modo che opererebbe se uh appartenesse alla Xn . 
2° Lungo una direzione di Xn la connessione Aji opera sulle 

componenti ua di un vettore uh di Ln nello stesso modo che opere­
rebbe se il vettore uh appartenesse alla Xn e sulle componenti uv 

nello stesso modo che opererebbe se uh appartenesse alla Xn . 
Ciô puô considers rsi come un'interpretazione geometrica délie 

(2, 6). 
In relazione a un nuovo riferimento anolonomo definito dalle 

(1, 12) si avranno per le Aji le formule di trasformazione 

AÏT = BhJ\. Ahji + Bh
k dj. B*. (2, 7) 

§) Devo alla gentilezza del Professor J. A. Schouten un taie suggeri-
mento ed altre importanti osservazioni riguardanti la connessione / l j - la 
quale, come vedremo, permette di dare un aspetto formate semplice e conciso 
allô studio délie varietà anolonome. 
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e da queste in particolare, tenuto conto delle (1, 15), 

A*J.q. = BÏj.*.Ajq (2,8) 

Aj\. = B?pj\.AJb. (2,9) 

Segue che i sistemi Ajq, Ajb si trasformano, rispetto a un cambia-
mento del riferimento anolonomo, come le componenti di un 
tensore e che il loro annullarsi ha conseguentemente significato 
invariante rispetto a siffatte trasformazioni. 

Sempre dalle (2, 7) si ha: 

Aaj'v = Ba'%Aajb + Baa ôj. B%. (2, 10) 

Avr< = BpJ.9q.A
p

Jq + Bv
v bj.B\. (2, 11) 

da ciii segue che in relazione a un qualunque cambiamento del 
riferimento analonomo le connessioni interna ed esterna aile due 
varietà Xn, Xn restano ancora tali. 

Indichiamo con 'jz il simbolo di derivazione covariante relativo 
alia connessione Aji e accanto a questo ne introduciamo un altro, 
*D, il quale opera oon i parametri della connessione delVambiente 
in relazione agli indici della série x} . . ., T e coi parametri Aji dove 
si trovi un indice della série a, . . ., g o p, . . ., w. 

Si avrà ad esempio 

*DjBÏ = djEÏ + Btir;* — E?Alj. (2, 12) 
Le quantità ora scritte, che si comportano corne le componenti di 
un tensore, dànno luogo nelle due varietà Xn, Xn a quattro 
sistemi misti 

*De m = *HaH = ac B*h + B£ r;k—KA\h * (2,13) 
*DcBTq = - *2^* = deBTq + Bttrïx-BÏAl* (2, 14) 
*Dr El = - *UiH = dr Si + Bfb r;k- BT6 AU (2, 15) 
*DrBrq = *Hri* = drBÏ + Bïq

xr;x-BïA!rq (2,16) 
che chiameremo tensori di curvatura euleriana: il primo e Tultimo 
interni o puntuali gli altri due esterni o t&ngenziali. Segue 
facilmente dalle formule che definiscono questi tensori come da 
essi si possano ricavare le corrispondenti connesôioni e anche, corne 
riflulta dalla (2, 12) e dalle successive, la connessione A* avente i 
parametri soddisfacenti le condizioni (2, 6). È quindi indifférente 
assegnare per le varietà Xn, Xn' le connessioni (2, 1) o i relativi 
tensori di curvatura euleriana. 

Nonoetante l'arbitrarietà che finora abbiamo lasciato aile 
connessioni (2, 1), il fatto che le componenti 
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*Heb*Bp

к, Ч-^Bl, *L;b"Bl *H *BÎ (2, 17) 
âҺ non dipendono da A# permette di esprimere in funzione di queste 

componenti i tensori 
m m' 

H-j = B% Ve m (2, i8) L ; X = cQ;a Ve c, (2,20) 
m 
-V----3E.7.-9- (2,19) H-x" = C%VeC: (2,21) 

di cui fa uso Schouten. È facile infatti verificarè che si ha: 
m , m' 

H-f = B?xC,*Hcb' (2, 22) L;x = B%C, *L;b' (2, 24) 
m m' 

L;x = BeX*Lcj' (2,23) Hllï = B,iï,*Hri'. (2,25) 

Inversamente: 

*Hcb'C* = BІЇЩT (2, 26) *Lrb'C, = B LџЛ (2, 28) 
. m m' 

*ЩVB\ = Я ÿ L ; л (2, 27) *H;;VBн

v = < Щ \ \ (2, 29) 

Cioè: mentre dai tensori di curvatura euleriana si possono 
ricavare quelli di Schouten, da questi ultimi non si possono, come 
è del resto naturale nelle nostre ipotesi, ottenere in generale quelli 
di curvatura euleriana, a meno che essi non siano tałi da giacere con 
ľindice v il pгimo e iri terzo nella X™ , il secondo e il quarto nella X%» 
Questa particolare ipotesi però, quando valga, deteгmina le connes-
sioni, interna ed esterna, delle varietà oгa dette le quali risultano 
allora stabilite in modo unico una volta fissati i parametri Гţx 
dellą connessione ambiente. 

3. Tensori di toгsione. A partire da un punto P = (f1, f2, 
. . ., fл) della Ln consideriamo due vettori (spostamenti) infinitesimi 
(df)я, (df )a giacenti in Xm. Siano Q9 R gli estremi di tali vettori. 

Trasportiamo PR lungo PQ e PQ lungo PR per equipollenza rela-
— • — • 

tiva alla connessione interna alla Xn; siano QS9 RT i vettori che si 
hanno alla fine del tгasporto, GH estremi S9T di questi vettori, 
come pure avviene in generale per il caso olonomo, non coincidono, 
ma determinano un vettore (T — Ã) che chiameremo ve t t o r e 
di tors ione della X% relativo ai due elementi PQ9PR. Tale 
vettore però, a differenza deł caso olonomo, non giace in Xn. Es o 
si potrà quindi decompoгre nełle sue componenti tangenziali alle 
ҖГ* *^n rispettivamente. 

Ľannullarsi della componente tangenziale alla Xn dà la nota 
condizione di olonomia' della varietà di Xn. 
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Chiameremo il pentagono infinitesimo PQSTRP c ic lo ele-
m e n t a r e di p r i m a specie.6) 

Si presenta immediata la costruzione di un altro ciclo elemen-
tare relativo alla X™, che chiameremo c ic lo e l e m e n t a r e di se-
conda specie , il cui vettore di chiusura (T — $) darà la torsione 
dełla varietà X™ relativa ai due elementi del ciclo. 

Л questi due cicli se ne potгà aggiungere un terzo, c i c l o 
e l e m e n t a r e di t e r z a spec ie , partendo da due spostamenti 

infinitesimi PQ, PR situati ad esempio il primo sulla X™, il se-

condo sułla X™ e trasportando poi PR in QS per equipollenza 

lungo PQ relativa alla eonnessione esteгna alla X™ e PQ in RT per 

equipollenza Iungo PR relativa alla connessione esterna alla X™-

Si perviene cosi ad un nuovo vettore di chiusura che potrebbe 
ehiamarsi v e t t o r e di t o r s i o n e mista. 

II caleolo effettivo di tale vettore, nel caso dei tre cicli enume-
rati, si può fare direttamente senza difficoltà. ľossiamo però giun-
gere indirettamente al nostro risultato considerando i tre cicli 
suddetti come giacenti in Ln e facendo il trasporto dei vettori 
infinitesimi coi parametri della connessione ЛKІ. 

Si ha allora, eome è noto,7) per il vettore di chiusura (T — $), 
nel sistema (x), 

2'Sď (dÇ)» (d£)\ (3, 1) 
1 2 

dove 
Җi* ҺЛl^) (3,2) 

Passando al sistema anolonomo (Л), ove si tengano presenti le 
formule di trasformazione (2, 7), si ha invece 

2'SЦ* WY W)* ( 3 , 3 ) 
1 2 

dove 
'Sjf = ( - ?[У J5<] + BïЛ{,.,) Bt (3, 4) 

o anche, per le (2, 12). 

Җ A = (Bjt П^ - *DЬ Щ) 1ЃH = Sjih - Bt *Db Bîy (3, 5) 

Le componenti del vettore (T — S) nel caso dei tre cicli infinite-
в) Cfr. Vгanceanu (2). 
7) Cfr. ad esempio (8) pag. 80. 
•) Col simbolo =ь_ mdichiamo che l^eguaglianza vale solo in rif гimento 

a un siвtema olonomo. Cfr. (8) pag. 68. 
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simi si hanno infinc sostitucndo nella (3. 3) al posto di 'SjY* i tensori 

'Scb
h =--Sèik — *H[cb\ (3,6) 

'S;ІҺ = S;ІҺ — *Я ( V^ ( 3 , 7 ) 

'S;b

h = S;ІҺ - 1 (*Li;h — *L;b

h) (3, 8) 

chc potrcmo chiamarc tcnsori di torsionc i n t e r n a alla Kn, in-
t e r n a alla Xҷ, m i s t a rispettivamente.9) 

Fissando ľattenzione su] tensorc di torsione intcrna alla Xn si 
hanno peг esso i due sistcmi di componcnti 

'Sц = SЦ — *H'[cb] (3, 9) 

'Sci
P=Scb

p-*H[cь
P

}. (3, 10) 

Per la (3, 10) si ha anchc, come risulta dalla (3, 4), 

'scb

p = — вp

xд[eв"b] (з, п) 
e il suo annullarsi esprimc, come si eгa detto, la nota condizione 
di olonomia della varietà.10) 

In tale caso, scmpre dalla (3, 4), segue che è 

'Säш = Лa

[cb] (3, 12) 

la condizione di olonomia del sistema (a) nella corrispondcnte 
vaгieià resa olonoma. 

4. Tensori đi curvatura riemanniana. Come pcг il caso olonomo 
si prcscnta naturale гicavare i tcnsori di curvatura relativi alle due 
varietà Xn, Xn col pгocedimento del tгasporto ciclico fatto sccondo 
la legge del paгallclismo di ciascuna delle connessioni dellc due 
varietà. 

Poichè si presentano come possibili tre tipi di cicli elemcntari, 
i cicli di prima, seconda e terza specie, e lungo ciascuno di cssi si 
possono trasportare vettoгi di due specie: vettori di Xn c di X™, 
avremo in complcsso sei tcnsoгi di curvatura riemanniana. 

Indicheremo con 
rjл...a / n . . . p / p . . . a / p . . . p rn...a / n . . . p /* %\ 
•KdcЬ , Яdcq ? ^srb - ^irq , Я>tcb 5 Я>icq {*, 1) 

i tensori di cuгvatura relativi al tгasporto lungo cicli di prima, 
seconda, terza specie, rispettivamente. 

Potremo consideгare i pгimi due e i secondi due come tensori di 
cuгvatura riєmanniana delle conncssioni Лcb, Л\\, Лa

b, Лp

q risj>ct-

•) Queste quantità comprendono i tensori di toгsione dati dal Dien s: 
cfr. (6) pag. 269. 

10) Cfг. ad es. (1) § 4, formula (30). 
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tivamente; ma a differenza di quanto accade per il caso olonomo 
non è possibile esprimere ciascuno di essi per i parametri delle 
corrispondenti connessioni e delle loro derivate. Questo è ďaltra 
parte un inconveniente che è nella natura delle cose. Schouten 
e Hlavatý hanno in parte cercato di rimediarvi sostituendo al 
primo tensore di curvatura 'RüЃ шťe pressione che dipende solo 
dalła connes ione Л% e dal tensore '/%P; ma il nuovo tensore non 
ha più la genesi geometrica caratteristica, in relazione al trasporto 
ciclico. Poichè i tensori a cui si perviene risultano equivalenti, 
quando vi i facciano opportune trasformazioni e sostituzioni. 
a quelli che dà il Diene 11) non crediamo che sia il caso di esporre 
qui gli sviluppi che, in base alla definizione datane, conducono alla 
loro determinazione diretta. 

Osserviamo piuttosto che, come per il caso dei tensori di 
torsione, anche quelli di curvatura si possono ricavaгe da un solo 
sviluppo relativo al trasporto mediante le Лц di un vettore uh di Ln 

u di un ciclo pure di Ln specializzando poi oppoгtunamente il 
ciclo e il vettore ivi trasportato. In questo modo i sei tensori di 
curvatura appaiono quali componenti delľunico tensore 

'RìdЃ = 2Әr* Лj< + 2Л\m Лl
ñi + 2 {'Sÿl - Л[m) . ЛÌІ (4, 2) 

la cui e pres ione si ricava con facilità quando si tenga conto della 
genesi geometrica che lo caratterizza.12) 

Non sarà superfluo notare che, sempгe in conseguenza delle 
(2,6), è 

'Rmv -= 'RЩa = o. (4, 3) 

Per esaurire questo breve cenno sui tensori di curvatura bi ogne-
r bbe ora vedere come essi si presentano nelłe formule di commu-
tazione delle derivate secondo covarianti e dei differenziali assoluti 
relativi alle diversi connessioni. Noi non esporremo i calcołi a cio 
relativi ma daremo senz'altro i risultati del modo come operano 
i tre imboli differenziali 

*D[л*Dch *D[9*Drh *D[9*Dc] (4,4) 

тelativi ai tre cicli introdotti, quando vengano applicati a un ten-
sore T^ъ avente componenti nei tre pazi LП) XПì Xn contem-
poraneamente. Avremo in generale 

l l ) Cfr. (6) pag. 270. 
l i ) Cfr. (8) pag. 110. P г il significato di Æ^ ved. loc. cit. pag. 68. 

l ï l nostro caso è 

***} ~ 'SU ~~~AWY 
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*D1K *Dn *T:hi = - 's-j *DT T*.hi +1 B:I R^* . 
.T"l.i + \ 'R^Tti - i 'R^i1 T*h.i 

dove 
R^xx = 2 (d[v r^x + r**\9\ r^x) (4,6) 

è il tensore di curvatura riemanniana relativo alia connessione .T^ 
e al sistema («). 

Dalle (4, 5) si possono ricavare come caso particolare le for­
mule relative agli operatori differenziali (4, 4). 

5. Condizioni di integrabilità. Prima forma del teorema di e 
sistenza. Passiamo ora aU'argomento più importante di questa 
prima parte che è quello riguardante la determinazione delle con­
dizioni sotto le quali è possibile fissare in Ln le due varietà pseudo-
normali Xn e X™ quando siano dati a priori le connessioni delle 
due varietà e i relativi tensori di curvatura euleriana. Siccome l'esi-
stenza delle due varietà è legata a quella dei sistemi B%, B*q i quali 
soddisfano le relazioni 

*DeBl=*Hei" *DrB*b=-*Lri* 

*DeB*9 = — *L^* *DrB* = *Hri*
 K *' 

bisognerà anzitutto procurarci le condizioni di integrabilità delle 
(5, 1) riguardate come equazioni nelle funzioni incognite B*(Ç), 

my 
Usando la derivazione covariante si ha, per teoremi noti, che 

dovranno essere soddisfatte o identicamente o in forza delle (5, 1) 
stesse, le condizioni seguenti 

*D{d*He]b* = *Dld*De]B*b 

-*Dld*Le]q* = *Did*De]B* 

-*Dl,*L;]b* = *Dl,*Dr]B*b 

*D{,*Hr]q* = *Dí,*Dr]B* 

*D, *Háx + *D *L;b" = 2*Z)(, *De] B*b 

— *D, *Lii* — *De *H;t* = 2*Dlt *De] B*. 

(6,2) 

(6,3) 

(6,4) 

Tali condizioni pero, tenuto il debito conto delle (4, 5) e della 
identità di facile verifica 

^DrBÏ^^HťBr + ЧťB: (6,5) 

*Dt B"t — * L ^ " Bl + *Я.V" Br

г (6, 6) 

equivalgono alle altre 
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(Л 7) 

(б. 8) 

(5, 9) 

*D[4 *Hф —• — 'Sďi *H;b

я + 'Sďě *L'ti" + \ B'£b R;и'x" — 

— J B* 'R'dei 

— *D[d *Ľt\ą — + 'sje *L " — 'siě *HЦ" + 4 R'ď% R'џH — | 

— ï Rp • 'R'd 

- *D{, *L;ib* - - 'S'ť *Hti" + 's,; ' *Lц" + i B'Ü R-i* -1 
— \ B"a 'R„ť I 

*D{, *H;І," - + 'Sï'*Lx" - '£„•' *Htt" + \ BX Ä;;І" -

— \ Bp 'R;;ť J 

J (*D, *H;І" + *De *L,i") == —'Sк' *H;І" + 's,e' *Lц" + 

+ 2 BtcЪ RУџï ł B>a 'RicЪ 

- \ (*D, *L;ť + * *H;ť) - 'S;ť *L'ť - 'S;Ć' *Hц" + 

+ ł вкq R'v'џ'x — \BP 'R;;Ì 
cho sono lo coшli/.ioni ďintcgrabilità del siatcma (5. 1). Le (5, 7) 
si ţюssono rнccoglioro in un unico grupj)o 

\ BZ R ť - {*D[Л *Hцb

я + 'Sz* *H;b" - - 'Sd;' *Ľtť + 
+ ł Ba 'Rd;ť} BÌ + { - *Dlđ *L;£ - 'Stť *^-" + (5. iü) 

+ 'Sd;
t*Hiť + lB"p'Rdi1

,'}^Bl 

ad esse equivalente e che tiene in certo modo il posto di quelle 
che si sogliono chiamare le equazioni di Hlavatý, relative a una 
varietà .Xm e alla sua varietà anolonoma complementare immerse 
in un Lн. 

In modo analogo si ricavano dalle (5, 8). (5. 9) gli altгi due 
gruppi 

ł B£B;;ІЛ - { - *D{, *L;ІЬ

X + 'Sť *H;І* —'S;;' *Lцж 

+ ЬBX'RÏПBÌ+{*D[9*H;І;—'S„Є*L;;X + '^ (5. п ) 

+ ł Bp 'Rlтq'
p} Bl 

ł BГC Rч\ix = Ц (*D9 *H;Г + *DC *Lsi
x + 'S;;e *Hцx — 

- 'S;;г *Lцx + j Д* '-й;cv
в} в\ + { - } (*D, *L;;X + (5, 12) 

+ *Dc*H',ix - 'S«e *L-X+ 'S;c

l * tç
X+ \в; 'R;-p) вü 

ad esse equivalenti, i quali, assieme alle (5, 10), si possono consi-
derare come una generalizzazione della equazioni di Hlavatý estesa 
alle vaгietà non olonome. 

Evidentemente le (5, 10), (5, 11), (5, 12) possono anche гiunirsi 
in un solo gruppo del quale il primo membгo è semplicemente 
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costituito dalle R;џi". Le (5, 7), (5, 8), (5, 9) si possono anche 
risolvere rispetto a R;џx*. Si ottengono allora riodici gruppi di 
equazione che, quando vi si facciano opportuni sviluppi e sosti-
tuzioni, si possono considerare come cquivalcnti a quelle date rial 
Dienes nel Іavoro già citato (cfr. (6) pag. 278). 

Le conriizioni rii intcgrabilità (5, 10). (5, 11), (5, 12), eonten-
gono aneora in teimini finiti le funzioni incognite Bж

b> Bж

q. Se quinrii 
inriichiamo con Fx eom])Iessivamente tali equazioni, con F2 quelle 
che ria esse si ottengono con rierivazione (covariante) seguita ria 
sostituzione rielle *H%cъ*>—*Lrq

ж, — * Ľ r Ь

ж , *H'rq* alle rierivate 
*Dr Bí *DC Bq, *DrBl *Dr Bq che vi compaiono, con F ? quelle 
che si ottengono rialle F2 eon analoga derivazione e sostituzione 
ecc . . . possiamo enunciare il seguente 

teorema đi esistenza (pгima forma): d a t e le c o n n e s s i o n i 
Лa

cb. ЛrЬ, ЛW, Лrq e i t e n s o г i *HЦ*. * Ł ; І \ *Zři"*, *H;q* con-
d i z i o n e n e c e s s a r i a e s u f f i c i e n t e p e r c h è e s i s t a n o in Ln 

(in cui Г*x s o n o i p a г a m e t r i d e l l a c o n n e s s i o n e ) u n a Xn 

e u n a Xn (da c o n s i d e r a г s i corac v a г i e t à c o m p l e m e n t a r i 
ľ u n a d e l ľ a l t г a ) t a l i c h e a s s e g n a t a a l l a Xn e a l l a Xn' le 
c o n n e s s i o n i .Л^, Лrъ, Лц, Лrq s i a n o *Hcb*9 *Lџ

rъ*, *L'щA, *H'rq* 
i r i s p e t t i v i t e n s o r i d i c u r v a t u r a e u l e r i a n a è che e s i s t a 
un i n t e r o N t a l e che le e q u a z i o n i Fx, F2, . . ., F# n e l l e 
ßъ, Bq s i a n o a l g e b r i c a m e n t e c o m p a t i b i l i e le l o r o solu-
z i o n i s o d d i s f i n o a l le Fy+\. 

Siccome le funzioni incognite sono complessivamente n2, se q 
delle equazioni Fv F2. . . ., Fy sono indipendenti, la soluzione del 
sistcma dipende da n2 — q parametri aгbitrari. 

6. Connessioni subordinat alľambiente. Seconđa forma đel 
teorema đi esistenza. Finora fra la connessione Гџx delľambiente 
e le quattro connessioni Лcb, Лaъ, Лц, Л?q non si è supposta alcuna 
relazione. Est nderemo ora al nostro caso le condizioni di subordi-
nazione che si sogliono dare nel caso olonomo. Precisamente: 
fisseгemo la legge di tгasporto peг equipollenza dei vettori contro-
varianti di Xn e di Xn , il chè basta peг fissaгe le connessioni nelle 
due varietà, mediante le seguenti condizioni analitiche: 

*Dciŕ = B?xVџv« (6, 1) 

^DrV^BKţГvV" (6,2) 

*Dcwv=Bџ

c\Vџvr (6,3) 

*DГWP=BІ;P

ЯVЏW\ (6,4) 
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Tali condizioni di suboгdinazione, delle quali sono ben noti i vari 
significati geometгici, dàrшo luogo alle conseguenze analitiche: 

*нdџв: = *Lrъ*к = *L-J9C: = *ff;/O; = o (6,5) 
che sono equivalenti alle altгe: 

*Hiь' = *Hci'C:\ *LЦ' = *LÏK\ 

. *_*•--*ÍЙ'GCÍ ( 6 , 6 l ) *HГІ'=*HЫ ( 6 ' 6 г ) 

Le condizioni oгa scгitte mostгano subito come si simplifichino le 
formule (2, 22) . . .(2, 29) relative ai tensori di Schouten e come tali 
condizioni concordino con quanto è stato osseгvato alla fine del n. 2. 

Essendo in forza delle (6, 6) 

lib* = Ha'B*\ ,~ 7 v Lij" = L'JeI%\ 

jrb = -L*rb -»t J -"r í = -"rg -»_J 

H'eъ = 

L, 

potгemo scrivere il sistema di equazioni (5, 1) nel modo seguente1 3) 

DCB*Ь = aBÌ ì g DrBÏ, = —L'rьЛBн\ 

De BHq = L'Єq BЄ J Dr Bq = H'Гq _B* J 

con che le relative condizioni di integrabilità (5, 7), (5, 8), (5, 9) di-
vengono 

'Sfa H'eЪ + 'S'dc *Lü + ^BdcЪ BiџX \Ba 'RdcЪ = 

= Bp D[d H'Є]ъ — H{c)ъ\ Ľd\t 
/ o . . « r . . * /«••* EГ* , X _L 1 TЃ^ P * " x 1 ř?x ' J?«»»P 

Odc Ł*eq Ùde - « ( í + í Яdcq -KpџX Y-&P -^dcq = 

= Ba D[d Ľcjq L{c)q\ H'd\e 

/o. .в j_г..* i . / o . . < r . . * i 1 г ? ^ P « . « * 1 P * >!?•••a 

o > McЪ + ò«r ---<.$ " Г І - O f r ò JtíyџX f - O a -Я*r6 = 

= — BP D[9 Lijь —-Ь[r|i| H'9џ 
Z O . . « Г * » * /Ç». .< J_ /» ' x I 1 JЭ*7-Л ! ? . . • * 1 J ? x / D - . . P 
^ t r ---'ctf o«r - " w + ł - O í r í ЯvџX — f - ö p l t « . г = 

= Ba D[9 H'Г\q — ff[Г\i\ Ľ9\e 
fQ..Є J_f..* I / O . . Í Г ••* l 1 D ^ !?•••* 1 Г>* / J ? . . . a 

— O ł C Uéb + ««c -ktf - 2-ö-cб -"r|iA — f - O в -flюft = 

= -J- (Bp D9 H'ci + ffci ff«V* + -BpД?Lü v —~ Ľ9ъ L'dн) 
/ Q . . « r . . * '«••- ř . f x _l_ 1 TЃ**X ł ? " * x i D x ' p - P 
O t e -Ł'«tf o«c - " t í + t--5«cç -"^A f-*->_> ^ л * ^ 

= ' ţ(BaD9Lcq' L'çq' LЦ* + BaD^Hgq' + ff ад' ff_•_* ") 

(6,9) 

(6, Ю) 

(6, 11) 

l f ) Quando valgono la condizioni di subordinazione (6, 1), (6, 2), 
(6, 3), (6, 4) indicheremo senza Tasterisco (*) tan to il simbolo di derivazione 
covariante eome i tensori di curvature euleriana. 

46 



dove ora 
'8'dc = Sď'c 

&8C = &8C Y LCg 

'8'8r = S'8r — H[gr] 

'8'dc = Sdc — H{dc\ 
'8'8C' = 8'gč + g- B'8(' 

'S'8r' = S'8f 

"2" -L/вc 

(6.. 12) 

(6, 13) 

(6, 14) 

Dalle (6, 9) si ricavano le altre equivałenti 
t >...a т>vџXa т>...x , 0 тj . . t т. .a 
•Kdcb = -BdcЪx-KvџX + <-- -"[c|6| -~-Чí]Є 

2D[d.ffiji = i^&x -B^i* — 2'Sď'c B.'ti + 2 ' $ ^ LЦP 

2D[d Ľcjq = Bdcqx R'vџX 2 ' Äďć Liq' + 2 ' #<fê ff tø 
tт>...P т>vџXp т>...к , o r • •« ГT..ÍЬ 
iíđcfl —- Яdcqx-KvџX + -2L/ ф j -"«i]c 

che costituiscono il pr imo gruppo di e q u a z i o n i di Gauss, 
Codazzi, Ricci, g e n e r a l i z z a t e . 

Gli altri due gruppi 

'Birb = Bgrbx Ripi + 2 L[r\i\ H'8jt

 1 

2D[8Lr]b = -B«r6x -Rý/ii + 2 'S'gŤ' Hi£ —2'S'gi L'ti
P 

2D[g Hrjq = Bgrqx Ripi + 2 '/Sif' Z^' 2 '/Sjr' ff ^ 

-n^juA + Z i 2 [ r | f 2 | i . y , ] ( S 
tT>...P pí 
-il'#rí — -°J 

fT>...a T>vnXa T>...X Tj"tTj..a , T . ,t T. .a 
•Ktcb = -0*cJ>x i í^A -«c6 -tt«i + i>ró Líct 

(6, 15) 

(6, 16) 
D8 H'dP + DeLЦ = Bv

8ЄъPR'vџxн — 2 '$ic -ffe&
1, + 2'/% -ž-ч.iP 

D8L'd + DeHiq = — B 8 c q н R'vџ'x —2'S'8'e Liq' -\-2'Sц Hц 
IT ...P T>ITlA.P !?•••* Ţ..Є т..p , TT. .« rт. .p 
-"'ÍCÍ — -°вcíx -"'17.1A -t-/cg -t-/вc ~Г atq •ace 

si ottengono in corrispondenza alle (6, 10), (6, 11). 
La prima delle equazioni (6, 14) è la generalizzazione delľ-

equazione di Gauss già data da Schouten e da Hlavatý.14) Cosî pure 
da Schouten (cfr. bibl. (3)) sono state date le generalizzazioni 
delľequazione di Ricci e di quelle di Codazzi, corrispondenti aЦa 
quarta e alla seconda e terza delle (6, 14). Essendo le (6, 14), (6, 16), 
(6, 16) comprese nelle più gen rali (б, 7), (б, 8), (б, 9) esse saranno 
contenute anche come è naturale, nelle formule già citate del 
Dienes (bibl. (б)). Non faremo precisazioni più particolari sůi citati 
confгonti e concluderemo col seguente 

u ) Cfг. bibl. (1) form. 39, (3) form. 68 (4) form. 8. 
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teorema di esistenza (seconda foгma): dette Fъ complessiva-
mente le equazioni (6, 14), (6, 15), (6, 16); F2, le equazioni che se 
ottengono con derivazioni seguita da eliminazione delle derivate 
DCB

H, DcBq, DrB
x, DrBq mediante le (6, 8); F3 le equazioni che si 

ttengono dalle F2 con ulteriore deгivazione e sostituzione ecc . . . 
abbiamo che: date le connessioni Лa

b, Лrb, Лv

q, Лv

q e i tensori 
Hcb

p, Ľrb
v, Ľcq

a, H'rq
a c o n d i z i o n e n e c e s s a r i a e s u f f i c i e n t e 

p e r c h è e s i ö t a n o i n Ln (in cu i JГЛ s o n o i p a r a m e t r i d e l l a 
c o n n e s s i o n e ) u n a Xn e u n a Xn (da considerarsi una come 
varietà complementare delľaltra) t a l i c h e i n r e l a z i o n e a d esse 
s i a n o Лa

b, Лa

b, Лv

q, Лv

q le c o n n e s s i o n i d i Xn, Xn' s u b o r d i -
n a t e d a l l a c o n n e s s i o n e d l ľ a m b i e n t e , e s i a n o Hcb

p, Lri
P

У 

Lcq

a,Hrq

a i c o r r i s p o n d e n t i t e n s o r i d i c u r v a t u r a eule-
r i a n a , è che e s i s t a u n i n t e r o N t a l e che le e q u a z i o n i FlУ F2, 
. . ., FN s i a n o a l g e b r i c a m e n t e c o m p a t i b i l i n e l l e Bb, Bq, 
e le l o r o s o l u z i o n i s o d d i s f i n o a l l e .Fy+i. 

Se q delle Fг, F2, . . ., FN sono algebricamente indipendenti la 
^oluzione dipende da n2 — q parametri arbitrari. 

Anholonomní variety vnořené do afinního prostoru. 

I. Yariety komplementární X%, Xn' v Ln. 

( O b s a h p ř e d e š l é h o č l á n k u . ) 

V práci jsou určeny nutné a postačující podmínky pro existenci 
dvou anholonomních komplementárních variet X%, Xn (mf = 
= n — m), určených tensory Eulerovy křivosti a vnořených do 
prostoru Xn, v němž je dána afinní konexe. 

Poněvadž vnitřní a vnější konexe komplementárních variet 
Xn, Xn' mohou býti dány libovolně, nebo mohou býti projekcemi 
konexe v Xn (případ v geom. aplikacích důležitý), jsou studovány 
podmínky existence v těchto dvou případech. V každém jsou určeny 
tři skupiny rovnic (viz (5, 10)—(5, 12) a (6, 14)—(6, 16)), které 
jsou zobecněním nutných a postačujících podmínek pro existenci 
Xn, Xn' uveřejněných již dříve Hlavatým resp. Gaussem, Co-
dazzim a Riccim. 
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