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Sur un théoréme de M. Mahler.
Vojtéch Jarnik, Praha.
(Recu le 25 novembre 1938.)

Théoréme. Soit M un corps convexe (fermé et borné) dans
P’espace euclidien & » dimensions, symétrique par rapport au point
o=(0,...,0); soit 274 le volume de M. Soit m > 0 un nombre
entier; pour chaque 7 (1 <7< m) soit p; un nombre premier,
fi = 0 un nombre entler et Lyx) = Ly(xy, . . ., x5) une fonction qui
fait correspondre & chaque systéme (i, ..., z,) des nombres
pi-adiques entiers un nombre pi-adique entier et qui, de plus,
jouit de la propriété suivante: si

Li(x) — Li(y) = 0 (mod pi%i),
on a
Lz —y) =0 (mod p;fi).1)
Supposons enfin que '
AZ=pfh... puim

Alors il existe n nombres rationnels entiers =z, .. ., 2, tels que le
point x = (x4, . . ., Z,) = o soit situé dans M et que

Li(z) = 0 (mod pfi) pour 1 <7< m.
Démonstration. Premier cas:
A > pifi. .. ppfm. (1)

En suivant une méthode de M. Mordell, choisissons un nombre
entier rationnel £ > 0 tel que (¢, p, . . . Pw) = 1 et soit B 'ensemble
de tous les points (2y,/t, . . ., 2yn/t) (y; = nombres entiers ration-
nels) situés dans M. Soit B le nombre des points de ’ensemble B,
donc, d’aprés (1),

B > t*p/s. .. pulm,
1) Cette propriété subsiste, en particulier, pour chaque f; =0, si

| Li(x —y) lpi =1 L‘.(x) —‘Li(?l) lpge
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si t est assez grand. Deux points

2y 2yn) (22 22n 2)
t’ t ] Ve

de B sont comptés dans la méme ,,classe’, sil’'ona pour 1 < k < n,
1<t m

2i = yx (mod ¢), L; (271, cee —ztf) = L; (%—1 e %’) (mod p;fi)

(remarquons que yi/t, zi/t sont des nombres pi-adiques entiers). Le
nombre de toutes les classes étant t"p)r . . . pu/m < B, il existe deux
points (2) de la méme classe. En posant ¢—! (yr — 2z) = 2, on voit
que le point = (2, . . ., x,) satisfait aux conditions du théoréme.
Deuxiéme cas: :
A =p11. . -pmfm.

r > 0 étant un nombre rationnel entier quelconque, soit M,
le corps au volume (1 + 1) 24, provenant du corps M par une
dilatation (au centre o). Il existe donc, d’aprés le premier cas, un
point 2 & coordonnées entiéres, situé dans M, et tel que L;(z®") =
= 0 (mod pifi ). Le corps M étant fermé et borné, il existe un point x
qui apparait une infinité de fois dans la suite ™, 2®, . . . et qui,
par suite, est situé dans M. Ce point z satisfait donc évidemment
aux conditions du théoréme.

Le théoréme démontré ici constitue une généralisation d’un
théoréme de M. Mahler;?) si M est un parallélépipede et si les Li(x)
sont des formes linéaires en z,, .. ., 2, aux coéfficients p;-adiques
entiers, on obtient précisément le théoréme de Mahler.

*
0 jedné vété Mahlerove.
(Obsah piede§lého élanku.)

Obsahem ¢&lanku je zobecnéni jedné Mahlerovy véty o systému
linedrnich forem s koeficienty &asteéné redlnymi, astedné p-adic-
kymi.

2) K. Mahler, Uber Diophantische Approximationen im Gebiete der
p-adischen Zahlen, Jahresber. d. deutschen Mathematikervereinigung 44
(1934), p. 250—255.
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