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KYBERNETIKA CiSLO 2, ROCNIK 5/1969

Prispevok k uréeniu konjugovaného gradientu
v ststaviach automatického riadenia

PavEL KNEPPO

Predkladand prica sa zaoberad prikladom pouZitia metddy citlivosti pre vypotet zloziek
konjugovaného gradientu optimalizatného kritéria. Porovndvaju sa vyhody optimalizatného
postupu ziskané ,,klasickou* gradientovou metédou a metddou konjugovaného gradientu.

UvoD

Velka vyhoda pouZitia gradientovych met6d pre optimaliziciu riadenych sustav spociva
v tom, Ze¢ nie je potrebné podrobne poznaf matematicky model danej sustavy, ale staci poznat
len hodnoty zloZiek gradientu v danych bodoch. Z toho plynie velkd asova tspora.

Kazda optimalizatnd metdda je charakterizovand potrebnou dobou vypoé&tu alebo pri iterad-
nom postupe, poétom iteraénych krokov, potrebnych na dosiahnutie optimalneho stavu. Vie-
obecne je tento pocet zavisly od potiatoénych podmienok a od voIby kroku.

Z hladiska riadenia redlnych procesov su vyhodnejie metddy, ktoré dovoluji dosiahnutie
optimalnej oblasti z danych poéiatoénych podmienok v &0 moZno najkratSom &ase (s najmensim
poitom krokov).

M. R. Hestenes, E. Stiefel [1], R. Fletcher, C. M. Reeves [2], J. W. Daniel [3], L. S. Lasdon,
S. K. Mitter, A. D. Waren [4] a dalsi, popisali metédu konjugovaného gradientu ako metdédu
vhodnt pre rieenie linedrnych sustav a dokézali, Ze v niecktorych pripadoch vedie k vysledkom
rychlej$ie nez ,.klasickd‘‘ gradientovd metoda.

V naSom pripade sa budeme zaoberaf porovnanim obidvoch uvedenych metod pri rieSeni
tlohy optimalizcie sustavy druhého radu.

Predkladand praca sa zaoberd prikladom poaZitia metdédy citlivosti pre vypolet zloziek
konjugovaného gradientu optimalizatného kritéria. Porovnavaju sa vyhody optimalizaéného
postupu ziskaného ,,klasickou* gradientovou metédou a metddou konjugovaného gradientu.

1. VYPOCET ZLOZIEK VEKTORU grad I METODOU CITLIVOSTI

Nech je ststava S opfsand diferencidlnou rovnicou v nasledujicom tvare:

(1.1) SO, xTY kX gy G G 1) =0,
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kde x® — k-td derivdcia vstupného parametra, g; — i-ty parameter ststavy, ¢ — &as,
a dalej o funkcii f sa predpokladd, Ze je to funkcia spojitd a diferencovatelnd podla
parametrov x a ¢; (i = 1,2, ..., n).

Derivovanim diferencidlnej rovnice (1.1) podla parametru ¢, (i=1,2,...,n),
obdrZime systém linedrnych diferencidlnych rovnic v tvare :

of - +
(12) D) oP(t) + . “f 1)45&’ ROEE o oHAt) + .

qﬁi(t) + ¢(t) = —
(i=12..n),

ktory nazyvame systémom rovnic citlivosti, a funkcie @{"(r), #{'"1(1), ..., (1), ...
< @1), ®(t) nazyvame funkcie citlivosti alebo vplyvové koeficienty, ktoré vypoti-
tame rieSenim diferencidlnych rovnic (1.1) a (1.2) [5], [6].
Poutzitie funkeii citlivosti pre (1.1), kde 44, 43, ..., 4, s kon$tantné parametre,
spotiva v najdeni takych hodnét parametrov g; (i = 1,2, ..., n), ktoré minimalizuji
dany funkciondl

T
1) o020 00 = [ A0 5 ) ¥ 0
0

eos 51y - oor @) X(d15 - qu)s ] 2,

kde @ je podintegrdlna funkcia daného funkciondlu, T'je doba procesu prebiehajiiceho
v riadenej sustave.

Zlozky vektoru grad I mézeme pisaf v tvare parcidlnych derivdcii ako

ol 0Q a0 _
(14 o, :j' [a w o0 + 220D () + .+

+ a— dbi(t) + — 45 (t)] de

(i=1, 2,...,n),

kde @) = 9x/dq; st zndme funkcie citlivosti.
Ak napriklad funkciondl (1.3) je tvaru

(1.5) I= f e ) dt,

0

kde podintegrédlna funkcia Q moZe byf napr. Q, = le], Q, = &, ..., ¢ je odchylka



ktord podIa obr. 1 bude nasledujiceho tvaru
(1.6) &(t) = xo(t) — x(1, 4,)
(i=12).
Ak teraz derivujeme vztah (1.6) podla parametru g, (i = 1, 2), obdrZime, Ze

0 0x
9q; 9q; ’

%))

kde pravd strana je opét funkcia citlivosti.

Ox x

gl g & @ %, o,
- blok vyhodnotenia kritéria

H 1. metédou klasického gradientu
Obr. 1. - 2. metédou

Prevedenim parcidlne]j derivdcie vztahu (1.5) podla parametru g, (i = 1, 2) obdrZi-
me hladané zloZky grad I v nasledujicom tvare

ol *9Q
(1.8) o _|"oR 0 4
aq; o O 0g,
(i=1,2).
Zo vztahu (1.4) a (1.8) je vidiet, Ze vypotitat zlozky grad I, vedie teda k vypodtu
funkcii citlivosti. Vhodnd metéda, ktord riedi tito Glohu na analdgovom podita&i
je metéda bodov citlivosti [ 5], [6], ktord je pouZitd i v predkladanej praci.
Ako priklad bola vy$etrovand linedrna sustava S s prenosom tvaru
(1.9) S(p) = ———+
' a;p* + ap+ ag
pricom integrdlne kritérium bolo v tvare integrdlu z absolutnej hodnoty odchylky

tJ.

(1.10) I= J‘:H dt, e = [xo — x| .



160 Podla obr. 1, ktory predstavuje blokové schéma tGlohy znadi: S — sustava, R — refe-
rendny model, MC - model citlivosti [5}, [6], x — vystupnd veliéina zo sustavy,
Xo — vystupnd velitina z referenéného modelu tj. Ziadand veli¢ina, y — vstupnd
veli€ina v tvare jednotkového skoku.
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Obr. 2.

Proces optimalizdcie je uskutoSfiovany zmenou parametrov ¢, ¢, pomocou
modelu citlivosti MC, ktory md v naSom pripade rovnaka Struktiru ako samotnd
sustava S. Na obr. 2 v rovine parametrov q,, 4, s zndzornené trajektdric 4, — Ag
z jednotlivych podiatodnych podmienok pri pohybe do optima klasickou metédou
gradientu.

Pristipme dalej k procesu optimalizdcie pouZitim konjugovaného gradientu.

2. METODA KONJUGOVANEHO GRADIENTU

Ide tu v podstate o ur€iti modifikdciu, ktord aby splnila svoj G&el, musi viest
k progresivnej§iemu vypodtu neZ ako tomu je v pripade klasickej metédy gradientu.

UkdZme si, Ze je moZné zaviest takiito tpravu.



Vseobecny algoritmus pre vypodet konjugovaného gradientu v i + 1 kroku bude
nasledovny [4]

(2.1a) Po= —8o>

(2-1b) Pir1 = —8i+1 + Bibis

kde g, je potiatodnd hodnota parametru, g, = g(q) pre ¢ = q, a
(2.2) Bi = gis19i+1/8:8:

kde skaldrny si¢in g;g; je definovany ako
(2-3) 8.8; =kzlgikgjk .

Podla algoritmu (2.1a,b) je vidiet, Ze novy smer p,,, nebude len zdporne vzaty
gradient —g;. 4, ale bude dopineny o hodnotu suéinu fp;, priom ako vyplyva zo
vztahu (2.2), B, je funkciou aj predchddzajticeho kroku. Znamend to teda, Ze zobrazu-
jaci bod pri prvom kroku péjde po rovnakej trajektorii pre obidva pripady t.j. je
splneny vztah (2.1a) ale pri druhom kroku sa prejavi urditd ,,vdha* st€inu f;p;.

g0

Obr. 3.

Algoritmus (2.1a,b) vysvetluje obr. 3. Pohyb do optima v rovine parametrov g, g,
metédou konjugovaného gradientu je zndzorneny na obr. 4 trajektériami AT — A%,
Riesenie je prevddzané na rovnakom priklade (obr. 1) z rovnakych podiatoénych

podmienok.

161




100 T
% 1}
]
H { ; 7,{?
i ! /
-\ | |
‘ ‘; / ‘:
H ! |
“\\‘ I
o I : Al == *VVT,/\/ :
43 |
: I
0 ’ /.
| 3|
T é
i
0 o 50 100%
Obr. 4.
% \
a
50
@
0 Py 50 B 100%

Obr. 5.
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164 3. POROVNANIE KLASICKEJ A KONJUGOVANEJ METODY
GRADIENTU

V tabulke 1 st zhrnuté vysledky rieSenia. V Tavom stipci 4, — 44 oznaluje prislugné
trajektérie podia obr. 2, t.j. bez konjugovaného gradientu, A% — A¥ oznaluje tra-
jektorie s konjugovanym gradientom. Pravy stipec &selne vyjadruje o kolko %
nastalo zlepSenie & = (N — N*)/N, kde N je poget iterdcii metédou klasického gra-

0.54=——-- e

03

0,2

0.1

Obr. 8.

dientu a N* je podet iterdcii metddou konjugovaného gradientu, k je velkost kroku,
3 je konstanta. Ako ukdzali merania pre nd§ konkrétny pripad, vztah (2.1b) bolo
potrebné doplnit na tvar

(3.) Pivt = —8ir1 + SBip; .

Yo vypoéte sme sa obmedzili na ten pripad, aby rie§enie bolo ukondené za najmensi
pocet iteraénych krokov a dalej aby oscildcie okolo optima neprekrogili oblast
dovolenych oscildcii 5%, (na obr. 2,4 — 7 oznadené krﬁikom). Ako ukazuja merania
naobr. 5, 6, 7, kde z ndhodne zvolenych podiatoénych podmienok v rovine parametrov
gy, 4, bolo realizované riesenie pri réznych hodnotdch 6, vidief napr. na obr. 5
trajektoria ,,a%, Ze pri hodnote & = 0,6 a 6 = 0,8 riefenie bolo nevhodné pre velké
oscildcie okolo optima.

Optimdlna hodnota, ktord efte vyhovuje zadanym podmienkdm je & = 0,5, viz.
obr. 8, kde je grafickd zdvislost poctu iteraénych krokov N na hodnote 4.

Ako je vidiet z tabulky 1, pouZitim konjugovanej metddy gradientu v porovnani
s klasickou metddou &o do po¢tu iteraénych krokov docielime v niektorych pripa-
doch viac ako 50% zlepSenie. Priemernd hodnota zlepSenia ¢ ¢ini 47,7%,.



Tabulka 1.

[
| Trajektéria Podlet iteracii k E) &= (N — N¥[N[%]
N N _ —
i
A, 52 0,0 5.7
| A% 22 0,4
‘ - S S - ,} R
\ A, 18 0.0 55,6
| A3 8 0.4 ’
; I S A o
Ay 22 0,0
’ 27,2
A% 16 | 0,4
! Ay 29 I 0,04 0,0 587
A% 12 ‘! 0,4 ’
I _ — R R
A 19 ‘ 0,0 474
A% 10 | 0,4 ’
— S U __,‘ N SN [— —
‘
Ag 3 } 0,0 39,1
A% 0,4
[ ! I {
ZAVER

V citovanej literatire bola otdzka porovnania metddy klasického a konjugovaného
gradientu rozpracovand podrobne a boli jasne ukdzané vyhody najmi jej Casovej
uspornosti. Predkladand prdca si klddla za ciel prispiet praktickym prikladom k to-
muto porovnaniu. Na rozdiel od citovanych prdc boli k vypoltu pouZité vlastnosti
funkcii citlivosti. Z praktického hladiska je zlepSenie pouZitim konjugovanej metédy
gradientu vyznamnejsie, neZ potreba novych obvodovych prvkov v riadiacej sustave.

(Doslo dila 12. méja 1968.)
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SUMMARY

A Contribution to the Determination of Conjugated Gradient
in Automatic Control Systems

PAvVEL KNEPPO .

The submitted paper deals with an example of the application of the sensitivity
method for the computation of the conjugated gradient components of the optimiza-
tion criterion. The advantages of the optimizing procedure achieved by the “classic”
gradient method and that of the conjugated gradient are compared.

Ing. Pavel Kneppo, Ustav technickej kybernetiky SAV, Dibravskd cesta, Bratislava.
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