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KYBERNETIKA CISLO 2, ROCNIK 3/1967

Stcasna kontrola stability a kvality
impulznej regulacie

PeTER HUDZOVIC

V &lanku sa odvodzuje algoritmus vypoltu sumy kvadratov ekvidiStantnych diskrétnych
hodndt rozdielu ustdlenej a okamzZitej hodnoty regulovanej veli¢iny z funkcie, ktord je modifi-
kovanym z-obrazom tohoto rozdiclu. Sii€asne sa prevadza test stability uzavretého regulaéného
impulzného obvodu podla algebraického kritéria stability v z-rovine.

1. GVOD

Pri navrhu regulaného obvodu sa snaZime popri zaisteni stability o to, aby sa t€inky prechod-
nych procesov v regulaénom obvode zmen§ili na najmensiu moZmi mieru. To znamen4, Ze naim
ciefom je, zaistif touto minimalizdciou, aby sa regulovand veli¢ina po u€inku poruchy dostala
na pévodnu uroveii a pri zmene riadiacej veli¢iny zase na pozadovant novi hodnotu za najkratsi
¢as a s najmen§imi odchylkami.

Splnenie tychto poZiadavkov zaistujeme vhodnou volbou konstant korekéného &lena a tym
i celkového prenosu uzavretého regulacného impulzného obvodu. Chceme, aby sumarne, resp.
integralne kritéria kvality impulznej reguldcie, ktoré su funkciondlom, zahrfiujiicim v sebe dfzku
trvania i velkost regulacnej odchylky, zmen3enej o trvalu regulaéni odchylku, teda rozdiel ustd-
lenej a okamzitej hodnoty regulovanej veliCiny, vykazovali minimum. Do akej miery sme sa pri-
blizili k tomuto minimu, pripadne ktory z prenosov korckéného &lena zaisfuje podla kritéria
minima sumy kvadritov ekvidiStantnych diskrétnych hodndt rozdielu ustilenej a okamZitej
hodnoty regulovanej veli¢iny (dalej len suma kvadrdtov diskrét) optimalnejsi regulaény proces,
na to ndm d4 odpoved vyéislenie sumy v jednotlivych pripadoch.

Casto treba pri analyze regulaéného obvodu, popri uréovant stability, postdit kvalitu regulacie,
&o znamend, prevadzat dve, pomerne pracné ulohy. Pre spojité systémy sa podarilo prof. Nekolné-
mu [1] vyuZzif Routh-Schurovho testu stability tak, Ze redukciou charakteristického mnoho&lena
uzavretého la&ného obvodu sa sid: pripravujii pomocné vysledky, pre pomerne jednodu-
ché vy€islenie kvadratickej regulanej plochy. Jej analbgiou v impulznych sustavdch je suma
kvadratov diskrét, na uréenie ktorej, ako je autorovi zndme, bola vypracovand len jedna metéda,
publikovana v praci [2] a bola prevzatd v knihe [3]. Vypocet sumy kvadritov diskrét podla tejto
metddy nie je spojeny s testom stability. V tomto &ldnku uvedieme takd metddu uréenia sumy
kvadrdtov diskrét, ktord vyuziva koeficientov, ktoré vznikaju pri postupnej redukcii charakte-
ristického polyndmu, podfa algebraického kritéria stability, platného pre prenosy v z-transfor-
macii, uvedeného v pracach [4], [5] a [6].
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2. SUMA KVADRATOV DISKRET

Kvadratickd regulaénd plocha je dand vzfahom
(1) P= J e(r)dt,
0

kde sme oznatili:
2) e(1) = lim x(1) — x(1) .

Ak napi¥eme regulovanu veli€inu x(f) vo forme stupiiovej, alebo diskrétnej funkcie
s posunutym pociatkom, s peridédou vzorkovania T, potom:

(3) efne] =tim x[n,e] = x[n,e] (t=(n+eT; 0£e<1; 0= n)

a vztah pre kvadraticka regulaénd plochu nadobudne tvar

1 o
4) P=T e’[n, ¢] de.
o n=0

Za predpokladu, ze polomer konvergencie R, prislichajici funkeii e[n, €], spliiuje
nerovnost

G R

IIA

1,

potom mdZeme kvadratickd reguladnii plochu vyjadrif pomocou Parsevalovho integ-
rdlu v tvare, platnom pre z-obrazy (vid napr. pracu [3]):

It
(6) P = Tj‘ —1§ E(z, €) E(z"l,a)ﬂds,
o 21 Jr z

pri¢om E(z, ¢) je diskrétny Laplaceov obraz funkcie e[n, ¢] a I' je uzavretd integradnd
drdha, ktora predstavuje jednotkovd kruZnica.

©

(7) E(z, &) =nZ e[ne]z"".

=0
Definujme si sumu kvadritov diskrét, ako funkciu parametra &, takZze:
o
] S(e) =Y. e[n,e] .

u=0Q

Aby suma S(g) bola koneénd, musi funkcia e[n, ] vyhovovat tymto predpokla-
dom:



a) existuje také kladné &islo M < oo, Ze je splnend nerovnost
9) le[ne]] <M (0ge<1; 0Zn);

b) nekonetny rad hodndt e[n, ¢] md limitu, pre ktoru plati
(10) lim e[n, ] = 0.

Pre realizovatelné a stabilné ststavy s tieto predpoklady spinené. Porovnanim
vztahov (4) a (6), méZeme pre sumu S(z) pisat:

(11) S(€)=241n_j(j;. E(z, E)E(;_«x,g)ﬂzf.

Dalej sa zameriame len na diskrétne hodnoty e[n, 0], pre ktoré bude ¢ = 0.
Skrdtene ich budeme oznalovat e[n] a ich obrazy E(z,0) podobne len E(z). Vy-
chodzi vzfah pre uréenie sumy kvadrdtov diskrét S dostaneme z rovnice (11), ak
v nej poloZime ¢ = 0. '

(12) [ E(z)E(l>d—z.
zZ z

_2nj r

3. ODVODENIE ALGORITMU PRE VYPOCET SUMY KVADRATOV
DISKRET

Nech je funkcia E(z) dand v tvare

)

(13) E(z) )"

Suma kvadrdtov diskrét je indiferentnd voci posunu celej funkcie E(z) o k krokov
vpravo (0 < k < ), resp. aj o t krokov vlavo, ak je prvych t hodnét funkcie e(n)
rovnych nule.

Dopliime teda stupeil polynédmu ¢itatela B(z) na hodnotu stupia polynému meno-
vatela A(z), takZe

(14) AE) = Y '
(15) Bz) =¥ bal,

priCom chybajuce koeficienty oboch polynémov nahradime nulami
RozloZme mnoho&len A(z) na stéin korefiovych &initefov:

(16) Az) = asiljl(z - z;).
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178 Za predpokladu, Ze funkcia ¢[n] vyhovuje podmienke (5), bude funkcia E(z)
na celej z-rovine, s vyminkou jednotkového kruhu, reguldrna a pre vietky poly
funkcie E(z), teda pre vietky korene z; polynému A(z) plati, Ze

(17) ‘z‘-‘ < .

Zameiime v rovnici (16) premennti z premennou 1/z:

(18) AG) - an‘ G - z,.>.

Po jednoduchej uprave dostaneme

e A()=[eref=] i (-2)

a kedZe plati rovnica

20) % _ (~1y [Tz,

@ a(l)-Lafl (=),

Zavedme teraz oznacenie:

(22) A(2) = ay 1’[1 (z - Zl)

Z vyrazov (17) a (22) je zrejmé, e vietky korene polynému A(z) leZia mimo jed-
notkového kruhu.
Ak do vyrazu (21) dosadime rovnicu (22), potom

(23) 4 (l> - % 2.

z

Obdobne méZeme pisat aj pre Sitatela B(z) funkcie E(z):
1 4
(24) 5(3)= B,
z z
kde sme si oznacili, podobne ako v rovnici (22)

(25) B(z) = b, f[ (z - zl>

j=1 J

pri¢om z; st korene mnohoélena B(z).




Pomocou vzfahov (23) a (24) mo#no vyjadrif funkciu E(1/z), ktori dostaneme
z vyrazu (13) po zdmene premennej z premennou 1/z:

1 B(z)
26 ) =22
€9 2()- 30
Parsevalov integrdl (12), definujici velkost sumy kvadrdtov diskrét S, prejde po
dosadeni vztahu (13) za E(z) a rovnice (26) za E(1/z) na tvar

@7) _ 1 B(z) B(z) d_z
2nj Ir A(z) A(z) z
Ak si oznacime celkovy prenos riadenia

(2) K(z) = g((—)j

a riadiacu veli¢inu W(z), potom rovnica (3), prepisand do z-obrazov bude:

(29) E(z) = : lim (= — 1) K(2) W(z) ~ K(z) W(z).

Pre pripad, ked riadiacou veli¢inou je jednotkovy skok, méZeme prepisaf rovnicu
(29) takto:

(30) Bz = KWHE) = 6E) =

H(z) z—1

Citatel pravej strany vyrazy (30) sa vzdy d4 vyjadrif v tvare
(31) [K(1) H) — 6()] 2 = BE) (= - 1),
o priamo vyplyva z podmienky (10), ktord md v z-rovine formu
(32) lim(z — 1) (E(z) = 0,

z—=1

takZe z-obraz rozdielu ustédlenej a okamzitej hodnoty regulovanej veliginy pri ¢ = 0,
je
(33) E(z) = =2

Ak porovndme dva tvary (13) a (33), ktoré definuji funkciu E(z), zistime, e

polyném A(z) je charakteristickym mnohodlenom uzavretého reguladného obvodu,
ktory sme vo vztahu (28) oznagili H(z).
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Stabilitu impulzného regulaéného obvodu, charakterizovaného prenosom riadenia

(34) - K(z) = %2
A(z)
budeme posudzovaf podla algebraického kritéria stability, ktoré hovori:
Prenos K(z) je vtedy a len vtedy stabilny a teda polyném s-tého stuptia A(z) md
nuly vovnutri jednotkovej kruZnice vtedy a len vtedy, ked ‘anl < [as|, alebo inak
napisané, ked

(35) at—a;>0

a tu istt vlastnost md aj polyném (s — 1)-ho stupfia:

(36) Laz) = DHE D A :

@7) LA) :zlo g2l

Index ,,1* viavo hore v oznadeni polynému ' A(z) vyjadruje, Ze sa jednd o jeden-
krdt redukovany pdvodny polyném A(z) a rovnaky index maju podobne aj koefi-
cienty 'a; polynému *A(z) v rovnici (37). Podobne teda budeme oznalovat *4(z)
polyném, ktory dostaneme po k-ndsobnej redukcii polynému A(z) a jeho koefi-
cienty budi “a;. Pdvodny polyném A(z) a jeho koeficienty a; budeme v zhode
s tymto oznadenim, aby neprislo k omylu, niekedy pisat aj °A(z) resp. °a;, hlavne
ak pojde o rekurentné vzorce.

Porovnanim koeficientov u najvy$sich mocnin premennej z vo vyrazoch (36)
a (37) dostaneme

(38) aX —aj="a;,_,.

Podmienka (35) bude mat teraz tvar
(39) ta,_, > 0.

Obecne teda mozno povedat, 7¢ polyném A(z) budeme postupne s-krdt redukovat
podla rekurentného vzorca

(40) 4(z) = ‘a,., iA(Z); aq "A(z)

a ak pre koeficienty u najvy$sich mocnin jednotlivych redukovanych polynémov
bude platit

(41) la,_; >0, i=0,1,...,s,

s—i

potom vietky korene mnoho¢lena A(z) lezia vovnitri jednotkovej kruznice.




Paralelne s testom stability, ktory spociva v postupnej redukcii polynému meno-
vatela funkcie E(z), budeme si pripravoval pomocné hodnoty pre urlenie sumy
kvadrétov diskrét tym, Ze budeme redukovat aj polyném &itatela funkcie E(z).

Z rovnice (36) vyplyva, Ze polyném z ' A(z) vznikol linedrnou kombindciou poly-
némov A(z) a A(z) podla vzfahu

(42) z 1A(z2) = a, A(z) — a, A(z),

potom analogicky mézeme linedrnou kombindciou polynémov B(z) a A(z) vytvorit
mnohoclen

(43) z 'B(z) = m[a, B(z) — b, A(2)],
pri¢om hodnotu konstanty m uréime dodato¢ne v priebehu vypodtu.

Po zdmene premennej z premennou 1/z a maljch Gpravdch prejde vyraz (43)
na tvar

(44) 'B(z) = m[a, B(z) — by A(z)] .

Zo vzfahu (43) moZeme vyjadrif polyndm B(z) a podobne si vyjadrime mnohoglen
B(z) zo vztahu (44):

17z, e
(45) B(z) = ;3 |:;1 B(z) + b, A(&)] s
(46) B =1 [i 1B(z) + by A(z)].
a,|.m

Pre upravu vyrazu (27), z ktorého pri urdovani sumy kvadrétov diskrét vychddzame,
potrebujeme poznat sucin

@7 B(z) B) = i

s

[ﬁ 2 B(2) A(z) + 22 Bz) Al2) + b3 AG) Al2) +
m m
+ 1 1B(z) 1 B(z)
m? ‘
Ak v tejto forme vyjadreny stdin polynémov B(z) a B(z) dosadime do é&itatela

integrandu vychodzieho integralu:

1 B(z) B(2) dz

7 “mi? A0 Ae) <
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rozpadne sa tento na Styri zlozky:

1 1
(48) s—Lbo L [1BE)  , Lh L B(z) dz
m al2nj Jp A(z) mal2mjJ, Az) z

b2 1 (dz 1 1 1 B(2) *B(z)

- dz.
a?2njJrz  mPaln ), A(z) A(2) -

Hodnota prvého integrélu je podla Cauchyho vety o sume rezidui rovnd nule,
pretoZe vovnutri jednotkovej kruZnice nem4 integrand ani jeden pél:

1 1B(z) dz =

— = 0.
2mj Jr A(z)

“9)

Druhy integral z vyrazu (48) méZeme po zdmene premennej z za 1/'w upravif tak,
Ze dostaneme

[ UBE)dz _ 1 f MR
0 2 ff; aG) 2 2m 3€ I

Tento tvar sa zhoduje s tvarom prvého integrdlu, ktory je ale rovny nule, a preto
bude aj

i
(51 L {Bad
nj Jr A(z) z
Pre treti integral méZeme hned pisat
) Loy
2nj Jr z

Posledny integrdl vo vyraze (48) sa dd upravif, ako vidno z vysledku v dodatku
k tomuto ¢ldnku, na tvar

1 !B(z) 1}—3'(2) dz = (% — a? 1 'B(z) ' B(z) d_z
3 ¥, A Az) (a5 = a0) o §, TAG) 'A) =

Dosadme za jednotlivé integrdly, ako sme ich tu upravené uviedli v rovniciach
(49), (51), (52) a (53), do vyrazu (48):

(54 S = b3 + 1 al—a; 1 [ 'B(2)'B(z) g.z.
a? m*  a? 2mjJr'A(z)'4(z) =

s s

Konstantu m sme do vypoStu zaviedli preto, aby sme explicitne mohli vyjadrit
velkost prirastku sumy kvadratov diskrét AS po jednom redukénom cykle (jednej
redukecii &itatefa B(z) i menovatela A(z)).




Pozndmka. Prirastkom celkovej sumy kvadrdtov diskrét po jednom redukénom
cykle rozumieme vyraz

1 'B(z) 'B(z) dz 1 *1B(z) 1 B(z) dz

ASi = T T~ T 2 N il A~ N
i Jr (A(z)PA(z) z 2mj JpTA(z) PPA(z) 2
ktory moZno jednoducho vyjadrif pomocou koeficientov polynémov ‘B(z) a 'A(z),
ako vidno z rovnic (57) aZ (60).
Hodnota konstanty, ktord ndm to umoZni, je uréend takto:

(55) m = _\/(af —Lﬁ) s

as
lebo vtedy prejde vyraz (54) na tvar

1 1 1 2
(56) S=-— J,,;(Zl,é@, dz + by
onj [ 'A(z) *Az) =z a?
Pouzitim rovnice (27) upravime vyraz (56) tak, aby bolo moZné vyjadrif prispevky
AS; v kazdom redukénom cykle takto:

1'§ 9B(z) °B(z) dz _ 1 § 'B(z) 'B(z) dz _ °b]

(67 —® T o P — =5
2nj Jr PA(z) °A(z) z 2nj

Az ' A(z) z %
Nulovym indexom sme oznadili neredukované polynoémy a ich koeficienty. Pre

dalSie reduk&né cykly bude:

1 [ 'B(z)'B(z) dz _if{) *B(z) *B(z) dz _ 'b}
2 [ A(2) Y A(z) z 2m Jr2A() 2d(z) 2z el

(58) ,
1 [ *B(z)?B(z) dz _ 1 [ *B(z)°B(z) dz _ *b}
2 Jr?A(2) 24(z) 2 21 §r 2A(z) 3“1’(2) z *a;_, ’

) 1 [ 'B@) ‘B dz_ 1 [ "*'Bz)"*'B(z) dz _ B}

i Jp iA() Ae) 2 2m JrTAR) AR 2 ek

I [ UB(z)*'Bz) dz 1 ﬁ) *B(1)*B(z) dz _ *~'b}
r

2 [ AR T ) 2 i fotAR) AR 2 e

Posledny redukény cyklus bude vyzeraf takto:

s S 3 sp2 sK2
(60) 1§ B BE) sz)fi—z—o=ﬂ;—l-, 9€=33,
2nj Jr *A(z) *A(z) = fadomj Jrz af
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lebo mnoho€leny 4(z) a B(z) st s-tého stupiia a teda po s redukénych cykloch z nich
zostant len absolutne Eleny a teda polynémy *A(z) a *A(z), resp. polynémy *B(z)
a *B(z) st zhodné. Po s + 1 redukéngych krokoch vietky tieto mnohotleny budd
nulové.

S¢itanim vietkych rovnic (57) aZ (60) dostaneme:

1 °B(z) ° B z

o 1 [ OBE)°BE) dz _
onj I %A(z) °A(z) =z

052 1p2 2p2 ip2 s=1p2 sp?

=eat Tyttt D

as Ay as—2 s—i ay do

Integrdl na Javej strane rovnice (61) predstavuje celkovii sumu kvadratov diskrét S,
takZe vysledny vztah je

(62) S=3y 2.
i a5
Pozndmka. Podobnym postupom, akym sme dostali vztah (62) moZno po vynaso-
beni rovnice (54) vyrazom a? a poloenim
1
Via ~ aj]

m =

odvodit jednoduch3i vztah pre urdenie sumy kvadratov diskrét:

18 b2
:4~-Z b} .

a

LN

4. METODIKA VYPOCTU SUMY KVADRATOV DISKRET

Zopakujme si metodiku pri vycislovani sumy kvadrdtov diskrét, ak vychddzame
z funkcie E(z), ktord je diskrétnym Laplaceovym obrazom funkcie e[n], pre ktorit
uréujeme velkost sumy S.

a) Doplnime stupeti &itatela B(z) na hodnotu, akli md menovatel A(z) a chybajice
koeficienty nahradime nulami.

b) Ak je s stupeil polynému A(z), potom podla rovnice

a, 'A(z)

(63) A7) = La‘;‘iA_(Z,)

s-krdt redukujeme menovatela A(z) funkcie E(z).



¢) V kazdom redukénom kroku uréime hodnotu kon§tanty 185

im o= \/(iax“i - IAao)r .

a

(64)

d) Polyndm ¢itatela B(z) funkcie E(z) redukujeme podla vztahu

‘a,'B(z) — 'bo ‘A(z)

z

(65) *1B(z) = 'm

priom pocet redukénych cyklov je opit s.
e) Pre kaZdy redukény krok vy&islime hodnotu:
lbg

i 2
As—i

(66) AS; =
f) Vyslednd hodnota sumy S je siiétom vietkych prispevkov AS;:

(67) S =Y AS.

Pre redukciu polynému B(z) mdZeme okrem varianty prvej, ktort sme prave dokon-
gili, pouZif aj niektord z dalsich troch variant. Druhd a tretia je redukcia zlava
a poslednd, podobne ako prv4, je redukciou sprava. Rozbor tychto variant je v lite-
rature [7].

Podla druhej varianty redukcie &itatela B(z) by sme odvodili, Ze ak s-krdt reduku-
jeme polyném B(z) podla rovnice

i.2 i 2
(@) g = i = W) i) )],
a

s=i

potom celkovd suma S je dand suctom prispevkov AS;, ktoré maju tvar

(69) AS; = =%,
Podobne pri tretej variante bude redukénd rovnica
(70) 1B(z) = i("i‘a—_ig) [faq ‘B(z) — 'by-; "A(2)]
(]
a prispevok k celkovej sume kvadrdtov diskrét S je

-2 by by_; _ ibs2—i.

(1) AS, =200 bs-
‘ag fag_; ‘ag
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Pre posledny, $tyrtd variantu redukcie polynému B(z) plati

(72) i+lB(z) - V/(iasz—i - "a%) ] ‘a, ‘B(z) — by iA(z) )
iay z

Suma kvadrdtov diskrét je dand sictom takto definovanych prispevkov AS;:

by 'by-y b

(73) AS; = 2-

‘agfa,.;  ag

Pracnost, spojend s redukciou oboch polynémov je pre vietky varianty rovnakd.
Jednotlivé varianty sa vSak navzdjom odliSuju spracovanim produktov redukcii.
Nakolko rovnice (6) a (69) su jednoduchsie, ako vztahy (71) a (73), je aj vy&islenic
sumy kvadrdtov diskrét podla prvych dvoch variant pohodlnejSie a preto im ddvame
prednost pred trefou a $tvrtou variantou, ktoré sa okrem toho nehodia pre pripad,
ked md funkcia E(z) v po&iatku pél k-tého rddu. Pri porovnani prvych dvoch variant
vidime, Ze velmi Gasto chyba polynému B(z) nickolko &lenov u najniZ§ich mocnin z,
hlavne absohitny ¢len, ¢im podia prvej varianty bude AS, rovné nule a to hovori
v jej prospech. Inak sa metodika vypodtu podla zbyvajicich variant nemeni.

5. SUMA KVADRATOV DISKRET VYJADRENA FORMOU
DETERMINANTU

Predpokladajme teraz, Ze funkcia E(z) je upravend tak, aby koeficient %a; u najvysiej
mocniny polynému menovatela A(z), ktory je s-tého stupiia, bol rovny jednej.

Do vyrazu (62) dosadme za koeficienty /b, tvary, vytvorené z koeficientov °b;
polynému B(z) a koeficientov 7a;, ktoré dostaneme redukciou polynému A(z), pri
teste stability.

Ak st mnohocleny Citatela i menovatela funkcie E(z) prvého stupiia, potom suma
kvadrdtov diskrét bude dand nasledovne:

(74) S = 1 [b? + b2 — 2%aghybo]
g

V tvare determinantu mo¥no vzfah (74) napisaf takto:
111 a,

75 S =
(73) ‘a, | 2b.by b} + b

Ak budii B(z) a A(z) polynémy druhého stupiia, potom:

. .
(76) S = —['ay(b5 + b} + b3) — 2 ag(boby + biby) -+
o

+ 2(%a, *ap — *ay %ap) bob,] -
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tu, takze

o 0
a a
1 1 0

b

(77) S= i 0 'a, ‘a, I
9o | 2boby 2Aboby + biby) b2 + b + b3 |

Postupnym zvySovanim stupfia oboch polynémov, rozpis redukcie ktorych sa stdva

stdle menej prehladny a preto ho dalej neuvddzame a stcasnym odvodenim tvaru pre

sumu kvadrdtov diskrét pomocou determinantu, prideme k tomu, Ze ak si oznacime:

j
(78) d; = Z bubuss-js
u=0

potom z polynémov B(z) a A(z), ktoré st s-tého stuphia, pricom “a, je rovné jednej,
méZeme urit pomocou rovnice (78) hodnoty konstént d; a redukciou polynému A(z)
pri posudzovani stability podla algebraického kritéria zase hodnoty kocficientov ‘a;,
takZe sumu kvadrdtov diskrét dostaneme pomocou takto uréenych hodnét z deter-
minantu:

Lt ° _, ... %, _, .. PYa au‘
10 ta_, ... tag_; ... la, ta, |
(79) S = :17 0 0 lag_: ... a iao
SN R E : P
0 0 ... 0 LT g STy ‘
2dy 24, .. 2d; .. 2d,  d, |

Ak teda budeme poznaf funkciu E(z, ¢), mdZeme vzfah (79) vyuzit aj na vypolet
kvadratickej regulagnej plochy P:
Majme teda dani funkciu

[Nl
>

B

Nu

0

(80) E(z,e) =* 4 s

aol
=
N—.

i
o

pri¢om pre jednoduchost pifeme namiesto b,(¢) len b;,.
Ak si teraz oznadime

1 J
(81) G =T| Y bubss e de,

ou=0

médZeme na zdklade vztahu, ktory dostaneme spojenim rovnic (4) a (8) pisat

(82) P= Tfls(s) ds

o
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a teda ndhradou koeficientov d; hodnotami konstdnt &; v poslednom riadku determi-
nantu (79) uréime velkost kvadratickej regulagnej plochy zo znalosti koeficientov ‘a;,
ktoré vzniknt pri uplatneni algebraického kritéria stability v z-rovine.

6. PRIKLAD

Na ilustraciu vysledkov, ktoré sme v tomto Eldnku odvodili, vypo&itajme velkost sumy kvas
dratov diskrét pre pripad, ked spojitda sustava s prenosom

2
Sy =
PRI

na vstupe ktorej je tvarovaci ¢len nuitého radu, je regulovand pomocou pogitaca

R, 0) = 22 — 1,13533528z + 0,13533528
- 2% — 0,44687067z — 0,29972965

s krokovym pohonom, ktorého prenos je

1
P(z,0) = —.
z—1

Ak je riadiacim signdlom jednotkovy skok, moéZeme podla rovnice (30), pre funkciu E(z) pisaf:

22 — 0,182629417

E(z) = 0,77335850 . —5— , S .
z% — 1,18262941z + 0,69930616

Redukujme podla rovnic (63) a (65) polynémy Citatela a menovatela funkcie £(z), priCom
z koeficientov ¢itatela vytkneme konStantu [(),7733585]2 = 0,59808337:

04(z) 1,00000000 —1,18262941  0,69930616
) - y
oay 0A(2) 1,00000000 —1,18262941  0,69930616 o, J©0,51097089)/ 1
—%ay %°4(z) | —0,48902011  0,82702002 —0,69930616;
.
214G 0,51097089 —0,35560938 0 O = 0,71482223
A(2) 0,51097089  —0,35560938
TH, a0 L aaci0019s 170604
a, 1 A(z) 0,26109125 —0,18170604 4
o = ,/(0,13464042)/0,51097089
—ta, 'A(z) —0,12645083  0,18170604 Ve f
2 z
774() 0,13464042 0 I = 0,71811090
A2) . 0,13464042

Konstanty m pouzijeme k redukcii polyndmu B(z). Redukciou polynému A(z) sucasne zistime,
Ze sa jedna o stabilny regulainy obvod.
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%, °B(z) 1 —0,18262920

0
% °A(z) | 0 0 0
1/°mz'B@ | 1 ~0,182629020 ©
LB(2) 0,71482223  —0,13054741
‘ag 'B@) | 0,36525335 -—0,06670593
—1by A2 ‘ —0,04642388  0,06670593
1/'m22B@) | 031882047 ©
2B(z) | 0,22895492

Koeficientov u najvy$iej mocniny premennej z v postupne redukovanom charakteristickom
polynéme A(z), kladna hodnota ktorych ndm potvrdzuje stabilitu regulaéného obvodu, spolu
s absolitnymi ¢lenmi v postupne redukovanom polyndéme B(z) pouZijeme na uréenie sumy kvad-
ratov diskrét podla prvej varianty redukcie polynému Citatela funkcie E(z).

§ = 0,59808337 [(

0,13054741\2 0,22895492\2
0,51097089 ) 0,13464042 ’

§ = 1,76858501.

Podla vztahu (78) vypolitame:

dy= 0
dy = —0,18262920
dy = 1,03335340

a spolu s hodnotami koeficientov postupne redukovaného charakteristického mnohoélena uza-
vretého regulaéného obvodu ich dosadime do vyrazu (79), ktory ma pre polynémy druhého
stupiia tvar, uvedeny v (77).

0,59808337 | 1 7(1),;8362(9);; 0’2?2051;
22 — 1 0 0,51097089 —0,3556093
0,13464042 [ 0 —0,36525840  1,03335340

3

§ = 1,76850376 .

Vysledky, ziskané obidvoma spdsobmi sa veImi dobre zhoduji s hodnotou, vypogitanou vyéis-
lenim rezidui integrandu vo vyraze (12).

7. ZAVER

Prinosom metddy, v ¢lanku popisanej, pre analyzu impulznych sastav je zniZenie
pracnosti pri uréovani stability a vypo&te sumy kvadrdtov diskrét, &o je vidiet najmi
pri porovnani druhého spdsobu urdenia sumy (pomocou determinantu) s metédou,
publikovanou v [2} a [3].
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Pomerne jednoduchy algoritmus pre stanovenie hodnoty sumy podfa prvého
sposobu (pomocou redukeie Citatela), moZno dd tejto metdde prileZitost aj pri strojo-
vej syntéze.

DODATOK

DokédZeme platnost rovnice (53) tym, Ze budeme upravovat integrél

1 'B(z) 'B(2) d
§, o

(0-1) h 2mj A(z) Az)

Hodnotu integrdlu (D-1) mdZeme vyjadrit su¢tom rezidui integrandu v péloch,
ktoré obopina integraénd drdha I'. Budu to podfla rovnice (17) vietky korene z,;
mnohodlena A(z). Ak polyném s-tého stuptia 4(z) md obecne k korefiov z,; ndsob-
nosti p;, bude platit :

D-2 A(zg)) =0 pre i =1,2,..,k,
o p
&
(D3) S pi=s.

takZe pouzitim vzorca pre vy¢islenie rezidua v p-ndsobnom poéle zy; moZho vyraz

= S res ,IB(Z) 'B(2)
(D-4) a? [ Az) A(2) L

i=1

vyjadrit v nasledovnej forme:
k. ] dri—t ot I
(D-5) J = >_, **l'k e Yz = zm)’uw .
i=1(p; — [ dz7i! A(2) A2) § L2,
V rovnici (36), podla ktorej redukujeme polyném menovatela A(z)

a,(Az) — ao A(z) i

(D-6) 1A() =

nahradime premennu z premennou 1/2, takZe po tprave dostaneme
(D-7) YA(2) = a, A(z) — ao A(2) .
Z vyrazov (D-6) a (D-7) si mdZeme vyjadrif polynémy A(z) a A(z)

(D-8) A(z) = % [a,2 'A(z) + a, ' A(2)],
a; — 4o
(D-9) A(z) = ;{%{2 [a0z "A(z) + a, ' A(2)].




Dosadme do vztahu (D-5) tvar polynému A(z) z rovnice (D-7)
- 1 -
(D-10) A(z) = = ['Az) + a, A(z)]
as

a vyraz pre J nadobudne tvar

_ 5 1 4Pt ((z — 200)" LB, !
S I T [d { e B = 4(>H
(D-11)

Je zrejmé, Ze ked je spinend rovnica (D-2), plati pre €islo0 < v < p, — 1, Ze

(D-12) [dv A_L__] - [i“, 1
) dz’ "A(z) + ao A(2) |i= 2, dz’ *A(2) |,-.,.

Na dpravu vyrazu (D-11) pouzijeme Leibnizovho vzorca pre derivdciu sadinu
funkeii (z — zo)?"/A(z) . 'B(z) * B(z) a 1/[* A(2) + a, A(z)] a dostaneme:

Vyraz (D-13) je vlastne sadtom rezidui vyjadrend hodnota integrdlu

(D-14) oo L f BB
“omj I A(z) 'A(z)

Upravime tento integrdl tak, Ze pouZijeme substiticiu z = 1/w:

(D-15) J=a ..174; CBw) 'B(w)
“omj JrowlA(w) Aw)

Pre jednoduchsie odvodzovanie dalsich vzfahov si zavedieme oznadenie:
(D-16) C(w) = w "A(w) .
Obecne mdze mat polyndm s-tého stupiia C(w) t korefiov w,; ndsobnosti r;, takze

(D-17) Clwg;) =0 pre j=1,2,..,¢t,

t
(D-18) Yri=s.
i=

191
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Ak pouzijeme vziah (D-16) na vyjadrenie polynému A(w) z rovnice (D-9), potom

(D-19) A(w) = " L}E |:1/T(w) + % C(w)]

a podari sa nam integral (D-15), ktory napiseme vo forme

(D-20) J=a 1 M))dw
‘omi I C(w) dAw)

vyjadrif suétom rezidui vo viacndsobnych péloch integrandu wo;:

(D-21) J = aszl: res [ gg:i Al(;fv‘;)J

i=1

e toei ket R m R AL b ] W

(D-22)

Pomocou rovnice (D-9) upravime vyraz (D-22) na tvar:

(D-23) J=(@ - ao)z - 1),

Lo e o o) et

Ak médme na zreteli vztah (D-17), mbZeme, podobne, ako v rovnici (D-12), pisat

pre0 S pu<sr—1

(D-24) [d%:; Tgfmc(lw) ]w=ww - [ dv:“ IAJ(W):L—WM

lebo vietky derivdcie polynému C(w) v bode wq; aZ do rddu r; — 1 st nulové.
Na zdklade Leibnizovho rozvoja derivacie suéinu dvoch vyrazov (w — w, ) [Cw).
. 'B(w) *B(w) a 1/['A(w) + aola,. C(w)], s reSpektovanim rovnice (D-24), bude:

R Toe e CRRY vy |




Vyraz (D-25) je formou sutu rezidui vyjadrend hodnota integrdlu:

(D-26) J =(al - ag)i_ﬂﬁ de.
2nj I 1A(w) C(w)

Ked z vyrazu (D-16) dosadime za C(w) a sudasne substitaciou w = 1/z sa vrdtime
k pdvodnej premennej z, bude integrdl (D-1) dany tvarom

1B(z) 'B(z) dz

(D-27) J= (- aé)iag o

2mj

¢im sme dokdzali platnost rovnice (53).
(Doslo dna 29. aprila 1966.)
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SUMMARY

Simultaneous Stability and Quality Check of the Pulse Regulation

PetER HUDZOVIC

The present paper deals with the problem of the computation of the sum of squares
of the difference between the stable and the immediate value of the controlled variable
of the pulse control system in equidistant discrete instants (S.Q.D.).

The value of S.Q.D. which characterizes in some sense the quality of the pulse
regulation, is computed together with the algebraic criterion of stability of the con-
trol system.
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In the first part an algorithm for the simple computation of S.Q.D. is given. This
algorithm uses the products of the reduction of the denominator and numerator poly-
noms of the discrete transfer.

It is hoped this algorithm will be of use not only for analysis but also for computer
synthesis of control systems.

An advantageous formula for the calculation of S.Q.D. is given in the second part
of the paper. It again uses the resuits of algebraic criterion of stability and can be
used for the computation of the quadratic control surface, provided the modified
z-transform of the transfer is at our disposal.

Both the types of the computation are demonstrated on an example.

Ing. Peter Hudzovié, Katedra izdcie a r ldcie SVST, Bratislava, Vazovova 1/b.
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