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KYBERNETIKA CIiSLO 2, ROCNIK 3/1967

Syntéza a minimalizace regularnich linedrnich
generatora™®

JOSEF PUZMAN

V préci se studuji vlastnosti jistych matic nad polem dvou prvka definujicich reguldrni linedrni
autonomni automat a struktoru jeho obvodu (zejména systém zpétnych vazeb). Popisuje se
algoritmus sestrojeni t&chto matic k zadanému charakteristickému mneoho€lenu tak, aby pocet
zpétnych vazeb byl co nejmensi.

1. GVvOD

V teorii koneénych automatii, kterd vznikla z potieb analyzy a syntézy diskrétnich
soustav a kterd je jiZ samostatnym odvétvim kybernetiky, byl sice udéldn zna¢ny
kus préce, ale stdle existuje celd Fada nevyfeSenych otdzek a to i v tak izkém oboru
jako je teorie linedrnich kone&nych automat nebo jen linedrnich autonomnich
automati. Cldnek chee proto tuto mezeru &astedné zaplnit popsdnim jedné metody
syntézy a zjednodusent jisté t¥idy t€chto automati.

Aby se &tendf nemusel seznamovat se zdklady algebry logiky a obecnou teorit
koneénych automatil, nebude poukazovdno na Zddné souvislosti s nimi. Pro nage
adely miizeme od podrobného vykladu z hlediska abstraktni teorie automatfi zcela
upustit. Pfipomeneme jen, Ze logickd funkce f(x;, X, ..., X,) je linedrni, lze-li ji
zapsat ve tvaru a;x; @ a,X, ® ... ® a,x,, kde s¢itdni @ je mod 2 definované tab. 1
a konstanty ay, a,, ..., a, nabyvaji hodnot 0 nebo 1. Linedrni automat je pak takovy,
ktery lze popsat jen linedrnimi logickymi funkcemi.

Pro praxi md fadu vyhod: jednak jej lze snadno realizovat zpoZdovacimi obvody
(posuvnym registrem), s¢itackami mod 2 (obvody ,nebo exklusive®, ,,nerovno-
znaénosti*) a konstantami a;, coZ znamend trvalé propojeni (a; = 1) nebo pferuseni
(a; = 0) piislusné v&tve obvodu, a jednak jeho syntéza a analyza se zjednodusi
pouzitim linedrni algebry a algebry mnohoclent.

* Pfedneseno na seminafi Teorie automati potddaném v Liberci ve dnech 24, — 26. bfezna 1966.
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V daliim se budeme vyhradn& zabyvat linedrnimi autonomnimi automaty &ili
linedrnimi generdtory (autonomnimi linedrnimi sekvenénimi obvody, ALSC), coz
jsou automaty bez vstupu, samoCinné generujici néjakou vystupni posloupnost
v zdvislosti jen na vnitfnich stavech. Ty se obecné definujf polem 2 h prvki, kde h je
prvoéislo (v nasem ptipadé £ je pole dvou prvki 0 a 1, nebot 0 vzhledem ke s&itdni
mod 2 a 1 vzhledem k obydejnému ndsobeni tvoii pole), n-rozmérnym vektorovym
prostorem & s prvky [S,], i = 1,2, ...,2" nad polem £ (prostor vnitfnich stavi)

Tabulka 1.

Pravidla séitdni mod 2

a matici [T] n-tého Fddu nad polem & urdujici zdvislost stavu v kaZzdém okamZiku
na stavu v predchozim okamZiku [2]. Existuje-li mimoto ke kaZdému stavu jediny
stav pfedchozi, probihaji vnitfni stavy linedrniho generdtoru cykly obsahujici viechny
stavy; takovy linedrni generdtor se nazyvd reguldrnim na rozdil od singuldrniho
linedrniho generdtoru, ktery miiZe piejit do nékterého stavu z vice stavii pfed-
chozich, ProtoZe v dal§im nebudeme singuldrni linedrni generdtory uvaZovat, vyraz
reguldrni &asto vynechdme.

NezdleZ{-li na struktufe (sledu) vnitfnich stavii v cyklech, lze viechny linedrni
generdtory rozdélit do tfid podle délek jednotlivych cykld. Oznadime-li délky cykla

-

pfirozenymi &isly ky, ks, ..., k,, pfiemz ) k; = 2", pak tfidu linedrnich generdtord
i=1

lze definovat mnoZinou cykli {ki, k,, ..., k,} [1]. V rdmci jedné t¥idy se linedrni
generdtory 1ii jen posloupnosti stavii v cyklech, tj. kddovdnim vnitfnich stavii.

Zv14stni tfidu tvoii tzv. linedrni generdtory maximdlnich posloupnusti (m-posloup-
nosti [1], posloupnosti maximélni délky [5]) definovanou dvojici {1,2" — 1},
jejichZ mnoZina stavil se rozpadd na nulovy cyklus délky 1 (obvod je trvale v nulovém
stavu) a maximdlni cyklus délky 2" — 1 (obvod probihd viechny stavy kromé nulo-
vého). Na vlastnosti maximdlnich posloupnosti bylo poukdzdno jiz diive (v r. 1955
upozornil S. W. Golomb na jejich statistickou strukturu a na moZnosti jejich vyuZiti
jako pseudondhodnych posloupnosti), ale teprve v posledni dobg se tyto posloupnosti
a jejich generdtory studuji soustavnéji zejména v souvislosti s generovdnim cyklickych
kédu [3,4,7,9].



ProtoZe tento struény Gvod neni dostadujici pro toho, kdo se linedrnimi generdtory
podrobnéji nezabyval, probereme v dalsich dvou &dstech n&které vysledky podrobné&ji
(pro lepsi ndzornost na piiklad®). Vlastni syntéze a minimalizaci je pak vénovdna
Cdst 4 a &dsti ndsledujici.

2. STRUKTURNI MATICE LINEARNIHO GENERATORU

Jak je obvyklé [1, 5], budeme realizovat linedrni generdtor n-glennym posuvnym
registrem (1 zpozdovacimi obvody v kaskddg) s uréitym systémem vazeb.

Na obr. 1 je zndzornén pétilenny posuvny registr se 4 zpéinymi vazbami a 3 s¢i-
tatkami mod 2. ProtoZe kaZdy zpoZdovaci obvod mize byt jen ve stavu 0 nebo 1,

Obr. 1. Schéma linedrniho ge-
VYSIUp  neritoru se s¢itatkami mod 2
vné posuvného registru.

jsou jednotlivé stavy celého posuvného registru ddny pétirozmérnym vektorem
(v pofadi zpoidovacich obvodit) [s,, s,, 53, 54, 55], kde s; = 0 nebo 1, pfidem?
celkovy poéet stavii je 2° = 32.

Analyzujme podrobné&ji chovdni obvodu. Z obr. 1 je ihned vidét, Ze pfi po&dtecnim
stavu [0, 0,0,0, 0] zlistane obvod trvale v tomto nulovém stavu, tj. realizuje cyklus
00000 ... Zkusme jiny poCdteéni stav, napf. [0, 0, 0,0, 1] odpovidajici desitkové
jednicee. V ndsledujicim taktu se stav 1 zméni ve stavu 16 [1, 0,0,0, 0], ten piejde
ve stav 24 [1, 1, 0,0, 0], atd., aZ poslednim 31-nim stavem 3 [0, 0, 0, 1, 1] je cyklus
ukonden, nebot obvod se opét dostdvd do stavu 1 (tab. 2). ProtoZe obvod na obr. 1
realizuje dva cykly (nulovy a maximdlni), pfedstavuje linedrni generdtor maximdlni
posloupnosti, ktery pat¥i do tfidy {1, 31}.

Na obr. 1 jsou jednotlivé zpoZdovaci obvody oznadeny jako dvojkové promé&nné s,
aZ 55. Oznacime-li ¢drkou stav v ndsledujicim okamzZiku (taktu), plati pro n4§ ptiklad
tato soustava linedrnich logickych rovnic:

s51=5@ 53D s, D 55,
sy =58,

sy = Sz,

5 = S35

S4
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130 Tabulka 2.
Struktura cyklu maximalni détky
[ ]
|
|

stav sy s, §3 54 Ss Cislo stavu

1
16
24
T 12
{ 22
| 11
| 21
|
|
|
\

Y -]

10
5
18
9
4
2
1 17
| 8
| 20
26
29
‘ 30
31
15
23
27
| 13
6
\ 19
| 25
28
14
‘ 7
3

0
1

1

0
1
0
1
0
0
1

0
0
0
1

0
1
1

1

1

1

0
1
1

0
(]
1
1
1
0
0
0

P e R - N I - T - S Y
N - - T I - R e R R R - - T - ===
B = I =T T S B e - - - T T R R R

O = - O O, O e , O, OO O~ OO —

kterou lze zapsat v maticovém tvaru jako

sy ‘ 101117 s,
sy 10000 sy
sy | = ‘ 01000 |.| s3
s, ‘ 00100 ( Sq
s, | | 00010 | | s,




&ili
[s]=[71.[5].

kde [T] je matice n-tého (v nafem piipadé pdtého) fddu nad polem dvou prvki
0 a 1. Ze stavu [si, sh, S5, 54, S5 ] lze stejnym zpisobem piejit k dalsimu stavu
[st, 55, 8%, 54, 41 - [S"] = [T1[S"] = [T][T][S] = [T]* [S] atd., takZe obecn&
[S¥] = [T]*[S] Za predpokladu existence inverzni matice [T]™' lze z rovnice
[s'] = [T][S] jednoznatn& uréit k danému stavu [S'] stav pfedchozi [S]. Proto
nutnou a postadujici podminkou pro regularitu linedrniho generdtoru daného
matici [T] je rovnost {Tl =1 (obecnd Tll # 0, ale pro determinant nad polem
dvou prvki plati 1T| = 0 nebo 1). Kritérium viak vyZzaduje vy&isleni determinantu,
coZ pro velkd n neni snadné a proto zformulujeme jednodussi provérku reguldrnosti.

Lemma 1. Linedrni generdtor je requldrni tehdy a jen tehdy, obsahuje-li jeho
matice [T jen vzdjemné linedrné nezdvislé sloupce a Fadky, jinpmi slovy, Zddnyp
Fadek nesmi byt nulovy a v matici se nesmi vyskytovat 2 stejné fddky ¢i sloupce.

Dukaz plyne z definice regularity linedrniho generdtoru a z vlastnosti determi-
nantu [6] nad polem dvou prvki.

Viimnéme si podrobn&ji matice [ T]. Je charakterizovdna zejména nenulovou dhlo-
piickou pod hlavni Ghloptickou (sprvky 1;; = 1proi=j+ 1,j=1,2,..,n - 1)
odpovidajici vlastnimu posuvnému registru a systémem prvkd v prvnim Fadku
(tij = ¢o—;j =0 mebo 1, j =1,2,..., n) odpovidajicim zpétnym vazbdm obvodu
(ostatni prvky jsou nulové). Obecné md tedy matice [T tvar (pro typ obvodu na
obr. 1)

| Camt Cuez -o- €1 Co
10 .00

(©) [T]=10 1 .0 o0 |,
0 0 1 0

kde ¢; = 1 znamend zp&tnou vazbu z (n — i)-tého zpoZdovaciho obvodu do prvniho.
Je ihned vidét, Ze pro libovolné prvky ¢; jsou viechny fadky i sloupce vzdjemng
linedrn& nezdvislé s vyjimkou, je-li ¢, = 0, posledniho sloupce (v nékterych p¥ipa-
dech i prvniho Fddku). Budeme-li poZadovat ¢, = 1 (coZ ve schématu pfedstavuje
zavedeni ,,nejlep$i zp&tné vazby z n-tého zpoZdovaciho obvodu do prvniho), bude
podle lemmatu 1 linedrni generdtor dany matici [ T] typu (C) vZdy reguldrni.

Aby nebylo tfeba sestrojovat cely stavovy diagram a hledat délky k; jednotlivych
stavovych cyklfy, stadi YeSit vztahy [S7] = [T]*[S'] pro urtité [S7] a nejmensi k.
Zejména v trividlnim p¥ipadé, je-li [S’] = [0] (nulovy stav), je podminka splnéna
pro k; = 1 a pro kazdé [ T], takZe kaZdy linedrni reguldrni generdtor probihd nulovy
cyklus délky 1. Pro maximalni cyklus (existuje-li pro dané [ T]) musi platit [ T]*"~* =
= [I], kde [I] je jednotkovd matice. Obecng viak zdvisi nejen na matici {T], ale
i na volbé poldtedniho stavu.
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Kromé schématu na obr. 1 se béZné uZivd jesté dalii typ obvodu realizujici linedrni
generdtor: obvod se s¢itatkami mod 2 rozmisténymi uvnit¥ posuvného registru. Pro
na$ piiklad je zndzornén na obr. 2. Neni obtiZné analyzou obvodu si ovéfit jeho
chovdni. PfestoZe se schémata na obr. 1 a 2 od sebe zdsadné 1i3i, pfedstavuji linedrni
generdtor se shodnymi délkami cykld, takZe oba linedrni generdtory patii do téZe
t¥dy {1, 31}.

Zménou schématu se viak ménf i matice [ T]. Jeji tvar je obecng

00 ...0 b

10...05 l
(B) [T}=]01...0b, |,

1_00 .lb,,_l\

kde b; =1 oznaluje zpétnou vazbu z n-tého zpoZdovaciho obvodu do i-tého.
Vsimn&me si, Ze matice typu (B) vznikla z matice typu (C) pieklopenim podle vedlejsi

Obr. 2. Schéma linedrni-
ho generdtoru se séitac-
kami mod 2 uvnitf posuv-
ného registru.

Ghlopritky, takZe stadi mluvit o jediné matici [T] (typu (C) resp. (B)) a o matici
k ni dudlni (typu (B) resp. (C)).

Z analyzy schématu a jeho piisluSné matice vyplyne jejich souvislost. Prvky t;;
matice [ 7] jsou rovny 0 nebo 1 podle toho, neni-li nebo je-li i-ty zpozdovaci obvod
napdjen j-tym zpoZdovacim obvodem, coZ plati i pro obecny linedrni obvod, jak se
Ize snadno plesvédEit soustavou linedrnich logickych rovnic. ProtoZe matice [T]
jednoznaéng definuje strukturu piisluiného obvodu, nazveme ji strukturni. Dile,
protoZe ze strukturni matice [T] lze uréit délky stavovych cykld, tj. mnoZinu
{ky, ks, ..., k,}, charakterizuje matice [ T] pislusnost linedrniho generdtoru ke t¥idé
{ky, kay ooy k)3

3. CHARAKTERISTICKY MNOHOCLEN LINEARNIHO GENERATORU

Zjistit délky cykli ze strukturni matice | T'] neni p¥ili§ snadné. Zkoumdni matice [ T']
lze viak pFevést na zkoumdni jejiho charakteristického mnohodlenu f(X) [1]. Ke
kazdé tvercové matici [ T'] existuje jediny charakteristicky mnoho&len, dany deter-
minantem charakteristické matice X[I] — [T], takZe pro matici nad polem dvou
prvkd je f(X) = XN @ [T]| =X"® a,- 1 X" '@ ... ® ,X @ a,, kde a, =0
nebo 1. Koeficienty a; jsou ddny [6] soudtem viech hlavnich minor@ i-tého Fddu,
tj. souétern viech minorii i-tého fddu soumérné rozloZenych podél hlavni vihlo-
plicky; zejména a,.; = qr (gr je soudet prvkii na hlavni ahlopiidee) a a, = ’T’
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cykli se zavddi D-operdtory a zpoZdovaci mnohoglen F(D) [5]. Je-li n podet zpoz-
dovacich obvodi (2" — podet vnitinich stavii) linedrntho generdtoru, je F(D) n-tého
stupné a (n + 1)-ni symbol vystupni posloupnosti je jednozna&n& ddn aplikaci
zpozdovaciho mnohodlenu F(D) na n predchozich symbolt. Vztah mezi f(X) a F(D)
je ndsledujict: F(D) = D" f(1/D) resp. f(X) = X" F(1/X). Pro nd§ ptiklad (f(X) =
=X°®X*®X*® X ®1) md zpoZdovaci mnohotlen tvar F(D)=1@® D @
@ D® ® D* @ D3, takZe maximalni vystupni posloupnost je 0000111001101111101
00010010101100001 ...

4, SMISENA STRUKTURNI MATICE

Z predchoziho jiz mizeme formulovat Glohu syntézy linedrnich generdtora. Prak-
ticky se miiZe jednat o YeSeni dvou problémii: nalézt linedrni generdtor patfici do
dané tfidy {k,, k5, ..., k,} nebo nalézt linedrni generdtor s danym vystupem. K feSeni
prvniho problému se ihned nabizi algebraické metody pomoci charakteristického
mnoho¢lenu f(X); daliim krokem je konstrukce strukturni matice [ 7], k niZ by byl
f(X) minimalni. Druhy problém vyZaduje bud zaddni viech cykl& vystupni posloup-
nosti nebo zpozdovaciho mnohoé&lenu F(D) (zptisob uréeni F(D) z vystupni posloup-
nosti je v [5]), a protoZe k F(D) jednoznaéné existuje f(X), zbyvd opét zkonstruovat
strukturni matici {7]. Konstrukce strukturni matice ne&ini potiZe v pfipadé matic
typu (B) nebo (C), které viak neddvaji moZnost nalezeni prakticky ,,jednoduchého**
schématu. Abychom zpfesnili posledni termin, zavedme pojem sloZitosti linedrniho
generdtoru.

Podet vnitinich stavi a tedy i pocet zpoZdovacich obvodi je pevné ddn piislusnosti
linedrniho generdtoru k uréité t¥idé piip. mnohollenem F(D). Z obr. 1 a 2 a z matice
typu (B) a (C) je zfejmd loha s¢itatek mod 2: s¢itacky je poticba ke sloudeni dvou
vazeb sméfujicich do téhoZ zpoZdovaciho obvodu, coZ v terminech strukturni matice
znamend, Ze podet s¢itadek mod 2 napt. i-tého zpoZdovaciho obvodu je ddn podtem
nenulovych prvki v i-tém fddku matice [T] zmenSeny o jednitku. Je-li linedrni
generdtor realizovdn posuvnym registrem, je zcela pfirozené volit za miru sloZitosti
potet p viech vazeb (obecné dopfednych a zpétnych) nebo podet séitadek mod 2
(t&ch je nejvyse p — 1). P¥itomnost posuvného registru se ve strukturni matici projevi
jedni¢kovou uhlopfickou pod hlavni uhlopfickou, takZe polet zpétnych vazeb je
ddn podtem viech nenulovych prvkd matice [ T] zmenfenym o n - 1.

ProtoZe strukturni matice uizce souvisi s charakteristickym mnohoclenem f(X),
je vyhodné zavést i sloZitost (délku) p’ mnohoélenu jako podet nenulovych koefi-
cientii a;. V piipad@ strukturni matice typu (B) resp. (C) je p = p'; jak viak uvidime
dile, existuji matice [ T] k f(X) takové, % p < p'.

Uloha spoleénd ob&ma problémiim syntézy je tedy ndsledujici: naléz k danému
f(X) n-tého stupné nad polem 2 prvkd matici n-tého ¥ddu nad tymZ polem takovou,
aby jeji charakteristicky mnohoclen byl identicky s minimdlnim a byl roven f(X)
a aby jeji sloZitost p byla co nejmensi (nebo alespofi, aby p < p).



Zde se nebudeme zabyvat feSenim této obecné ulohy, ale zredukujeme ji na nd-
sledujici: nalézt reguldrni matici [ T] nad polem dvou prvk takovou, aby jeji charak-
teristicky mnohoc¢len byl identicky s minimdlnim a byl snadno vyd&islitelny, aby bylo
mozno dosdhnout p < p’, a piipadné aby matice typu (B) a (C) byly jejim zvld3tnim
ptipadem. Chceme-li dodrZet podminku realizace linedrniho generdtoru posuvnym
registrem se systémem vazeb, pozadujeme nakonec, aby thlopfickové prvky hledané
matice pod hlavni Ghlop¥i¢kou byly jedni¢kové.

Jako jedno z feSeni se zcela pfirozené nabizi zavést ndsledujici matici, kterou
nazveme smiSenou typu (BC).

Definice 1. SmiSend matice [T] typu (BC) n-tého fddu nad polem 2 prvki je
definovdna prvky: t;; = 1proi=j+ 1,j = 1,2, ..,0 — I;t;; = ¢,_j, 1, = bi_y,
i,j=12,...n b,c; = 0nebo 1; t;; = 0 v ostatnich pfipadech, tj. md tvar

Camy Cumz --- € bo
(BC) [T]=]1 o© ... 0 b
0 0 1 by

Uréime jeji charakteristicky mnoho&len f(X): f(X) = I[T] ) X[I]I =X"®
@ X"/l(cn»l ®b-1)®...0 X(El &} bl)@ by ® X"‘zcn~1bn—1 (€] Xnms(cn—1bn—z ®
@ Cyozbot) @ oo @ X(camihy @ €zhs; @ .. @ 01b,,) B C}.Alb1 ®c,-; b, ®

®D.®ch =X"®a, X" '®...®a,X®ag,kdea, ;=Y ¢, ;b,_ ;s ;mod 2,
Jj=0
¢, = b, = Lacy = 0. Nutnd a postadujici podminka pro regularitu matice [T] typu

n—1
(BC) je tedy rovnost ¥ ¢,_;b; = 1 mod 2.
i=0

n—JvJ
UkaZme, Ze matice typu (BC) splfiuje podminku p < p’ (zatim na prikladg).
Opét pouiijeme linedrniho generdtoru daného charakteristickym mnohoclenem
fX)=X"® X*®X*® X ® 1 a budeme hledat smiSenou strukturni matici [T7],
kterd by splilovala definici 1 a jejiz charakteristicky mnohoclen by byl roven f(X).
Tomu vyhovuje napf. matice

101007
10001
01000 |,
00100

| 00010 |

jejiz sloZitost p = 3 < p’ = 4. Pfislu§né schéma linearniho generdtoru je na obr. 3
a od obr. 1 a 2 se li3i men$im podtem s¢itadek mod 2. Je samoziejmé, Ze i tento
generdtor patfi do tiidy {1, 31}, nebof md shodny charakteristicky mnohoclen s obg-
ma piedchozimi a ze stejného diivodu maji viechny tfi obvody stejny vystup.
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ProtoZe smiSend matice bude vychozi k syntéze a k zjednodusSeni poctu zp3tnych
vazeb linedrnich generdtord, zformulujme podrobnéji jeji viastnosti.

Obr. 3. Minimélni schéma
linedrniho generdtoru maxi-
malni posloupnosti ze tiidy
{1,31}.

Yéta 1. a) SmiSend matice [T] typu (BC) nad polem 2 prokii n-tého Fddu je re-
guldrni tehdy a jen tehdy, jestliZe

n=1
Yesb;=1, mod2 (c,=1).
i=0

b) Charakteristicky mnohoclen smiSené matice [T] je identicky's minimdlnim
mnohoclenem a je roven

fX)=X"®a,,®..0aX®uq,
kde

i
Ay—i = Z Cu=jby—iijmod 2,
j=0

pridem? ¢, =b, =1, ¢y = 0.

¢) Preklopenim smiSené matice [T| podle vedlejsi uhlopFicky vznikne dudlni
matice s tym# charakteristickym (a tedy i minimdlnim) mnohoclenem.

Je tfeba dokdzat pouze tvrzeni b). Aby platila rovnost mezi charakteristickym
a minimdlnim mnohodlenem, je nutné a stadi, aby nejvétsi spoleény délitel minor
(n — 1)-niho ¥ddu charakteristické matice [T] @ X[I] byl roven 1 [6]. Statt tedy
nalézt alespoti jeden takovy minor, jehoZ charakteristicky mnoho€len je roven 1
a tim je minor M, ktery je determinantem trojuhelnikové matice (n — 1)-niho Fddu
s jedni¢kami na hlavni uhlopficee, takZe 1 je nejvétsi spolecny délitel a oba mnoho-
Eleny jsou identické.

5. SYNTEZA SMISENE MATICE

Z vlastnosti smiSené strukturni matice [T], zejména z tvaru jejiho charakteristic-
kého mnohotlenu, je jiZ zfejmy zptisob redukce zpétnych vazeb linedrniho generdtoru.
Je-li napt. ¢; = b; = 1 pro n&které i #j a soufasné c, = b; = 0 pro viechna
k #1i, 1+ j, md charakteristicky mnohotlen tvar f(X) = X"® ¢ X' ® b;X’ @
¢b, X7 kde ¢;b; =0 pro i +j < n. Délka charakteristického mnohoglenu
f(X) pro i +j = nje p' = 3, sloZitost strukturni matice [T] je p = 2. S rostou-
cim poétem nenulovych prvki ¢ a b matice [ T] mtZe sice klesat sloZitost p, ale zd-



rovenn stoupd obtiZnost rychlého urdeni charakteristického mnohoélenu. Navic
zjednoduSeni potu zpétnych vazeb vyZaduje feSeni obrdcené tulohy: k danému
mnohoglenu f(X) n-tého stupné nalézt rozloZeni nejmensiho poctu prvki ¢ a b smi-
Sené strukturni matice [T] n-tého Fddu tak, aby jeji charakteristicky mnohoglen
byl totozny s mnohoglenem f(X), jinymi slovy, aby pro koeficienty a mnoho&lenu
f(X) byla splnéna soustava n rovnic (nad polem dvou prvki):

M Y epojbyoirj=a,;mod2, i=12..,n,
i=o

kde ¢, = b, = 1, ¢, = 0, za pfedpokladu, Ze pocet nenulovych prvkii ¢ a b je mini-
malni.

Neni obtiZné nalézt pro danou délku p’ mnohoélenu f(X) nejmensi moznou hod-
notu p strukturni matice, jestlize si uvédomime, Ze p; nenulovych prvkii ¢ a p,
nenulovych prvki b muZe realizovat aZ p, + p, + p;p, koeficientd a mnohoélenu
f(X). Neni v§ak zndma rychld metoda uréeni nejmensi sloZitosti p k libovolnému
mnohodlenu a ani obecné kritérium, zda lze sestrojit matici [T] k f(X) tak, aby
p < p’. Pfesto se pokusime zformulovat n&kolik pravidel, kterd zarudi zmenSeni
nebo alespoti nezvétleni sloZitosti, 1 kdyZ obecng nemusi vést k minimdlnimu tvaru.

Vychdzi se pfimo ze soustavy n rovnic. JestliZe YeSeni probihd jednotlivé rovnice
pro i = 1,2,...,n, pak i-td rovnice (za pfedpokladu ureni prvka b,_,, ¢,., pro
viechna ! < i) md tvar b,_; ® ¢,_; = a,_;, kde a,_; = a,_; nebo a,.; ® 1. Podle
hodnoty koeficientu a,_; mohou tedy nastat dva pfipady: b,.; = c,—; nebo b,_; #
# ¢, ;. Je-li p" malé, pak je zcela pfirozené v prvnim pfipad€ volit b,_; = ¢,_; =0
(je-li a,~; = 1, doslo k realizaci koeficientu a,_; n&€terymi prvky b,_;, ¢,_;, j, k < i;
v opaéném piipadé se sloZitost nem&ni), pro p’ = 6 viak i volba b,_; =¢,_; =1
muiZe vést ke zjednoduSeni, zejména, jestlize b,.; a c,—; spolu s nékterymi prvky
by—j» Cnos J» k > i, realizuji vice nez dva koeficienty a. V druhém pfipadé (pro
b,—; # e,-;) je dvojice prvki neurditd (doasné se voli napf. ¢,_; = 1 # b,_; = 0)
a teprve feSeni dal§ich rovnic ji mZe definitivng urdit. Nazveme tuto dvojici volnou.
Jsou-li vysledkem feSeni prvni az (i — 1)-ni rovnice nékteré volné dvojice, pak i-td
rovnice miize nebo nemusi zdviset na nékteré z nich. Zdvisi-li alespoil na jedné volné
dvojici, pak vhodnym uréenim lze docilit b,.; = ¢,-;; 1 tento piipad vede pro
a,-; = 1 ke zjednoduseni. Je-li nakonec i-td rovnice tvaru c,_; # b,_; a nezdvisld
na Zadné volné dvojici a soudasng a,.; = 0, pak dolo v i-tém kroku k relativnimu
zvétSeni sloZitosti a zdvisi tedy na konedné hodnoté p, zda je mensi nebo vEtSi neZ p'.
Je-li p > p’ a protoZe volbou napf. viech ¢,_; = 1 pro a,_; = 1 dojdeme k rovnici
typu (C), ptiemZ p = p’, pak v celé soustavé rovnic musi existovat alespoii jedind
(napf. j-td) tvaru ¢,..; @ b,_; = 1 zdvisld na n&které volné dvojici, kterd byla urdena
tak, aby ¢,_; = b,—;. JestliZe nyni postupnym opakovdnim feSeni soustavy rovnic
s tim, Ze v poslednich pfipadech urfime voiné dvojice, aby ¢,_; # b,_;, musi mezi
viemi feSenimi existovat alespoii jediné, pro které p < p'.
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Tim jsme dokdzali

Vétu 2. PouZitim ndsledujicich pravidel k soustavé n rovnic (1) nad polem dvou
prokii docilime p < p':

a) Jestlife pfi FeSeni i-té rovnice vyjde c,_; = b,_;, poloZi se ¢,.; = b,_, = 0.

b) Jestlize pri FeSeni i-té rovnice vyjde c,_; # b,_; a soudasné i-td rovnice je
zdvisld alespori na jedné volné dvojici b,_;, ¢,—;,j < i, provede se jeji konecné urceni
tak, aby bylo moZno pouZit pravidla a). Je-li soucasné a,_; = 1, rovnice se oznaci
(napf. *).

¢) Neni-li pouZitelné pravidlo a) nebo b), jsou c,_; # b,_; volnou dvojici.

d) Po vyfeSeni celé soustavy n rovnic s pouZitim pravidel a) aZ c) (zejména je-li
p > p'), zkoumaji se postupné dalsi varianty FeSeni, pocinaje oznacenymi rovnicemi,
volbou volnych dvojic tak, aby k oznadenym rovnicim bylo pouZitelné pravidlo ¢).

n—i

ProtoZe pravidla nezaruduji vSechny moZné varianty rozloZeni prvka b,_;,
¢,-; pro dany charakteristicky mnoho¢len, nemohou zarucit nalezeni vSech mini-
madlnich tvarti nebo vibec nalezeni minimdlniho tvaru (vyluduji ¢,_; = b,_; = 1).
V praktickych piipadech jsou viak pouZitelnd a dosaZené vysledky obvykle vyho-
vuji. Probrdni viech variant by totiZ neimérng prodlouZilo fefeni pro viechny mini-
malni tvary, které prakticky neni t¥eba ani zndt a rychlejsi algoritmus se nepodafilo
nalézt.

PouZijme pravidel ke zjednoduSeni pro nds pfiklad f(X) =X @ X* @ X* @
@ X @ 1. Soustava rovnic m4d tvar:

i

by ® bycy @ bycy @ bye, ® g
bo @ by ® byc3 @ b3c, © bacy

B

by, ®c,=1,

by @by, ®c3 =0,

* b, @ bycs ® byes D, =1,
1

1

JestliZe v oznadené rovnici, zdvisejici na volné dvojici b,, ¢, a by, ¢4, poloZime b, =
= ¢4 = 1 resp. by = ¢, = 1, Ize k ni pouzit pravidla a) a v obou pfipadech vyjde
by = 1. Dalii varianta vznikne volbou b, = b, = 1resp. ¢, = ¢, = 1, kdy b; # ¢,
a z posledni rovnice pro b, = 0 dostaneme ¢, = 1 resp. by = 1. Ve viech &tyfech
piipadech je vysledny tvar stejn& sloZity a je skute¢ng minimdlni (nebot p’ = 4 < 6,
takZe fefeni b; = ¢; = 1 nemiiZe vést k jednodus§imu tvaru).

Ruéni vypodet soustavy n rovnic pro velkd n je nemoZny a pro mald n znaén&
zdlouhavy. Je-li p’ malé (napt. p’ < 6), je rychlejii sestrojit matici [ T'] pfimo podle
metody realizace koeficientl a;, a; a a;4;_, uvedené vyse. ProtoZe je zbytené zapi-
sovat celou matici [ 7], stadl vypsat jen prvni Fddek a n-ty sloupec (tab. 3) se spole¢-
nym okénkem pro b, = ¢, a okénka oznadit pro rychlej¥i orientaci mocninami X.
Do jednotlivych okének ¥ddku b resp. ¢ se pak zapisuji jedni¢ky oznalujici nenulové
prvky b; resp. ¢;. Je-li napf. zapsdn prvek b. pro X’ a c; pro X/, pak tato dvojice



realizuje v mnoho&lenu f(X) koeficienty a; pfi X', a; pfi X/ a a,.;_, pHi X'*/™" 139

v pfipadg, Ze i + j = n; v opadném ptipadé, tj. pro i + j < n realizace nenastdvd.
ProtoZe timto zplsobem vyuZivime jen pravidla a), ¢) a &dste¢nd b), nedojdeme

obecn& k minimdlnimu tvaru. AvSak pro malé p’ lze vZdy probrat viechny varianty

a pro velkd p’ stadl obvykle alespoifi zjednodudeni.

Tabulka 3.
Tabulka pro minimalizaci

Xn—l Xn—Z Xn-S X3 XZ X 1

g I

|
o .'*f[ :

Sestrojime tabulku op&t pro nds piiklad. V tab. 4 je jeden minimdlni tvaru znd-
zorn&n. Nenulové prvky odpovidaji koeficientim pfi X*, X2, X a X° = 1 (nebof
X**175 = X°). Nelze viak zamégnit v tab. 4 prvek ¢, prvkem b,, nebot vysledkem

Tabulka 4.
Minimalizace f(X) = X’ @ X*® X*Q X® 1
x* X3 x* x 1
¢ 1 1 ‘ ‘
e || 1 [ ‘

by byly nenulové koeficienty pfi X*, X2, X**17% =1 a X**275 = X a charakte-
risticky mnohoglen by mél tvar X° @ X* ® X*> @ 1(a; = b; @ c,b, = 0).

Jiny piiklad. Je tfeba zjednodusit linedrni generdtor ze tfidy {1, 255} zadany charak-
teristickym mnohodlenem f(X) = X® @ X° @ X° @ X* @ 1. Generdtor lze snadno

Tabulka 5.
Minimalizace f(X) = X @ X°@ X°@ x°® 1
x7 x5 x5 x* x* x*  x 1
= — e
S RN ’ 1
S N N A B
P |

realizovat osmiclennym registrem se 4 zp&tnymi vazbami, tj. se tfemi s¢itackami
mod 2 (napf. matici typu (C) nebo (B)). Jedno zjednodusené fefeni je v tab. 5
a schéma vyZadujici jen dvou séitadek mod 2 je totoZné se schématem z [7] (str. 151)
nalezeném intuitivng. Kromé& prdvé uvedeného tvaru lze psdt okamZité jeho dudlni
proté&jSek: cg = bs = by = 1.
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Tabulka 6.

Pichled nejkratsich nerozlozitelnych a primitivnich mnohotlent f(X)
a pifslusnych minimalnich smiSenych matic

1

—— -
Stupefi | Poget Nenulové Podet chef
mnoho- Mnohoélen f(X) zpétnych prvky ¢, b stitatek mm’lmal-
Elenu n vazeb matice [T] mod 2 nich

obvodt
2 2 ¢1bo 1 2
3 2 ciby 1 4
cyby i
4 2 cibg i 1 4

| c3bg [

‘ — | ——n

| |

-1 2 by . 4

c3bg i
6 X0x @1 2 ¢1bg 1 4
Xox®1 ¢sbg
7 Yex*e1, 2 ¢3b6 1 4
Xoxte1 c4bg
oxreoxro e cgbsbo
¥exroxrox’e:l csbaby; cshye,
¥*eoxreox*ox ol csbycys eshsb,

8 roxoxreox’e! 3 ceCsba 2 22
Xroxox*eox’e1 cgesbs
*ox'ox*ox’e! ¢qbsby
X¥*oxoxox @1 cqcby
XPox'eox*eox @1 cyezby; eab,bg

9 X x‘e1 2 eabo 1 4

X¥ox'o1 csbo
10 eoxio1 2 c3bg 1 4
o x'®1 eqby
11 ex?@1 2 c2bo 1 4
Mo xo1 cobo |
|




Tabulka 6 (pokracovdni).

Stupeit Podet Nenulové Pocet I,’o,éﬁ,
mnoho- | Mnohoélen f(X) zpétnych | prvky ¢, b sitaek mmvlmal—
¢lenu n ‘ | vazeb matice [T] mod 2 ! nich N
| ! obvodi
| - i | ‘ r
ox ox oxX’e1)| | cobsey; cobyby | |
2 xXlex’ eox* ex’gi 3 | cobgbo 2 12
?oxt ox ox @1 i cgbsbg
ex’ex’ X @1 | crabacis erghrby
Poxoxeox ol ! ¢y2byobo
o ox dx @1 l cgbobo
WP X @x° X1 i cqbgess cobghs
xXBox'eox* ox @1 c1ob3¢1 ¢robsby
WBeox'ex’ oxto1 c1obsby
Peoxoxt ox*ol ¢10bgbg
XPox* ox’ ox*01 ] cgbses; cgbsby
‘X“@ XPoxt @x @1 ¢10babo i
e x @x* @x’@ | Cobyey; Cobiby |
Pex’ext exlel c10Csbs
13 XPox’ext @1 3 clo£8h3 2 60
ox'ex ox @1 cy1bycy; eyybaby |
Box ox @x°01 Cobycy; cobybs |
Box ox® ox*01 C3bge3; Cobghs
Beox?eoxt ox*e1 ¢12b4bg \ {
Pox'ox @x*e1 c11eeby i |
Pox'ox® ox’ol ’ ¢yy¢6by ‘
P x?ox'eox @1 : ¢12¢11b; ‘
Poxex @x @1 Ciababo; ¢120by
MexPox ox°@1 ¢12b7bg
Pox ox* ox @1 eobgcy; Cobghy }
“ox'oxt oxie! cy1e4bs |
Mox'eox’eox*ol 1161003 ‘
“ox oxt @axiel cobgby
“ox'ext ox @1 ¢11babg i
M“Oxex @x @1 ¢12by¢15 €1262b, i
14 xMeoxextox’el 3 ¢13¢12bs 2 | 4
M“oxleox ox*o! ¢y3b3bo
Meox?eox’ oxtel €12€5h;
Moxox® @ x*e! y2C5b,
Mex?eox’ X1 er12babo ‘
“ox ox’ ox’e1 ] cobybg |
] SIS R
15 xox @1[ 2 ¢yby 1 4
e X”@l{ ¢14by
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Tabulka 6 (pokracovdni).

Stupent r Pocet Nenulové Pocet I"o'cetr
mnoho- Mnohoélen f(X) zpétnych prvky ¢, b séitadek mm,”““"
Elenu n vazeb matice [7] | mod2 nich .
I | | obvodl
X x’ex’ @x° ®©1 ¢1o¢ebe
e xex’ @x° @1 ¢10¢obe
ox’ex’ dx @1 ¢1obbg
XY xex’ @x°® @1 ¢13bobo
Y@ xe e x a1 L erabiabo
X xext 0x’ @1 i ¢11¢6b5
6 xoxexex ey 3| ¢11¢10bs 2 32
o xPeox?lox @1 ¢y5€12by
XCoxPext ®@x @1 ¢y5esbs |
eox ox @x @1 Cobrcs; Cobqbs . \
xvox ox’ @ x* @1 cobqcy; cobgby -
}X"’@ e x ox @1 ¢14bgby
xXopx’ ox’ ®@x* @1 cobregs cobaby ‘
17 ex* @1 2 c3bg 1 4
X" x“e1 | ¢iabo ‘
. o ‘
18 x¥ex’ @1 2 ¢1by 1 4
Xt xt@i | cyibg

sloupnosti, jsou v tab. 6 uvedeny viechny tyto generdtory pro n = 2 az 18. Krom¢
n = 8,12, 13, 14 a 16 existuji vZdy nerozlozZitelné a primitivni mnoho¢leny délky 2
realizovatelné jedinou séitatkou mod 2; v ostatnich piipadech bylo nutno probrat
viechny mnohocleny délky 4 a pokusit se o zjednoduseni (p = 3), nebot pro nerozlo-
Zitelné a primitivni mnoho€leny délky 6 nelze dosdhnout p < 4.V tab. 6 jsou uvedeny
jen vysledné minimdlni tvary s poétem potiebnych zpétnych vazeb a s¢itadek mod 2
(vzdy jen jeden z dudlnich), pFislusnou strukturni matici a schéma si &tendf mize
sestrojit sdm.

6. DALSI APLIKACE

Metoda syntézy a minimalizace sice plati obecné, ale pfiklady byly voleny imyslné
jen z oboru linedrnich generdtorfi maximédlnich posloupnosti. Pro daldi aplikace
pouzijeme n&kterych vysledkt z [1].

Je-li mnohoc¢len f(X) nerozloZitelny ale primitivni, realizuje ngjaky linedrni gene-
rétor ze t¥idy {k,, ky, ..., k,}, r > 2, jehoZ pfisluind matice [T] uddvd strukturu




schématu a slozitost. Napf. f(X) = X* @ X* @ X* @ X @ |, ktery je nerozlozi-
telny a neprimitivni, definuje linedrni generdtor ze t¥idy {1, 5, 5, 5}. Je vidét, Ze k jeho
realizaci je potfeba tii s¢itadek mod 2. Minimalizaci Ize v8ak nalézt strukturni ma-
tici [T] s prvky napt. by = ¢; = b, = 1 (schéma na obr. 4) — pocet scitatek mod 2
je roven dvéma.

RozloZitelné mnohodleny jsou sloZit&j$im vyrazem. Je tfeba rozliSovat mezi rozlo-
sitelnymi mnoho&leny, jejichZ soudinitele jsou vzdjemn& nesoudélné (pro ng& plati,

Obr. 4. Minimalni schéma linerni-
ho generdtoru ze t¥idy {], 55, 5}.

7e ptisluiny linedrni generdtor lze realizovat kaskddnim spojenim linedrnich obvodit
odpovidajicich jednotlivym soudinitelim, coZ vidy nemusi vést k minimdlnimu
tvaru) a mezi rozloZitelnymi mnohoéleny se soudélnymi nebo opakujicimi se sou-
Ciniteli.

Uvedme hned dva piiklady. Prvni z nich se tykd zjednoduSeni linedrniho ge-
nerdtoru zadaného charakteristickym mnohotlenem f(X) = (X*@® X* @ X ®1).
(XX eoXXo)=XoX XX ®X*®1, tvofeny soulinem

Obr. 5. Zjednoduseni linearniho generatoru daného rozloZitelnym mnohoélenem a) s pouzitim
kaskddniho spojeni a b) skute¢né minimdlni.

dvou nesoudélnych a nerozloZitelnych mnoho¢lenii. PouZijeme-li pravidla o kaskdd-
nim spojeni, dostaneme linedrni generdtor na obr. 5a. Sestrojenim smifené matice
k mnohollenu X* @ X* ® X>* @ X @ 1 (obr. 4) se polet s¢itadek mod 2 zmensi
na 5. Realizaci mnohotlenu X @ X' @ X° ® X°* @ X®> @ 1 strukturni matici
typu (C) nebo (B) se jeste ddle zmensi polet scitadek mod 2 o jednu. Jeden z mini-
malnich tvari (nebudeme cely postup podrobng popisovat) je na obr. 5b; schéma
vyZaduje dvou stitatek mod 2 a navic je vyjddfeno jinym kaskddnim spojenim
dvou linedrnich generdtorii: f1(X) = = X* + X* + 1 a fo(X) = X° + 1, pficemZ
J(X) = f1(X) foX).
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Druhou tlohou je minimalizace linedrniho generdtoru ze tfidy {1, 1, 2,3, 3, 6}
daného mnohodlenem f(X) =X @ 1)’ (X* @ X0 )=X*0 X’ 0 X ® L. Pi-
vodn& by vyZadoval dv& séitacky mod 2, po minimalizaci (obr. 6) je potfeba jen
jedné a opét struktura obvodu prozrazuje rozklad pivodniho mnohoélenu na
XenXx e

Smi¥end matice [T] méiZe mit i n&které specidlni tvary (kromé& typu (C) a (B)).
Analyzujme matici [ T] s t8mito prvky ca b:c,_, =1, ¢,;=0proj > r, r < n;
byos=1,b,;=0proi>s,r+s=n—d, d>0ab,=1a oznadme ji [T,].
Schéma takto definovaného linedrniho generdtoru md soustfedény sitadky mod 2
pro prvnich r zpozdovacich obvodi vn& posuvného registru (obr. 1), pro poslednich

Obr. 6. Minimalni linedrni genera-
tor ze t¥idy {1, 1,2,3,3, 6},

s zpozdovacich obvodi uvnitt posuvného registru (obr. 2) a (r + 1)-ni az (+ + d)-ty
zpozdovaci obvod neobsahuje zp&tné vazby (protoZe b, = 1, je zarudena regularita
strukturni matice [ T,,] a obvod linedrniho generdtoru je charakteristicky ,,nejdel3i
zpétnou vazbou z n-tého zpoZdovaciho obvodu do prvniho). Snadno dokdZeme

Vétu 3. Charakteristicky mnohoclen matice [T,| je taru f(X) = 1 @
© X £,(X) 15(X), kde fu(X) = X' ® €4 X' @ o @ €ror i XD LLH(X) = X @
@b X' ®R.Ob X®Lr+s+d=nd>0.

K dikazu stadi pouZit vEty 1b) a provést soudin f(X)f(X)=X""'@®
D (a1 Dby )X D . ® (Cpeyis D byge1) X ® 1 s ohledem na definici
prvki matice [7,,].

Véta 3 pak uddvd metodu zjednoduseni linedrniho generdtoru specidlniho typu,
pro néZ je f(X) ® 1 rozloZitelny na X? f(X) f,(X) a p| + p, < p’, kde p} resp. p;
je délka f(X) resp. fo(X) [8]. Jako pt¥iklad poslouzi opét linedrni generdtor dany
mnohodlenemX* @ X* @ X’ @ X @1=10 X(X ® 1) (X* @ 1). Vysledkem jsou
dva minimdlni tvary (zdména f,(X) a f,(X) odpovidd dudlnim tvariim), ale dalsi
dva (obr. 3 a k nému dudlni) nelze takto ziskat, nebot jejich strukturni matice neni
tvaru [ 7,,]. Obeen tedy strukturni matice [ T,,] neposkytuje viechny varianty fesent,
které lze ziskat sestrojenim smiSené matice typu (BC) a dokonce v nékterych pfi-
padech selZe tpln& (napf. f(X) = X’ ® X* ® X3 @ X*> @ 1 nelze uvedenym zpi-
sobem rozloZit a pfesto existuje minimdlni tvar nap¥. ¢, = by = ¢, = 1 vyZadujici
dvé s¢itacky mod 2).

7. ZAVER

V &ldnku byla na p¥iklad® analyzovdna €innost linedrnich generdtori a formulovdna
uloha syntézy z hlediska redukce zp&tnych vazeb, Zavedend smiSend matice typu




(BC) neni jedinou, kterd spliiuje podminky tlohy. Ukazuje se viak, Ze jiné typy
matice nad polem dvou prvki, které zcela prirozen& maji pfedpoklady byt vhodné
pro syntézu a minimalizaci, nepfind3eji nové vysledky (napf. matice s prvky t;; = 1
poi=j4+1Lj=12..,n~1t;=c_;aty;=b,_pj=12..,n1;=0
v ostatnich p¥ipadech, se redukuje bud na smiSenou matici typu (BC) nebo dokonce
jen na matici typu (B) resp. (C)). Stdle vSak zbyvd provést diikladn&jsi analyzu obec-
nych matic nad polem dvou prvkii (piip. nad obecnym polem 2) a ziskat tak Gcinné
algoritmy pro syntézu a minimalizaci linedrnich generdtor.

Metody linedrni algebry se zdaji byt viibec vhodné pro syntézu a analyzu obecnych
linedrnich automatt (n&které diléf vysledky jsou uvedeny v [1, 4, 7]). Radu problém
miiZe s uspSchem vyfesit i ist¢ algebraicky piistup poufity napk. v [2, 5]. Kone&ng
vysledky z teorie linedrnich automati je tfeba rozsifit i na nelinedrni automaty —
— obecné konedné automaty.

Zdvérem bych cht&l podgkovat dr. A. Perezovi a inZ. J. S. Hagkovcovi za fadu
podnétnych pfipominek a za diskusi kolem nékterych problémi.

(Doslo dne 15. dubna 1966.)
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SUMMARY

Synthesis and Minimization of Regular Linear Generators

Joser PUZMAN

The paper deals with one method of synthesis and reduction of feedback loops
of regular linear autonomous finite automata (regular linear binary shift register
circuits — linear generators). The classes of these generators defined by the set of
state cycles {ky, k, ..., k.}, where k;, i = 1,2, ..., r are lengths of individual cycles

r
and ) k; = 2" is a number of internal states (n is a number of delay circuits), are
i=1
introduced; these classes are further divided into subclasses according to the output
determined by the delay polynomial F(D) of degree n and the associated polynomial
f(X) = X" F(1]X) over the field of two elements, respectively. The regular linear
generator itself is then defined by the field 2 of two elements, by the internal state
space % and by the structural matrix [T] over the field 2; the latter also uniquely
determines the scheme of a linear circuit and its complexity. A synthesis consists
in a construction of a structural matrix [ T] to a given polynomial f(X) such that f(X)
is a characteristic and at the same time a minimal polynomial of [T] and a number
of nonzero elements of [ T] is the least. In the paper for the solution of such a problem

" certain matrices over the field of two elements are considered and an algorithm for

their construction is described.

Ing. Josef Puiman, Vyzkumny lstav spojii, Praha 5, Kobrova 2.
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