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KYBERNETIKA CISLO 3, ROCNIK 3/1967

Aproximace funkci
v ulohach regula¢ni techniky

Jaromir STEPAN

V prvni &4sti &lanku jsou formulovany poZadavky na aproximaci funkci v ilohdch regulaéni
techniky. Na zékladg t&chto pozadavki je diskutovdno pouZiti klasickych metod aproximace.

V druhé &asti ¢ldnku je navriena metoda aproximace funkci v prostoru L,(0, co) pomoci tzv.
,,dominantnich kotent‘‘.

1. UVOD

Reseni vé3iny tloh reguladni techniky je zaloZeno na pienosech ziskanych nékterou metodou
identifikace regulovanych soustav. Témito metodami ziskame pfenosy, které jsou vZdy vice nebo
méné aproximaci skuteéného pfenosu. V teorii regulagni techniky chybi vhodna metoda aproxi-
mace, pomoci které by bylo mozno hodnotit pfesnost vychozich podkladi — pienosii regulova-
nych soustay — s ohledem na dal§i vypodty pfi syntéze regulanich obvodd. Tuto mezeru dnes
zaplituji price z oboru ,,analyzy citlivosti*, Tyto price ukazuji zpravidla rozpory mezi vychozimi
podklady ziskanymi pfi identifikaci a daliimi vypoCty syntézy regulainich obvodi. Metody ,,ana-
lyzy citlivosti** nemohou samy o sobg vysvétlit pfi€iny téchto rozpori. Tento ukol miiZe splnit jen
vhodnd metoda aproximace funkci, kterd dovoli komplexni posouzeni regulaénich uloh. V této
préci se pokusime stanovit takovou metodu aproximace. Jak poZadavky na aproximaci tak i ddle
odvozenou aproximaci budeme hodnotit pfedevsim z hlediska problematiky spojené s identifikaci
regulovanych soustav.

2. ZAKLADNI VZTARY

Nejdiive zavedeme nékteré omezujici pfedpoklady. Budeme se zabyvat pouze
piipady, ve kterych lze regulovanou soustavu popsat pfenosem ve tvaru

) R(p) = 22— = M0, |
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kde m £ n — 3. Pienos uzavieného obvodu pro poruchu z na vstupu do soustavy
je potom

x(p) Fy(p) M(p)

2p) 1+ F(p) Falp)  N(p) + Fa(p) M(p)

@ F(p) =

kde x je regulovand veli¢ina a Fy je pfenos reguldtoru.
V dalSich tvahdch se omezime na idedlni proporciondlni reguldtor s pfenosem

(3) F, R(P) =Tp,

kde ry je zesileni reguldtoru.
Za pfedpokladu nulovych poédtednich podminek a jednotkového skoku poruchy z

je prechodovd funkce
n
“) x(f) = co + Y c;eM. »
: P
Funkce x(t) je origindl obrazu F (p) ve smyslu Laplaceovy-Wagnerovy transformace.

U linedrnich soustav lze volit nulové poddteéni podminky, protoZe plati princip
superposice. Jiné tvary vstupniho signdlu neZ skok budeme diskutovat v zdvéru

prdce.
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Obr. 1. Charakteristické hodnoty pfechodové charakteristiky.



Formulujme poZadavky na metodu aproximaci funkci vhodnou pro ulohy regu-
lagni techniky. Vyjdeme z typického tvaru funkce x(f), jak je naznadena na obr. 1.
V obr. 1 jsou vyznadeny duileZité hodnoty pfechodové charakteristiky, podle kterych
hodnotime regulaéni pochod. Jsou to: maximdlni odchylka (x,“), pieregulovani
(xm — x(00)), Casovy okam¥ik maximdlni odchylky (t,) a doba ukon&eni regulagniho
pochodu (1,) (regulovand veli¢ina nevystoupi z danych mezi). Podle obr. 1 Ize formu-
lovat tyto poZadavky na aproximaci funkci:

a) Metoda aproximace funkci musi zarudovat shodu pitvodni a nahradni funkce
pfedeviim v oblasti charakteristickych hodnot, jak byly vyznadeny v obr. 1.

b) Po&dtek prechodové funkce je uréen vlastnostmi soustavy. Usek kolem maxim4l-
ni odchylky je uréen vlastnostmi soustavy i reguldtoru. Shoda ptvodni a ndhradni
funkce musi byt proto zarudena pro co nejiirsi rozsah zesilenf ry, v krajnim pfipad@
pro oblast zesileni ry = 0 aZ ro = roy (roy je kritické zesileni). Jde tedy o podstatn
§ir§i Blohu aproximace ne? se obvykle fesi.

¢) V ulohdch regulaéni techniky pracujeme s riiznymi tvary vstupnich signdld.
Metoda aproximace musi proto umoZiiovat jednoduché hodnoceni vypoétenych
vysledkt pFi zméndch tvaru vstupnich signdli.

d) Hleddme metodu aproximace, kterd zachovdvd typ pfivodni funkce a tim vztah
k fyzikdlnim zdkladtim regulaénich aloh.

3. METODY APROXIMACE FUNKCi

V tomto odstavci zhodnotime krdtce moZnosti pouZiti nejzndmgéj§ich metod apro-
ximace z hlediska poZadavki z odstavce 2.

Formulujme nejdfive problém aproximace funkei [1; 2]. M¢éjme linedrni normova-
ny prostor R prvkil x, X ... Dédle mdme podprostor ¥ (konetné dimense) prostoru R.
K danému x e R hleddme x eV tak, aby chyba aproximace byla minimdini pro
vSechna X

(5) oy =inf|x~%],

kde |% — x| = d(, x) je vzddlenost prvki x a X.

Podle bodu d) v odst. 2 md byt ndhradni funkce X(f) stejné t¥idy jako funkce
x(t). To znamend, 7e vyluCujeme pouZiti harmonickych nebo Cebysevovych apro-
ximaci.

Pozadavku v bodu d) vyhovuji aproximace rozvojem v mocninové fady v oblasti
komplexni proménné a na zdkladé minima ¢tverce rozdilu plvodnf a ndhradni
funkce (v prostoru L,(0, o), popt. na linedlu W,(0, o) funkei X(1)).

Vyhodou aproximaci rozvojem v mocninové fady je jednoduchost. V piipadé
funkei (4) popt. pfenosti (1) nebo (2) ini obtiZe odhad chyby vzhledem k pouZitému
podtu &lenil. V odst. 6 ukdZeme, jak lze pouZit jednoduchosti t&chto aproximaci ve
spojeni s aproximacemi funkcf typu (4) v prostoru L,(0, o).
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Pro ulohy regulaéni techniky se hodi patrné nejlépe aproximace v prostoru
L(0, o0). Jde nyni o to, jak splituje tato metoda aproximace poZadavky formulované
v odst. 2 a jak lze odstranit nebo zmirnit n&které jeji principielni nedostatky (sloZi-
tost vypodtu, neuréitost chyby, neuréitost typu nihradni funkce). PoZadavky v bodé
a)a c) odst. 2 lze splnit zavedenim sloZek tzv. ,,dominantnich kofent*, jak ukdZeme
v odst. 4 a 5. Tim se také podstatn& zjednodusi vypocet ndhradni funkce.

V teorii aproximaci funkci neni uspokojivé feSeno urdeni typu ndhradni funkce
%(f). Na jedné strang plnime tak pracn& vztah (5) a na druhé strang déldme n&kdy
vEtsi chybu nevhodnou volbou typu funkce i(t) Tento nedostatek se vyskytuje téméf
u v8ech publikovanych metod aproximace. Prakticky jsme téméF vZdy nuceni pogitat
aproximaci pro vice typti ndhradnich funkei X(¢) a vysledky porovnat podle vhodného
kritéria. Ve spojitosti s timto problémem budeme dédle hovofit o klasifikaci funkei.
Této otdzce je vénovdn odst. 7.

Novym problémem aproximace funkci je poZadavek uvedeny v bod€ b). PoZzadu-
jeme, aby aproximace vyhovovala pro celd spektra funkei X(t, ro) a X(t, r,) danych
pouze zménou zesileni r,. Jednoduse lze splnit tento poZadavek pfi aproximacich
rozvojem v mocninové fady. Pro pfenos (2) Ize psdt mocninovou fadu v bodg p = 0.

(6 F(p)= 0o+ ¢1p + @20" + ...,
kde
1 d*
P = E EEF(p)’

p=0

Podminky konvergence fady (6) plynou z tvaru origindIni funkce (viz vztah (4)).
V oblasti origindlf jde o asymptoticky rozvoj funkce x(t).

Lze ukdzat [4], Ze koeficienty Fady (6) jsou ddny , linedrnimi regulacnimi plocha-
mi* funkei

@) kx(f) = (_1)“J‘f Jj __,J.:—‘x(r,‘) de, ... dg, .

,,.Linedrni reguladni plochy* téchto funkei jsou ddny funkciondly, pro které lze psét
rekurentni vztahy [4]

®) G-y = Mx = J‘w"x(t) dt =

0
1 -1 0 k-1
= —(byyy — Mx g — fxap— ... —*xa).
ao
Vztahy (6) a (8) ukazuji, e p¥i vyhovujici aproximaci se must bliZit koeficienty pte-

nosovych funkcf piivodni i néhradni soustavy (pro sprdvng zvoleny typ ndhradni
soustavy). Kontrola pomoci rozvoje v mocninové fady je tedy jednoduchd oviem



za cenu men3i presnosti. Zvolime proto vzhledem k poZadavku v bodu b) tento
postup aproximace. Funkei X(¢) budeme nejd¥ive aproximovat podle minima kvad-
rétu rozdilu plivodni a ndhradni funkce pro nejvhodnéjsi zesileni s ohledem na kvalitu
aproximace celého spektra funkel X(7, ro) pfi prom&nném zesileni. Aproximaci
zbytku spektra v méné diileZité oblasti budeme kontrolovat pomoci mocninovych
fad piisluinych pfenosd.

Zbyvd rozhodnout, které zesileni je nejvhodnéjsi pro aproximaci na linedlu funkci
W,(0, c0). NapiSme zdkladni vztah pro aproximaci funkce x(t) v prostoru L,(0, o)

B = e =t = [ 130 = +(0F 1.
0
Funkei x(t) p¥isludi ptenos (2), funkei X(f) piislusi pfenos
_. M
Fp) =20 __
N(p) + roM(p)
Funkciondl citlivosti koeficientu @; je dén vztahem

(10) E _ j :[J'c(t) - x(0] EZ_ %(1) dt.

aa

Jsou-li koeficienty pfenosit F,(p) a F,(p) stejné aZ na sledovany koeficient 2, a (a; — a,)
je dostaten& malé, jsou funkciondly citlivosti ur€eny posloupnosti kvadrétd norem

(I R )
(10)

OE ;
— = 2|~ W|¥a, — a),
2 oo, - o)
kde ~'o(t) = d'v[dt’ a funkei °u(r) = o(t) ptisluii prenos

(11) F(p) = M)

Plyne to ze vztahti pro vypodet soucinu pfislu§nych funkei pomoci véty o konvoluci
obrazil

ECEROIRSIOR
(12) - (@ — a) p" M(p) i p* M(p) ’
[N¥(p) + 1o M(p)] [N(p) + ro M(P)] [N(p) + ro M(p)]?
[%() - x(0]* =

- (a; ~ @y p' M(p) . (a: — a;) p' M(p) .
[N(p) + ro M(p)] [N(p) + ro M(p)]  [N(p) + ro M(p)] [N(p) + ro M(p)]
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Funkciondl citlivosti musi spliiovat dva protichiidné poZadavky. Musi se rovnat
nule, aby bylo splnéno kritérium aproximace, ale musi byt soudasné& tak veliky, aby
byla zaru€ena ,,stabilita” numerického vypo&tu aproximace.

V kvalitativnich tivahdch nehraje velikost funkciondlu (10) roli. V praxi, tj. pfi
kvantitativnim vypo&tu, je odlidnd situace. Pfesnost aproximace je vidy omezena.
Potom, chceme-li dosdahnout dobré aproximace, tj. co nejmensiho rozdilu koeficientt
(@ — a;), musi byt normy | ~*||* co nejvEsi. Jak ukazuje pienos (11)lze ménit
hodnotu téchto norem jeding zménou zesileni ry,. Maximdlni hodnoty dosdhnou

normy ||~ 'v||? na mezi stability. Pro krajni hodnoty zesileni Iz psét {pro (@; — a;) >
> 0)
\ E i
(13) 9%E =0; oE =q;
0a;|,0=0 0a; 0rg |,,=0
OE | O’E
= - W - 0.
2z P 08; 0% | rgorroy .

Na zdkladé vztahit (13) Ize formulovat zdvér:

Aproximace funkci x(f) p¥islu$nych mezi stability (ro = rq) na linedlu W,(0, o)
funkei X(f) je z hlediska ,,stability” numerického procesu aproximace nejp¥iznivéjsi
piipad z uvaZovanych spekter funkci X(1,7,) a X(1, ro).

4. SLOZKY DOMINANTNICH KORENU

V dal3ich odstavcich se pokusime ukdzat, Ze problém dominantnich kofent je
zékladnim problémem aproximace funkci v ilohdch regulaéni techniky. Uvahy o do-
minantnich kofenech umoZuji totiz rozdéleni funkei x(¢) na podstatnou a nepodstat-
nou &dst. Ddle je tfeba zdiraznit, Ze jeding na zdkladé dominantnich kofent lze
aproximovat funkei x(¢) na linedlu W,(0, o) pomoci vlastnosti uzavieného regulag-
niho obvodu na mezi stability, jak ukdZeme v odst. 5. Nejdiive uvedeme nékteré
nejdileZitéjsi pojmy podle prdce [4].

Funkce x(t) podle vztahu (4) lze rozdélit na dvé &dsti

(14) () = k(1) + 9(9),

kde h(¢) jsou slozky dominantnich kofent a g(¢) jsou slozky vSech ostatnich kofeni.
Dominantni kofeny jsou kofeny s nejmensi absolutni hodnotou.
V préci [4] je uvedena tato definice:

Kofeny pfislusné slozce h(t) jsou dominantni, spliuji-li hodnoty sloZek h(z) a g(t)
v okamZiku maximélni odchylky nerovnost

9(tm)

(15) W)

< x.




V préci [4] je uvedeno kritérium dominantnosti kofent, zaloZené na vyhodnoceni
vztahu (15).

Na obr. 1 je velikost slozky g(f) vyznadena Srafovdnim. Hodnoty dileZité pro po-
souzeni reguladniho pochodu jsou ddny pouze sloZkami dominantnich kofend
h(t).

5. APROXIMACE FUNKCI x(f) POMOCI DOMINANTNICH KORENU

Zabyvejme se aproximaci funkei x(f) funkcemi stejné t¥idy %(r) za t¥chto pYed-
pokladii:

a) Podle ivah o koeficientech citlivosti budeme aproximovat na linedlu W,(0, o)
funkci x(¢), kterd piislusi regulaénimu obvodu podle prenosu (2) na mezi stability.

b) Pomoci kritéria dominantnosti kofenfi v prdci [4] jsme zjistili, Ze existuje
vyraznd dominantni sloZka p¥islu$nd dominantnim kofenim p, , = *jo.

c) Zndme typ ndhradni funkce )‘c(t) Utréeni typu ndhradni funkce je v€novdn
odst. 6a 7.

Pro vzddlenost prvkd v prostoru Ly(0, o) plati vztah (9)

d(x, %) = |x — % .

Po dosazeni vztahu (14) dostaneme
o %
(16) d(x, %) = q [h(t) + gt) — A(t) — G001 dt) .
0
Chyba aproximace bude koneénd jeding pro
17) ’ h(t) = R(1) .
Potom vzddlenost funkef x(f) a X(f) je urfena slozkami g(f) a g(t)
(18) d(x, x) = d(g,3) -

Plati-li kritérium dominantnosti pro kofeny slozky h(z), je chyba aproximace v ne-
podstatné &sti na zaditku reguladnich pochodit (obr. 1). Vzddlenost funkei g(t)
a g(¢) neni proto dileZitd pro kvalitu aproximace podle vztahu (16). Vzddlenost téchto
funkci rozhoduje viak o kvalité aproximace pii jinych zestlenich ro(ro < roy), jak
ukdZeme v odst. 6.

Aproximace pomoci dominantnich kofent je ddna vztahem (17). Chyba této apro-
ximace je urfena kritériem dominantnosti kofend v prdci [4], tzn. vztahem (15).

Naznadme postup vypotu ndhradniho pfenosu soustavy podle vztahu (17). Vy-
jdeme z ndhradniho pfenosu reguladniho obvodu na mezi stability
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Z, b,p R(p)

19  F)= = :
@t + Byp+ )Y atpt P T B D)
o

K=

P¥i aproximaci podle vztahu (17) se musi rovnat dominantni kofeny pfisluiné
slozkdm h(t) a h(f) (p,,, = *+jw,) a ddle se musi rovnat koeficienty t&chto slozek
(20) 61 2= Cl,llm.z=:tjmk -

Vztahy pro koeficienty C a C, odvodime z pfenosit (2) a (19). Po dosazeni do vzta-
hu (20) a upravé dostaneme (pro by = by; ag + boro, = a3)

R(p) S [NG) + ro M(p)]|
(@1) B’ +Bp+1 - - , -
M(p) % 0*(r)

p=tjor p=djor

_ G(w) * jo H(w)

E(wy) & jox D(wy)

s

kde G(w,) popt. E(w,) je sudd Cdst &itatele popf. jmenovatele a jw, H(w,) popf.
jo, D(ey) je lichd Edst &itatele popk. jmenovatele vyrazu (21) po dosazeni dominant-
nich kofent. Ze vztahu (21) dostdvdme dv& rovnice, ze kterych vypodteme kocficienty
ByaB,

E(wy) H(w,) — D(w,) G(o,
(22) B, = ( k)z ( k) 2(21() ( k),

Ew,) + wi D¥(w,)

1 [1 _ G(w) E(o) + of H(wy) D(wk)]

B, = -
ok EXw,) + wf D¥(w,)

Dominantnimi kofeny a vztahy (20) jsou urSeny pouze Sty¥i koeficienty v pienosu
(19). Zbyvajici koeficienty vypoéteme z dalsich podminek aproximace, jak je uvedeno
v pfitim odstavci. Pouze pro &tvrty Ydd ndhradni soustavy g = 4 a konstantu
v ditateli pfenosu (19) postadi pro vypodet aproximace vztahy uvedené v tomto od-
stavci.

Vypodet aproxima&niho pfenosu je podle uvedenych vztahii pomérné jednoduchy
(viz také piiklad). Pfitom jde o aproximaci pom&né& p¥isnou. Ukazuje to skuteSnost,
Ze aproximaéni pfenosy typu (19) s konstantou v &itateli maji jmenovatel minimdlng
&tvrtého stupné.

Vztahy (20) a (21) ukazuji, Ze Ize zvolit ndhradni pfenos libovolného typu. Napf.
lze také pfesunout polynom s koeficienty B, a B, v pfenosu (19) do ditatele. Pro
vypodet lze op&t pouzit obdoby vztahu (21).



Dosud jsme uvaZovali jen regulani obvody s proporciondlnim reguldtorem.
Aproximace funkci x(f) p¥islu§nych obvodi s jinymi reguldtory Ize fesit stejnym zpi-
sobem. Musi byt oviem zarudena dominantnost slozky h(t), jak je uvedeno v lit.

[41.[5]-
6. VYPOCET DALSICH KOEFICIENTU PRENOSU (19)

V tomto odstavci se budeme zabyvat dopliiujicimi vztahy pro vypodet koeficienti
ay popt. by v prenosu (19). Vychozim bodem by m&l byt vztah (18). Aproximace
funkee g(¢) podstatn& neovlivni piesnost aproximace funkce x(¢) (viz odst. 5), bude
proto rozhodujicim hlediskem pro vypo&tové postupy aproximace slozky g(t) jed-
noduchost. Postagi proto, budeme-li fesit shodu funkci g() a g(f) na zdkladé rozvoje
v mocninové fady.

K funkcim ¢() popf. g(t) nelze jednodude stanovit piisluiné obrazy (pfenosy).
Podle price [4] zavedeme proto funkce *s(f) popf. *3(f), pro které plati obdoba
vztahu (7)

23) (1) = (1) J r r e des

Kofeny p¥istuiné funkcim *s(f) a g(t) jsou totozné. Liii se pouze jejich residua v té
&dsti, kterd je uréena dominantnimi kofeny [4]. Funkei “s(t) pro °s(c0) = 0O pfislusi
pienos, ktery vypo&teme vyd&lenim jmenovatele pfenosu (2) polynomem dominant-
nich kofenti a odetenim ustdlené hodnoty

m ) b n—-2 .
“bhpt — 2 Y dp
o BTG B o
(24) Fo(p) = — 00— = L

= S0
d;p’
B

Dalsi p¥enosy *F,,(p) piislusné funkcim *s(r) pro *s(c0) = 0 maji jmenovatel shodny
se jmenovatelem pienosu (24) a &itatele *P(p) lze pocitat podle rekurentniho vztahu

1

29) P(r) = [HP(p) -

~+r(0)
50)

s (11)} .

Zavedme jest& funkciondly *fs pfisluiné funkcim *s(t) (viz vztah (8))

(26) “ifs = jm“s(t) dt = 5

0 dy

o0 1 _ -
s =J ) dt = o (bpey = sy = Tode = =5 dy).
0 0
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Funkciondly *fs jsou vdzdny s po&dteénimi hodnotami funkei vztahem
(27) k5(0) =+~ s .

Prenosy “F,(p) lze rozvinout v mocninové Yady v okolf bodn p = 0. Koeficienty
téchto Yad jsou ddny funkciondly *fs. Pro prenos °F,,(p) dostaneme

(28) Fup) = "'fs + s p + s p? + ...

Dosud jsme pfedpoklddali rusivou funkei ve tvaru skoku. Pomoci MacLaurinovy
fady (28) Ize fedit jednoduse wlohu aproximace i pro jiné tvary vstupniho signdlu —
pro impuls a pro integrdly skoku. Zjednodusené podle [4] 1ze Fici, Ze poet dominant-
nich kofenil a tvar vstupniho signdlu uruje poet integraci ve vztahu (23) a tim
i rozhodujici koeficient v fadg (28).

Tim jsme splnili poZadavek v bodu ad c¢), odst. 2, dovedeme jednoduse hodnotit
vysledky aproximace pfi zméndch tvaru vstupniho signdlu. Vyznam této skuted-
nosti vynikne v plné mife, porovndme-li jednoduchost hodnoceni tvaru vstupniho
signdlu pomoci fady (28) s potiZemi pti volbé vdhovych funkci pfi aproximaci
v prostoru L,(0, o).

Koeficienty ndhradniho pfenosu °F,(p) budeme tedy pogitat ze vztahu

(29) Ms = ¥s,

kde funkciondl “fs p¥islu$i ndhradni funkei *3(¢). Pfenosy *F,(p) a funkciondly *fs
odvodime z pienosu (19) postupem popsanym pfi odvozeni vztahii (24) a (26).
Index k ve vztahu (29) volime podle tvaru vstupniho signdlu (nap¥. pro vstupni signél
skok k = 2). Ze vztahi (26) plyne, Z¢ musime vlastng& splnit vztah (29) i pro k < 2.
Dostaneme soustavu nelinedrnich rovnic, kterou feSime iteradni metodou. Pokud
nepotitdme vice neZ ¢tyfi koeficienty, coZ bude v aplikacich krajni p¥ipad, nedini
feleni soustavy rovnic potiZe (viz pfiklad). U sloZit&jsich ndhradnich soustav je 1épe
zvolit aproximaci rozvojem v mocninovou fadu typu (6) s korekcemi nahrazujicimi
podminky (17) a (22). BLiZi popis této aproximace je jiz mimo rdémec této prdce.

Kone¢nou korekei ndhradniho prenosu (19) vypolteme pomoci vztaht (22).
Tzn. Ze konstanty B, a B, pogitdme jednou ze vztahti (29) a konstanty B, a B, jests
jednou ze vztah® (22). Shoda obou vysledkir (B, = By; B, ~ B,) ukazuje, Ze byl
sprdvné zvolen typ ndhradni funkce.

7. KLASIFIKACE FUNKCI

Ndzvem klasifikace funkci oznalujeme tfidéni funkci podle vhodné vybranych
soubortt charakteristickych parametri a soudasné i postup, ktery vede k zafazeni
dané funkce do uréité tfidy funkci. Zdiiraznéme, Ze klasifikace funkci je zdrojem
nejvétsich chyb aproximace funkci. Hledejme nejdtive kritérium klasifikace funkci.
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ddme co nejjednodussi ndhradni funkci, potfebujeme naopak védét, jakd maximdlni
chyba je je§té inosnd. V odst. 2 poZadujeme vyhovujici shodu celého spektra funkei
pro viechna zesileni rq = 0 aZ r, = rq,. Kritérium klasifikace funkci odvodme
z tohoto poZadavku.
Typ ndhradni funkce X(¢) byl sprdvnd zvolen, je-li dosaZeno postadujici shody moc-
ninovych rozvoji (6) piisludnych plivodni a ndhradni soustavé, tzn. pro druhy krajni
bod spektra pro r, = 0. Porovndvdme mocninové fady piisluiné prenosu (1)

(30) Fs(p) = @0 + 910 + 020> + ...
a pienosu ndhradni Fg(p)
By Fy(p) = @o + 10 + @,0% + ...

Koeficienty ¢, jsou urfeny vztahem (8). Pfenos ndhradni soustavy Fy(p) pogitdme
z pienosu (19)

- R(p)

(32) Fop) = .
(B2p® + Byp + 1) 0%(p) — rox R(p)

Z rozboru funkcionalu (8) v préei [4] plyne, Ze je tfcba porovnavat poméry funkcino-
nalt

(33) oy X Gy,
kde
o = Px a G, = _(Pk
Pr+1 Pr+1

Tim omezime porovndvéni mocninovych fad na nékolik mdlo ¢lentt.

Pomoci vztahu (30) aZ (33) Ize uréit, kterd ze dvou ndhradnich funkei je vyhodngjsi.
Piimé uréeni typu ndhradni funkce bude patrné fesitelné na zdkladé majorant a mino-
rant vybranych typi funkei X(1). Uvahy o tomto problému jsou jiZ mimo rémec této
prdce. V tomto odstavci uvedeme jen dva grafy a nékteré dileZitéjsi zdsady podle
préce [5].

Na obr. 2 je uveden graf pro soustavy tfetiho fddu

1
_ a
(34) Fyp) = : =
3, %9 2 4 1
p+—=p+-—=p+—
as as as

as

- P+ (2 + 205) PP + Qoy00, + ot§ + wl)p ;;ozl(ag +7;)§)



288 _ o« + o,(1 + E)D? -
P+ ay(1 + 2D) p? + 3D[2 + D(L + E)} p + &> (L + E) D*’

kde
o 2]
D=2, E=—
%y o«

Kfivky v obr. 2 ukazuji zdvislost normy funkce °s(r) na kritickém zesileni o, (pro
kritickou frekvenci w, = *1). Norma funkce %s(t) charakterizuje polohu tfetiho
kofene. Graf na obr. 2 poddvd vystizny obraz ¥iroké tfidy funkei, kdy je mozno
slozku g(z) nahradit sloZkou g(¢) p¥islusnou jedinému ko¥enu.

b=t 5 10 20

-
| |

=1

| — — —T B |
10

los]|2 (1 + ro)2
—_——

o

30

0,01 i
1 10 100

POk -

Obr. 2. Pomocny graf néhradnich soustav tfetiho fadu.

Na obr. 3 je graf soustav, které se nejcastéji vyskytuji v technické praxi. Pfenos
téchto soustav md tvar

(35) Fp) =

kI:II(Tkp 4 1)




V obr. 3 jsou zakresleny pouze minoranty a majoranty soustav typu (35) a% do desd-
tého fddu. Jak bylo ukdzdno v préci [5], odpovidaji majorantdm a minorantdm
funkef x(r) typu (35) pfenosy
(36) F(p) = o o T, 2T
(Tip + )" (Top + 1™

Protoze vypoSet normy || je podstatng jednodussi, vyndsime k¥ivky v obr. 3
v zdvislosti na této normé misto rozhodujici normy |s||. Je tfeba si proto uvédomit,
Ze tim zdGraziiujeme koteny s velikou absolutni hodnotou.
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Obr, 3. Pomocny graf pro uréeni nahradnich pfenost typu (35).

8. PRIKLAD
Pouziti vztahi a grafd v pfedchdzejicich odstavcich ukdZeme na piikladu pfevza-
tém z préce [5]. Jde o aproximaci pfenosu soustavy
Fy(p) = 1/(1330000p° -+ 3380000p” + 3548000p° + 1969700p° + 626000 +
+ 111900p° + 10285p? + 366,1p + 1).

Typ ndhradni funkce uréime podle grafu na obr. 3. Jde totiZ o soustavu typu (45),
coZ si ovéfime pomoci Eulerovych nerovnosti pro koeficienty polynomu ve
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jmenovateli

(37) alz'zaj—-l aj+1(1 +l_>(1 +%),
J

kdej+ 1 =n.

K uréeni bodu v grafu na obr. 3 potfebujeme zndt kritické zesileni (ro, = 27,4),
kritickou frekvenci (wy = 0,059) a normu funkce °s(f). Podle vztahu (24) napi¥me
nejdifve pYenos piisludny funkci °s(f). Podle vztahu (24) napi§me nejdfive prenos
piislusny funkei °s(f) pro °s(0) = 0

1
(163,6p° + 416p° + 435p* + 240p° + 75.4p* + 12.9p + 1)

°Fa(p) =

Normu ,‘ osﬁz vypo&teme pomoci algoritmu popsaného v préci [7]. Routh-Schurovou
redukci polynomu ¥, ve jmenovateli pfenosu °Fj(p) dostaneme polynom o jeden
stupeil nizsi .

(3% Vurlp) = Vip) - » ).

n—1

kde Vs(p) je sudd nebo lichd &ist polynomu ¥,(p) podle toho, je-li n liché nebo sudé.
Norma funkce °s(t) je ddna vztahem

(9) s = 3 (2 5

kde 4; = a,/(a,_,) jsou poméry nejvyssich koeficientii pfivodniho i vsech redu-
kovanych polynom@ stupng jedna aZ n. Podle vztahu (39) vypodteme v feSeném
piikladu [°s]|? (1 + ro,)? = 10,45. Tento vysledek piepotteme pro wy = =*1 tzn.
[°5]2 (1 + roi)? @ = 0,61. Podle grafu ma obr. 3 je ndhradni soustava Sestého
fddu.

Zvolme nghradni ptesnos °F(p) ve tvaru (pro °5(0) = 0)
- 1 S —_
[(B,p* + Bip + 1) (Cop* + Cyp + 1)]
_ 1
(tap* + 5p* + 2P +1p + 1) ’

°F(p) =

Podle vztahu (29) pro k = 2 dostaneme
2y = 478 = s = —15 s — 1, °fs — 7, s,

Pro koeficienty 7; dostaneme soustavu rovnic, ze kterych vypocteme C, = 9,6;
C, = 28,4; B, = 3.3; B, = 15,3. Ze vztahfl (22) vypodteme B, = 3,32; B, = 15,5.
Podle dobré shody koeficientti B; =~ B,; B, ~ B, lze soudit, Ze byl sprdvné zvolen




typ ndhradni funkce. Vysledny pfenos ndhradni soustavy ma tento tvar

FS(P) =
= 1/(3580000p° + 1974000p° -+ 627600p* + 111930p + 10290p* + 366,8p + 1).

Vzhledem k dobré shod& odpovidajicich koeficientt piivodniho a ndhradniho p¥e-
nost lze upustit od kontroly porovndnim mocninovych fad (30) a (31).

(Doslo dne 3. fijna 1966.)
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SUMMARY

Approximation of Functions in Problems of Control Engineering

JaroMIR STEPAN

In the first section the demands on approximation of functions of the type (4)
in problems of control engineering are formulated. From the analysis given in the
second section it follows that the best suited is the criterion of approximation using
the least mean square of the difference between the original and the substitute func-
tions.

Functionals of sensitivity given by relationship (10) must be near zero to fulfil
the criterion of approximation, but simultaneously they must be sufficiently large
to fulfil the condition of the “stability” of the numerical process of approximation.
It is shown (expressions (13)) that the best approximation from the viewpoint of the
“stability” of numerical process is the approximation of functions describing control
processes proceeding in closed control loops at the limit of stability. The approxima-
tion of functions in problems of control engineering must be then defined as the
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approximation of the spectrum of functions describing the output signals from
control loops for various values of controller parameters. For the sake of simplicity
the discussion in confined to the most important parameter of controllers, i.e. to
gain coefficient r,.

The section 5 describes the approximation of functions x(t) pertinent to the limit
of the stability by means of dominant roots, i.e. roots having the smallest absolute
value. This approximation is given by relationship (17) (h() is component of domi-
nant roots). The spacing of functions g(f) and §(r) according to expr. (18) is decisive
for the type of the substitute functions )"c(t) (section 6). There are given two diagrams
for direct estimation of the type of substitute functions (Fig. 2 and 3).

Ing. Jaromir Stépdn, CSc., Ustav teorie informace a automatisace CSAV, Vysehradskd 49,
Praha 2,
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