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О МОНОТОННЫХ И КОЛЕБЛЮЩИХСЯ РЕШЕНИЯХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ л-ГО ПОРЯДКА 

С ЗАПАЗДЫВАЮЩИМ АРГУМЕНТОМ 

Р. Г. КОПЛАТАДЗЕ, Тбилиси 

(Поступило в редакцию 19. 6. 1989) 

Резюме. Получены достаточные условия, при выполнении которых нелинейное дифферен
циальное уравнение высшего порядка с запаздыванием не имеет кнезероЕских решений. 
Установлены специфические для уравнений с запаздыванием условия колеблемости решений. 

Рассмотрим дифференциальное уравнение 

(0.1) „<•>(!) + /(*, и(тШ • • -, и(тт(1))) = 0 , 

где и — 1, функции т4: Л+ -> Я (| = 1,..., т) непрерывны, 

т{(г) й * при X е Я+ и Нт т4(/) = + со (г = 1, ..., т) , 

а функция/: Я+ х Кт -+ К удовлетворяет локальным условиямКаратеодори и 

(0.2) (-1)" + 1 /(^х 1 , . . . ,х | | | )х 1 = 0 при 1еЯ+, (хи ..., хт) е Ят, 
Х1Х1 > 0 0' = 1, ..., /И) . 

Положим 

т(г) = т т { т 1 ( 0 , ...,тт(г)}, 

т#(г) = М{5: 5 ^ г, т ф ^ г при { ^ «} . 

Пусть Г0 е Л+. Непрерывную функцию и: [*0, + оо[ -> Я назовем правильным 
решением уравнения (0.1), если она абсолютно непрерывна вместе со своими 
производными до порядка п — 1 включительно на [т*(*0), +оо[, почти всюду 
в этом промежутке удовлетворяет уравнению (0.1) и 

шр {|и(*)|- 5 й * < +°о} > 0 при 5 ̂  10 . 

Правильное решение уравнения (0.1) называется колеблющимся, если оно 
имеет последовательность нулей, сходящуюся к +оо, и неколеблющимся 
— в противном случае. 
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Определение [2]. Уравнение (0.1) обладает свойством А, если каждое пра
вильное решение этого уравнения при нечетном п является колелбющимся, 
а при четном л-либо колеблющимся, либо удовлетворяющим условию 

(0.3) |и ( О(0| Т + оо при X Т + со (г = 0, ..., п - 1) . 

Признаки колеблемости, улавливающие специфические особенности диф
ференциальных уравнений с запаздывающим аргументом, впервые были пред
ложены А. Д. Мышкисом [1]. Результаты аналогичного характера см. также 
в [2-11]. 

В данной работе приводятся новые специфические признаки колеблемости 
правильных решений уравнения (0.1). 

1. НЕКОТОРЫЕ ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПРЕДЛОЖЕНИЯ 

Лемма 1.1. Пусть соблюдается условие (0.2) и и-неколеблющееся правильное 
решение уравнения (0.1). Тогда существуют 1 0 бК + и четное число I е {0 ,..., п} 
такие, что 

и ( О(0Ч0 = О 0 = 0,...,/- 1), 

(-1)*+ ' и ( | )(0 и(0 = 0 (I = /, ..., и) при ^^10. 

Доказательство этой леммы см. в [12] (леммы 14.1 и 14.2). 
Через ^^ос(Я+; К+) обозначим множество функций р: Я+ -* К+суммируемых 

на каждом конечном отрезке. 

Лемма 1.2. Пусть для некоторого к е {0, ..., п — 1} 

(1.1) Нт ^ ( о * " " * " 1 ^ ( 5 ) ё 5 > ° С = Ь ..., т) 

и либо 

(1.2) V га! зир {р^х): X = 0} < + оо при к = п - 1 (\ = 1, ..., т) , 

либо 

(1.3) уга1&ир{гл~*;?,.(0. X = 0} < +оо при ке {0,..., п - 2} 

(* = 1, . . . ,т), 

где р{ е ^^ос(Я+; Я+) (г = 1, ..., т), а 5(: Я+ -> I? (*' = 1, ..., т) — непрерывные 
неубывающие функции, уровлетворяющее условиям 

(1.4) 5,(0 = X при X е Я+ , Нт < (̂0 = + оо (* = 1, ..., т) . 
<->+ 00 

ТЪгда если и: [х0, + оо[ -» I? — правильное решение уравнения 

(1.5) и(я)(0 + (-1)п+1Ер.<0"(Ш = 0 
« = 1 
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удовлетворяющее условию 

(1.6) (-1)' иа)(г) "(О > 0 (. = 0,..., п - 1) при I ̂  (0 , 

то существует X е ]0, + оо[ такое, что 

(1.7) « 1 к(0ехр{Я|; о 5"-*- 1ЕМ5)(15}^+а) п/»и * | + о о , 

где 

1 = к (I - /с)!] 

Доказательство. Пусть и: [**0, +оо[ -> К — решение уравнения (1.5), удо
влетворяющее условию (1.6). Тогда из (1.5) ввиду (1.6) имеем 

t! < S < f , 
1 Г* т 

(1.9) ы,(5) ^ 1 — - ^Г*-1 Е />,({) КОД)! й« при 
(п-к- \)\}г (=1 

где <! ̂  (0 — достаточно большое число. Согласно (1.1) существуют такие 
числа с е ]0, + оо[ и 12 е [^, + оо[, что 

(1.10) й о ) 5 ' " * - 1 Р|(-)<1- =? с (I = 1,..., т) при Ге [*2, +оо[ . 

Пусть ( е [ ( 2 , +оо[ — некоторое число. Тогда согласно (1.10) существуют 
числа с* е ]*, + оо[, *, е ]<, {*[, %г е ]$.0*), «*[ такие, что 

(1.11) Г" 5-*- 1

 Р1(з) йз^С-, Г 5-к-1р,(5) <1» ^ ; , 

1? c s»-*_1Pi(5)daè ľ ( i = L...,m) 
. 4 

Поэтому в силу (1.9) 

1 Г г т 

(1.12) !«*(/,)! ^ — ± - — 5-*- 1 1 рх-) К*Л-))| (»-*--)и., -1--
C K ^ » 1 (i = l,...,m), 

4(п - Л - 1)! 

(1.13) |и,(0| = ? , — - 1 — — е - " 1 Е РА') НЧ'М & = 
(п - к- 1)!^I /=1 

< ФЭД ( | . , т ) . 
- 4(п - к - 1)! 1 

С другой стороны, ввиду (1.5) и (1.6) из равенства 

«(О - " I ~^ 0 - -У + т-Цт: Го - «У-1 «(Я)Ф «К 
;=о ;! " (п - 1)^ . 
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легко следует, что 

(1.14) \иШ)\ _ Е 1 1^(/< - Ч№ 0 *- 1. - . «) • 

Рассмотрим случай к = п - 1. Тогда согласно (1.10) и (1.2) 

/, - Ни) = Л ~ ЧФ = 7̂ 7 С " 1 »). 

где М,- > уга1 _ир {_?,•(-*):' 6 [0» +°°[] О = Ь •••> т) — некоторыечисла. Поэто
му в силу (1.12), (1.13) и (1.14) при к = л — 1 находим 

[„(«-!)(,)[ > г

С"+ 1(4М.)1-я \и(Ц1))\ п __ 1, ..., т) . 
1 ^ " 16[(л- /к- I ) ! ] 2 ' 1 * " ' 1 } 

Ввиду произвольности I из этого неравенства вытекает, что 

Ш_ ___М < + 0 0 (.-!,...,*). 

Поэтому из уравнения (1.5) согласно (1.6) будем иметь 

|и<"-»(0| _ ехр {-А0 & _) р ^ ) <.{} при г _ ., , 
^-=1 

где А0 и .*з — достаточно большие положительные числа. Следовательно, при 
к = л - 1 существует Ае]0, +оо[ такое, что соблюдается условие (1.7). 

Рассмотрим теперь случай, когда /се{0,..., л - 2}. Тогда согласно (1.3) 
и (1.11) имеем 

6#Г)йе-"4МЪ (* = 1,...,т), 

где М, > V га1 зир {гп~к р^): г ̂  0} (г = 1,..., т ) - некоторые числа. Поэтому 
в силу (1.14) 

тщ*1(и~*{({1)У\»ищ* 

^"-- 1 _ _ _ _ _ ( _ _ _ |„0>(/ ()| ^ ( ! _ е - с / 4 М ^ - 1 П ^ 1 _ | _ _ _ _ | -> 

^ (1 _ е-с/*му-1 ш^И~к\ииЩ _ (, _ е-ч**,у,-1 Ык(((у 
у=* (/ - /с)! 

Следовательно, согласно (1.12) и (1.13) имеем 

2/1 _ -с/4_Лп-1 
ик(() _ ^ г '-=, Ы&Ш (х - 1,.... да) . 

4 К» - Л - I) !] 2 ' ' 
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Ввиду произвольности I из этого неравенства вытекает, что 

(1.15) Щ ^ Щ 0 ) 1 < + о о 0 = 1,...,т). 

«*(0 t-> + co 

С другой стороны, из уравнения (1.5) согласно (1.6) находим 

и#) = ик(гъ) ехр I - I — Г Г*-* % Р&) И ^ * 1 . 

Отсюда ввиду (1.15) существует X е ]0, + оо[, для которого соблюдается усло
вие (1.7). Лемма доказана. 

Из доказанной леммы легко следует справедливость следующих лемм. 

Лемма 1.3. Пусть 

(1.16) Нт \\м Р1(з) <1з > 0 (г = 1, ..., т) 
Г-+ + 00 

и ' 

(1.17) V га1 $ир {;>,.(*): Г 6 [0, +оо[} < +оо (г = 1, ..., т) 

где 8(: Е+ -+ ^ (/ = 1,..., т ) — непрерывные неубывающие функции, удовлетво
ряющие условию (1.4), а р ( е Ь1ос( Я+ ;К+) (/ = 1,..., т). Тогда, если и: [г0, + оо[ -> 
-> Л — решение уравнения (1.5), удовлетворяющее условию (1.6), т о существует 
Я е ]0, + оо [ такое, что 

и(г) ехх -* +оо л/п/ * | + со . 

Лемма 1.4. Пусть для некоторого к е {0, ..., п— 1} 

(1.18) Шп ^ о 5 " " " " 1 А(*)<Ь > О (I = 1,..., т) 
t-» + oo 

(1.19) V^а^$ир{*и~*^?^(0: *е[0, +оо[} < +оо (I = 1, ..., ш), 

где 54: л*?+ -+ Л (* = 1,..., т) — непрерывные неубывающие функции, удовлетво-
рящие условию (1.4). Тогда если и: [г0, +оо[ -> К — решение уравнения (1.5) 
удовлетворяющее условию (1.6), то существует Ае]0, +оо[ такое, что 

и(1) Iх -+ + оо л/ш 11 + со . 

Предложение 1.1. Пусть соблюдаются неравенства (1.16), (1.17), 

(1.20) тГ{ Нт е % + в ( « - г)""1 Е Р.(*) е~я*4(5) <Ь: Яе]0, +оо[} > 
*-> + со 1 = 1 

> (п - 1)! 
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и 

(1.21) Нт (<5((0 - 1) > -со (. = 1,..., /и) , 
<-+ + оо 

где р{ еЬ1ос(Я+; К+) (1 = 1, ..., /я), 5(: К+ -> К (I = 1,..., т) — непрерывные 

неубывающие функции, удовлетворяющие условию (1.4). Тогда уравнение (1.5) не 
имеет решение, удовлетворяющее (1.6). 

Доказательство. Предположим противное. Пусть уравнение(1.5) имеет 
решение и: [*0, +оо[ -> К, удовлетворяющее условию (1.6). Тогда согласно 
лемме 1.3 существует Я 6 ]0, + оо[ такое, что 

(1.22) |м(*)| еХг -» + со при X \ + со . 

Пусть А — множество тех Я, для которых соблюдается условие (1.22) и Я0 = 
= ЫА. 

Согласно (1.20) существуют г > 0 и 11 е [*0, +оо[ такие, что 
т 

(1.23) еи |,+ 0° (5 - О""1 I Р&) е~Х5М с!5 = (п - 1)! + г при 
1 = 1 

* е [*-., + со[ , Я б ]Я0, Я0 + г[ . 

Подберем г0 е ]0, г[ и Я е ]Я0, Я0 + г[ таким образом, чтобы 

(1.24) е2сЕ0 > ( П " 1 ) ! , Нт еХд(1)\и(д(Щ = +оо , 
(п — 1)! + г г-* + оо 

Нт е-ео'ехт\и(д(1))\ = 0 , 
Г-+ + 00 

где 8(1) = т т {^(г), ..., дт(г)}, с = Нт (5(1) - г) . 
*-> + оо 

Положим 

(1.25) ср(г) = тГ{вА5(5)|ы(5(5))|: 5 = Г = ^} . 

Ввиду (1.25) и (1.24) очевидно, что 

(1.26) <?(*)!+со при *Т +со 

и 

(1.27) Нт <р(г)е""еоГ = 0. 
1 - * + ао 

Введем множества Е1 и Е2 следующим образом: 

(1.28) (еЕ1=> <Ге оХг) й е"ео5(р(з) при 11 = 5 = Г , 

(1.29) Г е Д2 => <р(г) = ^ ( г ) |и(5(0) | . 

Покажем, что 

(1.30) в и р ^ пЕ2 = +со . 

301 



В самом деле, пусть ** е Ех и I* ф Е2. Тогда согласно (1.24) и (1.25) существует 
Г* > ** такое, что 

<К0 = <Н<*) при ' е [**,'*[ и <р(1*) = еХдМ\и(5(и))\ 

т.е. *уе !_! г. Е2. Так как аир Е{ = +оо (* = 1, 2), из вышеприведенных расуж-
дений вытекает (1.30). Поэтому ниже будем предполагать, что существует 
возрастающая последовательность {1к} такая, что 

(1.31) 1пп 1к = + о о , е'г°*к <р{1к) __ е'еоХ <р(1) при *х 5. г ̂  1к , 

9(.к) - е ^ К а д ! (/с = 2,3,...). 

С другой стороны, из уравнения (1.5) ввиду (1.6) имеем 

(1.32) |и(А))| = г - Ц - Г П * - 5 ) й " 2 Ё ̂  1"(5^)}1 ** д 5 + 

(п - 2 ) ^ , ( | ^ . »=-1 

+ 7 — Ч ^ ( ^ - О ' - Ч ^ О К ^ Х О ) ! ^ при * * . , 

( « - о й . <=! 
где I — достаточно большое число. Очевидно, что 

|и(А(0)| еим г <И0 при < - * ('- - 1,.... т) • 

Поэтому согласно (1.26) и (1.31) из (1.32) находим 

к е д _ _ ^ _ м _ . г ^ . г - ( . _ . г . х 
( " - 2)! ^ 3 ( , | с ) ^ . 

1Р|(.)е-А''«>_^_5 + 
. - = 1 

( » - - ) • ^. ^ < <=1 

Следовательно, ввиду (1.23) и (1.24) 

р«('к) Г (*к с+оо т 

1 ^ __. _ е -«о»к еео« й (- _ -у-1 "Г р ( ф в-«.«) ^ + 
( » - - ) . _ ^«(.к) ^ . <=» 

+ | + 0 °(^ - « « У - 1 1 - Ш о'"™ <*Л = 

1д(1к)
 , = 1 

„eo(o( ._)-.„) 
_A*C<k) 

- ( n - 1 ) ! 

_ Є

2 " Л n " 1 ) ! + £ > l пpи k ^ k o , 
(n - 1)! 
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где к0 — достаточно большое число. Полученное противоречие доказывает 
предложение. 

Из доказанного предложения вытекают следующие утверждения. 

Следствие 1.1. Пусть соблюдаются неравенства (1.16), (1.17) и 

(1.33) Ы (Гп V га! тГ { ^ Р{(1) еА('-*<('»: г = г0}) > 1 , 
>1е]о, + оо[ * = -

где 10 е [0, + со[ — некоторое число, Рг е ^^ос(Я+; Я+) (г = 1, ..., т), а 5(: Я+ -> 
-• Я (I = 1, ..., т) — непрерывные неубывающие функции удовлетворяющее 
условию (I Л). Тогда уравнение (1.5) не имеетрешений, удовлетво ряющих условию 
(1.6). 

Следствие 1.2. Пусть соблюдаются неравенства (1.16), (1.17) и 

т /п\П 4 

(1.34) V ли М {Д] Л(0 ̂  - ту-- * = м > ( ч , 
где *0 е [0, + оо[ - некоторое число, р1 е ^^ос(Я+; Я+) (г = 1,..., т), а8{: Я+ -+ Я 
(г = 1 , ..., т) непрерывные неубывающие функции, удовлетворяющие условию 
(1.4). Тогда уравнение (1.5) не имеет решений, удовлет воряющих условию (1.6). 

Предложение 1.2. Пусть для некоторого к е {0,..., п — 1} соблюдаются нера
венства (1.18), (1.19), 

(1.35) Нш ^ > 0 0 = 1,..., /л) 
«-> + » I 

(1.36) шГ { Шп ^ /г

+ " (х - 0 я " 1 1 Р»(-) ̂ Г"(5) й«: А 6 ]0, + оо[} > 
*--> + оо и = 1 

> ( « - ! ) ! , 

гдед(: Я+ -> /?(1 = 1,..., т) — непрерывные неубывающие функции, удовлетворя
ющие условию (1.4), а /?,- е Ь 1 о с(^+; Л+) (I = 1, ..., т). Тогда уравнение (1.5) 
не имеет решебий, удовлетворяющих условию (1.6). 

Доказательство. Предположим противное. Пусть и: [г0, + оо[ -> /? — 
решение уравнения (1.5), удовлетворяющее условию (1.6). Тогда согласно 
лемме 1.4 существует X е ]0, + оо[ такое, что 

(1.37) \и(1)\ Iх -> + со при I \ + оо . 

Пусть А — множество тех Я, для которых соблюдается условие (1.37) 
и Я0 = Ы А. Тогда согласно (1.36) существуют в > 0, г1 е [*0, +оо[ такие, что 

303* 



(1.38) Г {,+ а> (5 - О*"1 Е Р,<5) 87л(*) (15 > (п - 1)! + е при * = *. , 
* = 1 

А е ]А0 , Я0 + е[ . 

Подберем е0 е ]0, е[ и А е ]Я0, к0 + е[ таким образом, чтобы 

(1.39) (СХ > т ^ — ^ - , н т а ч о |«(<5(0)| = + а> , 
\2/ (л — 1;! + е »-> + <» 

Нт Г*> дх(1) \и(д(г))\ = 0 , Í-+ + 00 

гдe 

ô(t) 
5(1) = т т {<5,(0,..., 5т(0} , с = Шп - ^ 

*-> + оо X 

Положим 

(р(1) = Ы{д\,)\и(ё(5))\:з>:1>=ц}. 

Введем множества Е1 и Е2 следующим образом: 

I 6 Ег => Г ' 0 <?(*) ^ 5 " е о <?($) При 1Х ^ 5 ^ Г , 

ГбЕ2=>ф(0 = гд(г)К<5(0)|. 

Как и при доказательстве предложения 1.1, легко показать, что вир Е1 п Е2 = 
= +оо. Поэтому существует возрастающая последовательность {**} такая, что 

(1.40) Нт 1к = +оо , ХкЕ0(р(1к) й *~ео(р(1) при ^ ^ Г ̂  ^ , 
* - > + оо 

<К'*) = П'*) К % ) ) | (/с = 2,3,...). 

Так как 

|и(«5.(0)| <̂ (0 = <К0 П Р И ' ^ '1 (' = 1, •••, /и), 

то из (1.5) согласно (1.38), (1.39) и (1.40) имеем 

(»-1)^ *̂(..) л - 1 

+ Г"(« - ЧГ'ЪРШЬТХ® <*Л = 

= гН;(—Т° Г" (^ " ^ ) г ' ЪРЮ*К№ = 
( п - 1)!\ к ) )»(1к) <=1 

. (л- 1)! + е/сУ° , 
> - — - [ - ) > 1 при к>.к0, 
~ (л-1)! \2) 

где к0 — достаточно большое число. Полученное противоречие доказывает 
предположение. 
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Из доказанного предложения легко вытекает 

Следствие 1.3. Пусть для некоторого ке{0,...,п — 1} соблюдаются нера
венства (1.18), (1.19), (1.35) и 

(1.41) шП—р-! Уга{Ы1п+х^Р1(()дГ\(): Ле]0, +ооЦ > 1 , 

| Я П ( . + А) ^ 

где10 е [0, + оо[ — некоторое число,р,- б ^^ос(I^+; Я+) (*' = 1, ...,т), а5,: Л+ -» I? 
(* = 1,..., т) — непрерывные неубывающие функции, удовлетворяющие условию 
(1.4). Тогда уравнение (1.5) не имеет решений, удовлетворяющих условию (1.6). 

Замечание. В предложениях 1.1 и 1.2 неравенства (1.20) и (1.36) нельзя 
заменить нестрогими. 

2. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ СО СВОЙСТВОМ Л 

Теорема 2.1. Пусть 
т 

(2.1) ( - 1 ) в + 1 / ( . , * ! х т) 518п хг >= Е р((0 |х,| при Г е Д + , 
( = 1 

(х1,...,хт)е./Г 

и выполняются неравенства (1.16), (1.17), (1.20), (1.21), где 
р1 е ̂ ^ос(Я+; Я+) (г = 1,..., т), 

(2.2) 5,(0 = тах {ф): 0 ^ 5 ̂  г) (г = 1,..., т). 

Тогда уравнение (0.1) обладает свойством А. 

Доказательство. Предположим, что уравнение (0.1) имеет правильное 
неколеблющееся решение и. Тогда согласно (1.16), (2.1) и лемме 1.1 существуют 
четное число / б {0,..., п) и Х0 е Я+ такие, что 

(2.3) и«(0 и(0 > 0 (I = 0 , . . . , / - 1) , 

( - 1 ) | + , м ( | ) ( 0 и ( 0 ^ 0(1 = /,...,и) при Г = * 0 , 

Согласно (1.16) 

| + > ; ( 0 < 1 г = +оо 0 = 1,...,ш). 

Поэтому из следствий теорем З.Г и 3.2' [2] вытекает, что 1ф {2,..., п — 1}. 
Предположим теперь, что / = 0. Тогда согласно (2.1), (2.3) и лемме 1 [13], 

уравнение (1.5) имеет решение и0(г)9 удовлетворяющее условию 

(2.4) (-1)' «'ДО ио(0 > 0 (г = 0,..., п - 1). 
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С другой стороны, ввиду (1.16), (1.17), (1.20), (1.21) и предложения 1.1 уравенине 
(1.5) не имеет решений вида (2.4). Полученное противоречие доказывает,что 
/ Ф 0. Следовательно, п четно и / = п. Тогда легко показать, что соблюдается 
условие (0.4), т.е. уравнение (0.1) обладает свойством А. Теорема доказана. 

Ввиду следствий 1.1 и 1.2 из доказанной теоремы вытекают следующие 
утверждения. 

Следствие 2.1. Пусть соблюдаются неравенства (1.16), (1.17), (1.21), (1.33), 
и (2.1), где р{ е ^^ос(Я+; Я+) (г = 1,..., т), а функции 5г (г = 1,..., т) определя
ются равенствами (2.2). Тогда уравнение (0.1) обладает свойством А. 

Следствие 2.2. Писть выполняются неравенства (1.16), (1.17), (1.21), (1.34) 
и (2.1), где р( е ^^0^(Я+; Я+) (I = 1, ..., т), а функции д1 (г = 1, ..., т) определя
ются равенствами (2.2). Тогда уравнение (0.1) обладает свойством А. 

Теорема 2.2. Пусть 

(2.5) 1.1т ^ > 0 (I = 1,...,/и), 

выполняются неравенства (1.36), (2.1) и для некоторого к е {0,..., п — 1} 
соблюдаются условия (1.18), (1.19). Пусть кроме того, если к = 0, то прине-
четном (четном) п для любого к е [п — 2, п — 1[ (для любого к е [п — 3, п — 2[) 
существует е е (0, 1) такое, что 

(2.6) Н т г л - 1 " А /г

+"1р,(а)т?(5)<15 > П~|Я - *| + е , 
Г-+ + О0 1 = 1 1 = 0 

т и— 1 

(2.7) ( Нтп . - 2 - А {,+ °° * Е РМ Ф ) & > П |А - !| + е), 
<-> + ао 1 = 1 » ' = С ; 1 Ф и - 2 

где р4 6 ^^ос(Я+; Я+) (г = 1, ..., т), функции 8( (1 = 1,..., т) определяются 
Равенствами (2.2). Г0гдл уравнение (0.1) обладает свойством А. 

Доказательство. Предположим, что уравнение (0.1) имеет правильное 
неколеблющееся решение и. Тогда согласно (2.1) и лемме 1.1, существуют 
четное число /е {0, ..., п — 1} и г0 е Я+ такие, что соблюдаются неравенства 
(2.3). 

Пусть к Ф 0. Тогда согласно (1.18), (2.1), (2.5) и теоремам 8.4 и 8.6 [2] 1ф 
ф {2,..., п - 1]. Если же к = 0, то согласно (2.1), (2.5), (2.6), (2.7) и теоремам 
2.2 и 2.4 [14] 1ф{2,..., п — 1]. Следовательно, при любом ке {0,..., п — 1} 
1ф {2,..., п - 1]. С другой стороны, ввиду (1.18), (1.19), (1.36), (2.1), (2.5)ипред-
ложения 1.2, как и при доказательстве теоремы 2.1, легко покажем, что / Ф 0. 
Следовательно, п четно и / = п. Поэтому в силу (1.18), (2.1) и (2.3) легко пока
зать, что соблюдается условие (0.4), т.е. уравнение (0.1) обладает свойством Л1 
Теорема доказана. 
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Следствие 2.3. Пусть соблюдаются условия (1.41), (2.1), (2.5) и для некоторого 
/с е {0,..., п — 1} выполняются неравенства (1.18), (1.19). Пусть, кроме того, 
если к = О, то при нечетном (четном) п для любого Ле[п — 2, п — 1[ (для 
любого к е [п — 3, п — 2[) существует ее (О, 1) такое, что соблюдается (2.6) 
(соблюдается (2.7)), то уравнение (0.1) обладает свойством А. 

Частным случаем следствий 2.1 и 2.3 являются теоремы 1 и 2 [7]. 
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Summary 

ON MONOTONE AND OSCILLATORY SOLUTIONS OF n-ORDER 
DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH RETARDED ARGUMENTS 

R . G . KOPLATADZE 

The sufficient conditions are given under which the high-order delay nonlinear differential 
equation has no solutions of the Kneser type. The oscillation conditions specific for equations 
with delay are established. 
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