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MODULARNI KRIVKY A FERMATOVA VETA

JAN NEKOVAR, Matematicky dstav Karlovy university Praha

Cilem tohoto €lanku je doplnit zpravu K. Ribeta o Wilesové diikazu Fermatovy
véty! o trochu podrobnéjsi vysvétleni nékterych geometrickych pojmi a konstrukei
vyskytujicich se v diikazu. Protoze Wilestiv rukopis je stale jesté v recenznim Fizeni
a neni pristupny vefejnosti,”> autor se mohl opirat pouze o pfevzaté informace; ty
Cerpal predevsim z predndsek K. Ribeta a K. Rubina v MSRI v Berkeley (ervenec
1993) a ze zapist Wilesovych pfedndsek na konferenci v Cambridgi (¢erven 1993).

Tento ¢lanek vychdzi z autorovy pfednasky pro doktorandy MFF UK v zafi 1993.
Je uréen predevsim studentim a profesionalnim matematikiim a predpoklada u cte-
nafe ¢i Ctenafky jisté zdkladni algebraické vzdélani.

Nékolik slov o oznadeni: Z resp. Q je okruh celych &isel resp. téleso raciondlnich
Cisel. Pro prvocdislo £ znaéi F; konecné téleso s € prvky, Z, okruh celych ¢-adickych &isel
(je definovan nize) a Q; téleso L-adickych &isel (podilové téleso okruhu Z;). Symbolem
k znaime algebraicky uzavér komutativniho télesa k a uvazujeme Q jako podtéleso
télesa komplexnich &isel C. Pro libovolny komutativni okruh R oznaéuje GL(n, R)
grupu invertibilnich matic fadu n s prvky lezicimi v R; SL(n, R) pak podgrupu matic
s determinantem rovnym jedné.

1. STRUKTURA DUKAZU FERMATOVY VETY

Nasledujici vyvojovy diagram, ktery shrnuje schéma dikazu, je pfevzat z pfednas-
ky K. Rubina v MSRI.

Nékolik poznamek k jednotlivym &astem diagramu: Wiles dokazuje Taniyamovu
hypotézu pro semistabilni eliptické kfivky nad Q; Fermatova véta pak odtud vyply-
va diky praci Ribeta [26], [27]. Klicovym krokem je diikaz tzv. Mazurovy hypotézy
o deformacich Galoisovych reprezentaci. Pro jeji platnost se Wilesovi podafilo nalézt

! Viz predchodzf ¢éldnek
2 Psino v listopadu 1993; podle poslednich zpriv byl Wilesovi rukopis vricen, aby v ném
opravil nékolik nepfesnosti. Bude zajimavé sledovat, zda se mu to podafi.
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I Fermatova véta J
A

Ribet

Taniyamova hypotéza
semistabilni pfipad

T~

Taniyamova hypotéza

Taniyamova hypotéza pro reducibilni ¢g,3

pro ireducibilni ¢g 3 / .
Wilestiv trik

/\ Mazurova

Mazurova : hypotéza
hypotéza Tunn'ellova p=5
p=3 véta

Mazurova hypotéza ]

Wiles

Nerovnost S < L
S = fdd Selmerovy grupy
L = hodnota L-funkce
A

Kolyvagin

Konstrukce

Wi
Eulerova systému Flach, Wiles

explicitni numerické kritérium - velikost jistého aritmetického objektu (Selmerovy
grupy) nemd byt vétsi nez je hodnota odpovidajici L-funkce. K tomu pouzil vysledki
a metod Fady autorl zabyvajicich se studiem kongruenci mezi moduldrnimi formami
(viz [28]). Nerovnost S < L pak Wiles dokazal uzitim Kolyvaginovy techniky Eule-
rovych systéma ([12], [13], {14]). Nejrozsahlejsi ¢ist Wilesova rukopisu je vénovana
konstrukci pfislusného Eulerova systému a vy3etfovani jeho vlastnosti (prvni krok
v tomto sméru byl uéinén Flachem [6]).3

3V prosinci 1933 vydal Wiles prohldSeni, podle néhoZ se mu pry podafilo odstranit viechny
mezery, na které ho upozornili recenzenti, kromé jedné, a to v dikazu nerovnosti S < L.
Implikace ,S < L = Fermat“ je pry v pofddku.
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2. PRAVIDELNE MNOHOUHELNiKY

Jadrem Wilesova ditkazu je studium Galoisovych reprezentaci nad Q, tj. repre-
zentaci Galoisovy grupy Gal(Q/Q). Ty se poprvé objevily (v prestrojeni) v pra-
cich Gausse o pravidelnych mnohothelnicich. Gauss pfeformuloval problém kon-
strukce pravidelného n-thelniku algebraicky a to ho vedlo k vySetfovani rozsifeni
téles Q@ C Q(un), kde pu, C C oznaluje grupu n-tych odmocnin z jedné. Podafilo
se mu vyé&islit Galoisovu grupu Gal(Q(stn)/Q) (grupu automorfismii télesa Q(un)
ponechavajicich prvky Q na misté) nasledujicim zpisobem: kazdy automorfismus
g € Gal(Q(pn)/Q) zobrazuje p, do sebe a zachovavd multiplikativni strukturu ko-
mutativni grupy p,. Odtud dostaneme injektivni homomorfismus

(1) Gal(Q(un)/Q) — Aut(pn) s (Z/nZ)".

Hlavni Gaussiv vysledek tvrdi, Ze zobrazeni (1) je isomorfismem. Odtud vyplyva
existence surjektivniho homomorfismu (jenz vznikne slozenim (1) a kanonické pro-

jekce Gal(@/Q) — Gal(Q(kn)/Q))
Xn: Gal(Q/Q) — (Z/nZ)"
s jadrem Gal(Q/Q(un)), charakterizovany vztahem
9(¢) =¢x), V(€ pn.
Obdobné dostaneme (pro ka%dé prvoéislo p) p-adickou reprezentaci
Xpo : Gal(@/Q) — Aut(upe) > Z;

s jadrem Gal(Q/Q(p)), kde

ppm = U ;tpn

n2l1

a Z, = End(pp=) je okruh celych p-adickych &isel.

Reprezentace x, v sob& obsahuje mnoho uziteZné informace o aritmetice rozsi-
feni Q(u,)/Q. Nés bude zvl4sté zajimat vétveni daného rozsifeni (pFesnéji fe¢eno
odpovidajiciho roziifeni okruhi celych &isel Z[u,]/Z). Tento pojem je dobfe zndm
z teorie Riemannovych ploch: je-li P(w, z) mnohoélen s komplexnimi koeficienty, pak
projekce mnoziny komplexnich feSeni rovnice P(w,2) = 0 na rovinu proménné z je

rozvétvena pravé v téch z¢ € C, pro kterd ma P(w, 20) vicendsobny kofen.
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V aritmetické situaci je dan nenulovy mnohoclen P(z) s celoéiselnymi koeficienty,
ktery definuje roziifeni okruhti Z C R = Z[z]/(P(z)). Rekneme, Ze prvoéislo € je
v tomto rozsifeni rozvétvené, pokud £ déli diskriminant mnohoélenu P(z), tj. pokud
mé redukce mnohoélenu P(z) modilo £ vicendsobny kofen (v Fy).

V rozsifeni Z[p,]/Z jsou rozvétvena pravé prvocisla délici n. To lze zjistit z repre-
zentace Y, takto: pro dané € existuje vlozeni Galoisovych grup (uréené jednoznaéné
aZ na konjugaci)

D¢ = Gal(Q¢/Q¢) — Gal(Q/Q)

a kanonicky epimorfismus D, — Gal(F,/F,) s jadrem I,. Prvoéislo £ je pak neroz-
vétvené v Z[u,]/Z pravé tehdy, kdyz x.(l¢) = {1}.

V obecném piipadé feknerne, ze reprezentace g: Gal(Q/Q) — G' je nerozvétvena
v £, pokud g(I¢) = {1}. To nastane pravé tehdy, je-li € nerozvétvené v R/Z, kde R
je okruh celych &isel v télese K, které odpovida podgrupé Ker(p).

Pripomeiime, Ze podle Kroneckerovy-Weberovy véty je kaidé koneéné Galoisovo
roz§iteni K/Q s komutativni Galoisovou grupou podtélesemn Q(u,,) pro n&jaké n.
Minima&lni n této vlastnosti lze uréit pravé pomoci vétveni. Jak uvidime v odstavci
5, Taniyamova hypotéza je jistou nekomutativni verzi Kroneckerovy-Weberovy véty.

3. ELIPTICKE FUNKCE A KRIVKY

Odmocniny z jedné si obvykle pfedstavujeme jako body na kruznici K : z24y2 = 1.
Dvojice funkei (cos,sin) zaddva parametrizaci redlnych i komplexnich bodé kruzni-
ce K:

R/27Z == K(R),

@) C/2rZ = K(C).

Kfivka K m4 strukturu komutativni algebraické grupy s operaci

[z1, 1] + [22, y2] = [£122 — Y192, T1y2 + Y1 22).

Parametrizace (2) je isomorfismem grup (vzpomeilime si na souétové vzorce pro tri-
gonometrické funkce!) a grupa n-tych odmocnin z jedné p, = K(R), = K(C), je
grupou bodi Fddu n na kfivee K.

Obdobn4 situace nastava v teorii eliptickych funkei: jsou-li wy, we komplexni ¢isla
line4drné nezavisld nad R, pak je Weierstrassova gp-funkce

p(Z)=;12'+ > ((ZTIZF_E%)

ueL-{0}

82



dvouperiodickou meromorfni funkeci s mfizkou period L = Zw; + Zw,. Dvojice funkei
(p, p'/2) pak zadava parametrizaci

(3) C/L = E(C)
komplexnich bodi kubické kfivky
(4) E:y’=z>+Az+B

pro uréitd A, B € C (ke kiivce E patfi bod v nekoneénu O = [0 : 1 : 0], ktery odpovida
hodnoté z = 0, kde ma funkce p pdl). Naopak pro kazdou dvojici komplexnich &isel
A, B takovou, Ze mnohoélen 22+ Ax 4+ B ma tfi riizné kofeny, existuje jednoznaéné
uréend mfizka L C C, pro kterou pFislusnd Weierstrassova funkce spliiuje (4).

Podle klasické terminologie je E eliplickd kFivka, nebot je parametrizovana eliptic-
kymi (tj. dvouperiodickymi) funkcemi. Kfivka E' m4 rovnéz strukturu komutativni
algebraické grupy, pro kterou je (3) isomorfismem grup. Geometricky lze grupovou
operaci popsat takto: O je neutrdlni prvek a pro tfi body P, @, R na kfivce E plati
P + @Q + R = O pravé tehdy, jsou-li P,Q, R priseciky E s néjakou pFimkou.

Pokud A, B € Q, je grupova operace na E zaddna (v homogennich soufadnicich)
mnohoéleny s raciondlnimi koeficienty. Z toho plyne, ze rozsifeni Q(E,)/Q (kde E,
oznaduje grupu bodi fadu n na E) je Galoisovo a jeho automorfismy komutuji s gru-
povou operaci na E,. Protoze E, = E(C), = E(Q), je podle (3) isomorfuis (Z/nZ)?,
dostaneme — podobné jako v minulém odstavei — homomorfismy

0e,n: Gal(Q/Q) — Gal(Q(E.)/Q) — Aut(E,) — GL(2,1/nl),
eep=: Gal(Q/Q) — GL(2,Z,).

Mnohoélen 3+ Az + B méa nenulovy diskriminant A = —4A43 —27B? a reprezentace
QE,n (resp. o p=) je nerozvétvena v prvocislech ¢ nesoudélnych s nA (resp. s pA).

4. MODULARN{ KRIVKY
Elipticka kfivka nad C je zaddna svou mfiZzkou period L. Dvé kfivky jsou isomorfni
(tj. 1ze je na sebe pFevést vzédjemné jednoznaénou zdménou soufadnic) pravé tehdy,
jsou-li pfislusné mfizky podobné, tj. lisi-li se vyndsobenim na skalir A € C*. Pro

vry wox

kazdou mf¥izku existuje miizka ji podobna s bazi 1, z, kde z lezi v horni poloroviné

H={z=2z+iy|y> 0}.

83



Jina volba baze vede k podobné miiice s bazi 1, (az + b)(cz + d)~!, kde

(: Z)ESL(2,Z), tj. a,b,e,d€ 2, ad—bc=1.

Odtud dostavame bijekce mezi mnoZinami

{eliptické kfivky nad C}/isomorfismus
]
(5) {mfizky L C C}/C*
]
SL(2,2)\ X

Vsechny tFi lze ztotoZnit s mnoZinou viech komplexnich éisel pomoci modulirniho
invariantu

'E__S 3£
I(E)= 2-3A€C.

UZijeme-li soufadnice z € H, pak je
](Z):q—l+744+196884q+’ (1262“”.

Casto je uZiteéné uvazovat eliptické kiivky s néjakou dalii strukturou. Nas bude
zajimat nasledujici zobecnéni (5):

elipticka kfivka E nad C . ;
o]
podgrupa C C E,C ~Z/N1 isomorfismus

|
{ mifzky L' c L C C,L/L' ~Z/NZ}/C* —s To(N)\'H

Zde T'o(N) oznaluje grupu matic

To(N) = {(‘: 3) € SL(2,Z)|c =0 (inod N)}.

Vsechny tfi mnoZiny pak lze ztotoznit s komplexnimi body jisté nesingularni afinni
kiivky Yo(N) (pro N =1 je Yo(1) afinni pfimkou se soufadnici j). Kfivka Yo(N) je
ve skuteénosti definovina nad Q a jeji téleso funkei je isomorfui s Q(j(2),j(Nz)).
Kfivka Yo(N) ma kanonickou nesingularni kompaktifikaci Xo(N), ktera je rov-
néz definovdna nad Q. Kazdé takové kfivce je pfifazena jeji Jacobiho varieta Jo(N).
Konstrukce této variety nad C pomoci komplexné analytickych metod je obsahem
klasické teorie Abelovych integralii ([9], kap. 2). Pfipomeiime jen, Ze Jo(N) je pro-
jektivnf varietou dimenze g, kde g je rod kfivky Xo(/N), a m4 strukturu komutativni
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algebraické grupy. Intuitivné si ji miiZeme pfedstavovat jako souéin g eliptickych
kfivek (eliptickd kfivka je svou vlastni Jacobiho varietou). Abelova-Jacobiho véta
ztotoziuje komplexni body Jo(/N) s komplexnim torem dimenze g:

29
Jo(N)(€) == cv/@zw.-.

Body fadu n na Jo(N) proto tvofi grupu isomorfni s (Z/nZ)?9; tak jako predtim
mame Galoisovy representace

21o(N)n: Gal(@/Q) — GL(2g,2/nZ)
0Jo(N),p : Gal(Q/Q) — GL(29,2,),

které jsou nerozvétvené v prvoéislech £ nesoudélnych s nN (resp. s pN).

5. TANIYAMOVA HYPOTEZA

Abychom mohli zformulovat Taniyamovu hypotézu (v nékolika verzich), potiebu-
jeme k tomu pojem modularni Galoisovy reprezentace, ktery neni totozny s tim, co
obvykle nazyvime modularni reprezentaci v teorii grup.

Galoisova reprezentace Gal(Q/Q) — GL(n, R) (kde R je libovolna Z,-algebra)
se nazyva moduldrni (Grovné N), pokud se vyskytuje v @,(n)p, tj. pokud ji lze
rozlozit jako

Gal(@/Q) — Im(esy()p=) — GL(n, R).

Taniyamova hypotéza (I). Pro kaZdou eliptickou kfivku E nad Q existuje pro
uréité N nekonstantni zobrazeni* Yo(N) — E. '

Taniyamova hypotéza (II). Pro kaZzdou eliptickou kfivku E nad Q existuje
prvoéislo p, pro né% je Galoisova reprezentace gg p modularni (pak jsou reprezentace
0E,p moduldrni pro vsechna p).

Obé tyto formulace jsou ekvivalentni, dokonce se stejnym N. Implikace (I) =
(1) je elementérni, kdezto (I) = (I) je disledkem Tateovy hypotézy, dokdzané
Faltingsem [5).

Vsimnéme si, ze existuje kanonické zobrazeni Xo(N) — Xo(M) kdykoliv M déli
N. Z toho plyne, Ze eliptickd kfivka E je moduldrni Grovné N (tj. spliiuje zavér

* Mdme na mysli zobrazeni definované nad @; podle [20] v3ak staci, aby bylo definovdno
nad C
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(1) nebo (11)), pokud je modulérni Grovné M. V nasledujicim odstavci definujeme
pfirozené &islo Ng, o némz lze dokdzat nésledujici tvrzeni: je-li £ modularni néjaké
Grovné, pak je modularni trovné N pravé tehdy, pokud Ng déli N. Proto lze ve
véech verzich Taniyamovy hypotézy zformulovanych v tomto ¢lanku nahradit vyraz
existuje N“ slovy ,pro N = Ng“. '

Bud FE elipticka kfivka nad Q definovana rovnici (4) s A, B € Q. Modelem kfivky
E nad Z rozumime libovolnou kfivku

(6) E:Y 4+ a1 XY +a3Y = X34 a2 X2+ a4 X + a6

s koeficienty a; € Z, kterd je nad Q isomorfni s F, tj. kterou lze prevést na E
linedrni zdménou soufadnic. Existuje celodiselnd verze diskriminantu A pro kfivku
&. Jeho hodnotu A(E) € Z — {0} ziskdme dosazenim koeficientli ay, ..., ag do jistého
mnohoélenu A € Z[by, by, b3, ba, bs]. Pro a; = az = a3 = 0 je A(€) = —4a3 — 2742.
Pro nés je podstatné, Ze pro dané E existuje minimdlni modcl € nad Z (uréeny
jednoznalné az na isomorfismus nad Z), pro ktery je hodnota |A(E)| minimalni.
Zvolme prvocéislo £ a uvazujme redukei &/¢, kfivky modulo ¢, tj. kiivku danou rovnici
(6) nad télesem F,. Z geometrického hlediska kfivka £/F, patfi k jednomu ze t¥i typi:
(a) nesingularni kiivka (<= €1 A(£))
(b) kfivka s dvojnasobnym bodem, ve kterém ma dvé riizné teény
(c) kfivka s dvojnisobnym bodem, ve kterém ma dvojnisobnou tetnu
Podle toho, ktery pfipad nastane, fekneme, Ze E ma v & (a) dobrou redukei; (b)
semistabilni redukci; (c) nestabilni redukci. V§imnéme si, ze pokud A, B € Z, pak
ma E dobrou redukci ve viech ¢ nesoudélnych s 6A. Typy redukce lze rozlisit pomoci
Galoisovych reprezentaci (Néron, Ogg, Safarevi¢, Grothendieck, Serre, Tate): zvolme
prvoiislo p # £ a oznatme [ := gg p(1¢) C GL(2,Z,). Pak plati

E ma dobrou redukei v ¢ <= I = {1},
E ma semistabilni redukei v € <= || = oo,

E ma nestabilni redukei v £ <=1 < |I] < o0.

Existuje numericky invariant (,konduktor kfivky E“), ktery mé#i redukci E:

Neg=[]e®= ] ®,

4 LA(E)
kde
0 dobré redukce v ¢,
n(f) =41 semistabilni redukce v ¢,

2 (> 2) nestabilni redukce v £ > 3 (v £=2,3).
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Kfivka E se nazyva semistabilni, ma-li v kazdém prvocisle dobrou nebo semista-
bilnf redukci (<= Ng je bezkvadritové &islo).

Océekava se, ze veskera aritmetickd informace o kfivce E je obsaZena v jeho L-
funkci, kterd je definovana jako formalni Dirichletova fada vztahem

L(E,s) = [Jl(1 — art™*)(1 = Bet=*)] " = Z an(E)n=?,
[ n=1

kde pro kazdé prvoéislo ¢ je dvojice komplexnich &isel ay, B uréena vztahy

ar+ By =€+ 1-|E(Fy)),

£ (fNg,
aefBe =
0 ¢|Ng.

Hasse {10] dokdzal hypotézu E. Artina, podle niZ pro £ { Ng plati |ay| = |B¢] = €'/2.
Z ni vyplyva, ze L(E, s) je absolutné konvergentni pro Re(s) > %

6. MODULARNi FORMY
Podivejme se na kfivku Xo(N) nad C z analytického hlediska, tj. jako na kom-

paktni Riemannovu plochu. ZvIa$té nas budou zajimat holomorfni diferencialy na
této kfivce. Kazdy takovy diferencidl lze zapsat pomoci soufadnice z € H ve tvaru

w= f(z)dz = (Z an(f)ez"i""> dz,
n=1

kde f je (a) holomorfni v H; (b) spliiuje jisté podminky regularity pro z — r € Q.
Invarianci diferencidlu w vici I'o(N) lze piepsat jako

@ £(28) = e+ 02) v(2 5) erom.

Funkce f spliwjici (a)-(c) se nazyvaji parabolické modulirni formy typu (N,2,1)
a tvoii koneénérozmérny prostor nad C, isomorfni s prostorem holomorfnich diferen-
cidlé na Xo(N).

Obecnéji, pro cela &isla k, N > 1 a Dirichletiv charakter y: (Z/NZ)* — C*
definujeme parabolickou modularni formu typu (N, k, x) podminkami (a),(b) a

¢y f (gj—_“l_’?b) = x(d)(cz + d)* f(z) V(i 3) € To(N).
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KaZdou parabolickou formu lze zapsat ve tvaru Fourierovy fady
0 .
£(2) =) an(f)e™™™,
n=1

Jeji L-funkci definujeme jako

00

L(f,8) =) _ an(f)n™".

n=1

Taniyamova hypotéza (III). Pro kaZdou eliptickou kfivku E nad Q existuje
pro néjaké N parabolicka modularni forma f typu (N,2, 1), pro kterou plati

L(E,s) = L(f,s).

Poné&kud oslabenou implikaci (1) = (I1I) dokazali Eichler [4] a Shimura [33], (I1I)
= (II) pak Shimura [34].

7. TANIYAMOVA HYPOTEZA A FERMATOVA VETA

Na tuto souvislost poprvé upozornil v roce 1985 Gerhard Frey. Predpokladejme,
Ze pro prvodlislo p > 3 existuje celoliselné feseni rovnice

af + 0% =cf

s abc # 0. Bez Gjmy na obecnosti miZeme pfedpokladat, ze a = —1 (mod 4),b =0
(mod 2). UvaZujme eliptickou kfivku

E:y’ = z(z — af)(z + bP).

Tato kfivka ma diskriminant A = (abc)? a transformaci soufadnic r = 4X, y =
8Y + 4X dostaneme jeji minimalni model

—aP — P
b —a le-apr

.2 o w3
E:Y*°+ XY =X+ y T

s diskriminantem A(€) = 2-8(abc)?. Kfivka E je semistabilni a ma konduktor

Ne=]]¢

tlabe
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Frey (7], [8] zformuloval nésledujici tvrzeni, které posléze dokazal Ribet [26], [27]:

Véta. Reprezentace gg p= : Gal(Q/Q) — GL(2,2,) neni modulérni. Pro k¥ivku
E tedy neplati Taniyamova hypotéza.

Dikaz. Pfedpoklidejine, Ze gg p~ je moduldrni. Potom je moduldrni trovné
Ng, a totéz tedy plati i o ggp. Vime, Ze gpp~ je nerozvétvené v prvoéislech £
nesoudélnych s pNg. Protoze E je semistabilni a A(£) je p-tou mocninou (aZ na
mocninu dvou), reprezentace gg,p se chovd mnohem lépe: gg p je nerozvétvend ve
viech £ # 2,p a v uréitém smyslu je ,hezkd“ v € = p.

Podobné se chovaji modularni Galoisovy reprezentace tirovné 2. V obecné situaci
Serre [31], [32] zformuloval néasledujici hypotézu:

Serreova hypotéza. Je-li reprezentace ¢: Gal(Q/Q) — G L(2,2/pZ) modulirni
trovné N a £ prvocislo délici N v prvni mocniné takové, Ze g je nerozvétvené (resp.
yhezké“) v £ pokud € # p (resp. pokud £ = p), pak je ¢ moduldrni trovné N/L.

Tuto hypotézu dokézal Mazur [19] pro £ Z 1 (mod p) a Ribet [26] v pIné obecnosti.
PouZijeme-li tento vysledek pro ¢ = g, zjistime, Ze g je modularn{ rovné 2. To ale

neni mozné, nebot kfivka Xo(2) ma rod nula a jeji Jacobiho varieta Jo(2) je trivilni.
Proto g p~ nemize byt modularni. ‘ a

Dusledek. Plati-li Taniyamova hypotéza pro semistabilni eliptické kfivky nad Q,
plati i Fermatova véta.

8. DEFORMACE GALOISOVYCH REPREZENTACH

Nyni jiZ miZeme popsat Wilesovu strategii, jak dokdzat Taniyamovu hypotézu pro
semistabilnf eliptické kfivky, a tim i Fermatovu vétu.

Bud E eliptickd kfivka nad Q a p > 2 prvoéislo. Budeme uvaZovat Galoisovu
reprezentaci

e+ Gal(Q/Q) — GL(2,2/pl)

a jeji deformace (viz [18)), ij. spojité reprezentace
o: Gal(Q/Q) — GL(2, R),

kde R je dostatetné rozumny lokalni okruh® s t&lesem zbytk R/m = Z/pZ a kom-
pozice g s kanonickou projekci GL(2, R) — GL(2, R/m) = GL(2,Z/pZ) je rovna

® R je fiplnd lokilnf noetherovski Zp,-algebra



¢E,p- Jednou takovou deformaci je ¢£,p= (pro R = Z,). Wilesovym cilem je ukdzat,
ze pokud je ogp modularni (a spliuje nékteré dalsi podminky), pak jsou moduldrni
i vBechny jeho deformace uréitého typu (mezi néz patii i og pe ).

Piesnéji feceno, je tFeba uvazovat pouze deformace daného typu D, ktery v sobé

zahrnuje:
(1) Kone¢nou mnoZinu prvoéisel S obsahujici p takovou, Ze ¢ je nerozvétvené ve
viech £ & S.
(ii) Podminky na ¢|D,
(iii) Podminky na g|D; pro viechna £ z jisté podmnoziny T C S — {p}.
(iv) Volba determinantu det(g).

Lze ukazat, Ze pokud je ¢ p ireducibilni, jsou deformace typu D reprezentovatelné
jistym lokélnim okruhem Rp (viz [18] pro podminku (i)). Znamena to, Ze existuje
univerzalni deformace

op: Gal(Q/Q) — GL(2, Rp)
takova, ze pro kazdou deformaci g typu D existuje jednoznaéné uréeny homomorfis-
mus Z,-algeber f: Rp — R takovy, Ze foop = .

Predpokladejme navic, Ze gg p je modularni typu D, tj. Ze mé deformaci typu D
¢: Gal(@/Q) — GL(2,0) (O je okruh celych &isel v koneéném rozsifeni K t&lesa
Q,), které je modularni. Pro zjednoduseni budeme v daldim uvazovat pouze pfipad
O =1Z,. Existuje maximalni faktoralgebra

R'D _’T'Dn

ktera reprezentuje moduldrni deformace typu D. Algebru Tp lze explicitné popsat
pomoci tzv. Heckeho operdtor pusobicich v prostoru parabolickych moduldrnich
forem. Odtud vyplyva, mimo jiné, ze Tp je volny modul kone¢ného typu nad Z,.

Mazurova hypotéza. Kanonicky surjektivni homomorfismus Rp — Tp je iso-
morfismem. Jinak Feéeno, pokud ma ¢g , modulérni deformaci typu D, jsou vsechny
Jeho deformace typu D modulérni.

Z Mazurovy hypotézy vyplyva, Ze okruh Rp by mél byt koneény nad Z,.
Uvazujeme-li deformace spliiujici pouze podminku (i), je univerzilni deformaéni
okruh obvykle isomorfni s Z,[X,Y, Z] ([18]); podminka (iv) pak ubere jednu pro-
ménnou. Znamena to, ze o zbylé dvé proménné se tedy musi postarat podminka (ii),
nebot (iii) neméni dimenzi okruhu Rp.

Kli¢em k dikazu Taniyamovy hypotézy je nasledujici

Hlavni véta (Wiles). Bud E semistabilnieliptickd kfivka nad Q, p > 2 prvoéislo,
pro které je gk p ireducibilni a modulédrni (a spliiuje jesté nékolik dalsich technickych
podminek). Pak Mazurova hypotéza plati pro kaZzdé D, pro néZ je gg p typu D.
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9. DOKAZ TANIYAMOVY HYPOTEZY V SEMISTABILNIM PRIPADE

Véta (Wiles). KaZda semistabilni elipticka kFivka nad Q je modulérni.

Dtikaz. RozliSme nékolik piipadi:

(I) ¢g,3 je ireducibilni.

Ze semistability vyplyva, ze v tomto piipadé je Im(gp3s) = GL(2,2/3Z) a podle
Tunnellovy véty [36] je gg,3 moduldrni (podle [36] odpovid4 gg,3 moduldrni formé
typu (N, 1, x), lze vSak ukazat, Ze gg 3 je pak modulérni i v nasem smyslu). Podle
Hlavni véty (pro p = 3) pak je QE,3% rovnéz modularni.

(IT) og,3 je reducibilni.

V tomto pfipadé existuje podgrupa C C E, C — Z/3Z, racionélni nad Q. Opé&t
rozliSme dva piipady:

(I1a) eg 5 je reducibilni, tj. existuje podgrupa C’ C E, C' — Z/5Z, definovana
nad Q. Pak (E,C & C’) odpovida racionalnimu bodu kfivky Yo(15). Tato kfivka
v8ak ma pouze &tyfi racionalni body, a vSechny &ty¥i piislusné eliptické kfivky jsou
moduldrni.

(IIb) gg,5 je ireducibilni. Uvazujme modularni kfivku X parametrizujici dvoji-
ce (E', ) (aZ na isomorfismus), kde E’ je eliptickd kfivka a A je isomorfismus A:
Es = E}. Tato kfivka je rodu nula a obsahuje racionalni bod (E, id). Proto je na nf
nekonecné raciondlnich bodti. Pomoci jistého triku Wiles ukazuje, Ze na X existuje
racionalni bod, ktery odpovida semistabilni eliptické kiivce E’, pro kterou je ggr 3
ireducibilni. Diky (I) je £’ modulérni, a tudiz je i ¢g' 5 = @g,5 modularni. Podle
Hlavni véty (pro p = 5) je pak gg 5 modularni. O

Stoji za povsimnuti, Ze tento dilkaz stoji a pada s tim, ze 3 a 5 maji mezi véerni
prvoéisly velmi vysadni postaveni:

Tunnellova véta je zaloZena na tom, ze PGL(2,2/3Z) — S je Fesitelna grupa, coZ
neplati, pokud trojku nahradiine libovolnym vétsim prvodislem.

Stejné tak ma kiivka parametrizujici dvojice (E',)), A: E, — E,, pro p > 5 rod
vétsi nez jedna.

Nedavno se objevil preprint Elkiese, ve kterém je ukazano, ze pro Freyovu kfivku
E z odstavce 7 (anebo pro néjakou piibuznou kfivku) musi byt gg 3 ireducibilni. To
znamena, Ze pokud nds zajima pouze Fermatova véta a nikoliv Taniyamova hypotéza,
mizZeme se obejit bez Wilesova triku pro p = 5.
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10. DOKAZ MAZUROVY HYPOTEZY

Na Mazurovu hypotézu lze pohlizet jako na problém z komutativni algebry: jsou
dany lokalni Z,-algebry Rp,Tp a surjektivni homomorfismy

Rp-5Tp-Le1,,

kde B pochdzi z moduldrni deformace ¢ (jejiz existenci predpokladiame). Je tieba
ukazat, Ze « je isomorfismern. Pfitom je zndmo, ze Tp je volny modul koneéného typu
nad Z, a navic je Gorensteinovym okruhem (za tento netrivialni vysledek vdécime
predeviim Mazurovi [17], [22]). To znamen4, Ze existuje isomorfismus Tp-modulii

(7) T'D L Homl'(Tp, Zp).

Homomorfismus 3 v této dualité odpovida prvku B € Tp; poloZime-lin := ﬂ(ﬁ) €z,
pak je idedl nZ, dobfe definovan (nezavisi na vybéru isomorfismu (7)).
Wiles nalezl numerické kritérium pro platnost Mazurovy hypotézy:

Hlavni lemma (Wiles). Pokud idedl pg := Ker(Ba) spliiuje

®) #(pr/vk) < #(Zp/0Ly),

pak je a isomorfismem a ve skuteénosti nastdavd rovnost
(9) #(pr/ph) = #(Zp/11,).

Obé& strany nerovnosti (8) maji aritmeticky vyznam. Levé strana je rovna fadu
Selmerovy grupy Sp pro adjungovanou reprezentaci Ad(g). Pfesnéji feceno, Sp je
podgrupou grupy Galoisovych kohomologii

Sp C H'(Gal(Q/Q), M3(1,) ® Q,/1;)

charakterizovanou lokalnfmi podminkami typu D. Zde M{(Z,) oznatuje grupu matic
faddu 2x 2 nad Z, s nulovou stopou, na které Galoisova grupa Gal(Q/Q) piisobi adjun-
govanou reprezentaci g(M) = o(g)M ¢(g)~!. Klasické Selmerovy grupy (a s nimi tizce
spiiznéné Tate-Safarevi¢ovy grupy) se vyskytuji pfi studiu aritmetiky eliptickych kfi-
vek. Jejich obecné kohomologické verze definovali Bloch a Kato [1]. Rovnost (9) se
zda byt specidlnim pfipadem hypotéz Blocha a Kato o hodnotach L-funkei.
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Pravou stranu nerovnosti (8) lze rovnéz popsat explicitné. V p¥ipadé, kdy je modu-
larni samo gg p= = @, je 1 = deg(p) rovnd minimalnimu stupni modularnf paramet-
rizace ¢: Xo(N) — E. Lze ji rovnéz interpretovat jako racionalni faktor hodnoty
jisté L-funkce (odtud souvislost s hypotézou Blocha-Kato).

Wiles dokazuje nerovnost (8) Kolyvaginovou metodou Eulerovych systémi (viz
souborné ¢lanky [21], [24]). Touto metodou Kolyvagin dokazal nerovnosti typu

#S | apriorni konstanta

pro klasické Selmerovy a Tate-Safareviovy grupy [12], [13], [14].
Ve Wilesové situaci je Euleriiv systém tvofen prvky grupy kohomologii

c¢(n) € H'(Gal(Q/Q), Sym?(¢*))

s koeficienty v symetrickém &tverci reprezentace dudlni k g. Prvni Giroven tohoto Eu-
lerova systému sestrojil Flach [6], ktery s jeji pomoci dokazal, Ze za jistych pFiznivych
okolnost{

#(Z,/nZ,)-  anuluje grupu  Sp.

vy,

Konstrukci vys$Sich drovni Eulerova systému a vySetfovani jejich vlastnosti pry
zabira nejvétsi ¢ast Wilesova doposud nezvefejnéného rukopisu. Pouziti Kolyvaginovy
metody k dikazu nerovnosti (8) je potom &isté formdlni.

Kromé toho je ovsem tieba pfekonat nékolik technickych obtiZi. Je to zpisobe-
no tim, ze Kolyvaginova metoda umoziuje dokazat (8) pouze pro nejsilnéjsi mozné
lokalni podminky D,,in, kterym gg , vyhovuje. Problém je v tom, ze pfimé pouziti
Eulerovych systémi pro ostatni D dokazuje pouze ponékud oslabenou nerovnost (8).
Wiles proto postupuje nepfimo:

(1) Pokud existuje moduldrni deformace ¢ néjakého typu D, existuje i modularni
deformace ¢’ vyhovujici nejsilnéjsim lokalnim podminkam D,y .

Toto tvrzeni zobeciiuje Serreovu hypotézu z odstavce 7 a bylo dokdzano kolektivnim

tsilim Fady autort (N. Boston, H. Carayol, F. Diamond, B. Edixhoven, G. Faltings,

B. H. Gross, B. Jordan, H. W. Lenstra, R. Livné, B. Mazur, K. A. Ribet, J.-P. Serre,

A. Wiles ...; viz téz [28]). Drobna potiz spoéivd v tom, ze v fadé mist [28] se

pfedpoklada, Ze p > 5. Proto je tieba zvlast vySetfovat pfipad p = 3.

(2) Pouzitim Eulerova systému sestrojeného pro g dokazat (8) pro Dmin.

(3) Plati-li (8) pro Dmin, pak plati i pro vechny slabsi lokdlni podminky D.

Tuto implikaci lze pfeformulovat jako vyrok o kongruencich mezi modularnimi for-

mami. Ten pak Wiles dokazuje zobecnénim Ribetovych metod z diikazu Serreovy

hypotézy (H).
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Cela tato dlouh4 procedura Gspésné funguje pouze tehdy, pokud Galoisova re-
prezentace ggp spliiuje fadu podminek.*K dikazu Taniyamovy hypotézy (v semis-
tabilnim pfipadé) to staéi; pfesto by bylo Zadouci, abychom méli ditkkaz Mazurovy
hypotézy v co nejvétsi obecnosti. Ve specidlnim pFipadé tzv. diedralnich reprezentaci
¢e,p Wiles dokdzal Mazurovu hypotézu pomoci Hlavni hypotézy Iwasawovy teorie
pro imaginérni kvadraticka télesa, dokdzanou Rubinem [29] (rovnéz pomoci vhodné-
ho Eulerova systému). Teprve price Flacha [6] naznaéila, jak postupovat v obecném
piipadé.

11. ZAVERECNE POZNAMKY

Bez nadsazky lze Fici, Ze Wiles vyuziva skoro vSeho (s vyjimkou Arakelovovy geo-
metrie), co se v poslednich dvaceti letech objevilo nového v algebraické teorii &isel (&i
jak se dnes s oblibou Fik4, v aritmetické algebraické geometrii). V omezeném prostoru
tohoto &lanku jsme se mohli pouze dotknout téch nejzavaznéjsich myslenek a pojmi,
které se v dikazu Fermatovy véty objevuji.

Jak zdiiraznil Ken Ribet v predchozim ¢lanku, pro teorii ¢isel ma mnohem vétsi
vyznam Taniyamova hypotéza, kterd je nejjednodussim piipadem obecnych Langlan-
dsovych hypotéz. Rada pesimistti (mezi néz patfil i autor tohoto ¢lanku) méla za to,
Ze tyto hypotézy niam budou jesté dlouho nedostupné. Wilestiv vysledek v tomto smé-
ru otevird netusené moznosti. Lze jen doufat, Ze poslouzi motivaci pro nejbystiejsi
ze souéasnych studenti matematiky, aby se zacali vénovat oné neobycejné fascinujici
discipling, kterou teorie ¢isel vidy byla a je.

Nékolik slov k literatufe: o eliptickych kFivkach a funkcich se lze doéist v [15], [35],
[37], [38]; o modularnich kiivkach a formdach v [16], [25], [34]. Aritmetiku, geometrii
i teorii funkci v jednom najdeme ve vynikajicich knihdch [2], [11], [30].

Na zavér jesté maly komentaf o nejvyznamnéjsich pracich Andrewa Wilese: ve spo-
le¢né praci s J. Coatesem [3] dokdzali prvni netrividlni vysledek o hypotéze Birche
a Swinnertona-Dyera. Plivodni verze dikazu se opirala o ,explicitni zdkon recipro-
city“, dokazany v [39]. V préci [23] B. Mazur a A. Wiles doké4zali Hlavni hypotézu
Iwasawovy teorie nad Q a jeho komutativnimi totalné realnymi rozsifenimi (jejich
dikaz byl zaloZen na studiu aritmetiky moduldrnich kfivek). Wiles tento vysledek
rozsifil na viechna totalné redlnd télesa v [41], [42]. To vyzadovalo zcela jiné metody,
zejména pak konstrukci Galoisovych reprezentaci pro Hilbertovy moduldrni formy

[40]. Jiz témito vysledky se Wiles nepochybné zafadil na ¢iselné teoreticky Olymp.
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