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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, VII, 3 — 1957 

R A D I K Á L A P Ó L O J E D N O D U C H O ST 
D I R E K T 1 N É H O S Ú C l N U A L G E B I E R 

JÁN 1VAX 
Katedra matem atiky Slovenské j vysokej školy technickej v Bratislav 

Obsahom tejto práce je vyšetrovanie niektorých vlastností direktného súčinu 
algebier. Ide predovšetkým o otázku, ako súvisí radikál algebry 91 = ^ X 9(2 

s radikálmi algebier 9(., 9t>, resp. aký je súvis medzi příslušnými faktorovými 
algebrami podlá radikálov. Přitom pojmy algebra rádu n nad telesom K, 
báza algebry, podalgebra, ideál, nilpotentná algebra, nilpotentný element, 
vlastně nilpotentný element, radikál, faktorová algebra, polojednoduchá 
alg3bra, reprezentácia algebry (izomorfná, regulárna), stopa matice. stopa 
elementu algebry v nejakej reprezentácii a pod. budeme používať v tom zmysle, 
ako sú definované v [2], resp. [3]. Skutočnosť, že elementy til,u2, ...,uu 

tvoria bázu algebry 9í rádu n nad telesom K, budeme symbolicky zapisovat 
n 

takto : 9( = KuY + Ku, + . . . + Kua alebo krátko 9( = ^ Kui. Faktoroví. 

algebru algebry 91 podlá radikálu 9c budeme označovat znakom 91/íř, stopu 
matice A znakom a(A) a stopu elementu a £ 91 v reprezentácii Fznakom ar(a). 
Ostatně symboly budu mať obvyklý význam. 

Zo známých viet teorie algebier budeme sa odvolávat predovšet iým na 
následujúce dve vety. 

Veta A. Nech K je komutativně těleso charakteristiky nula. Potom algebra 
91 = Kux + Ku2 -f- . . . -f Kud je nilpotentná vtedy a len vtedy. ak v nejakej 
(lubovolnej) izomorfnej reprezentácii r algebry 9( v tělese K stopy všetkých 
elementov bázy sú rovné nule, t. j . 

ar(ux) = ar(u2) = . . . = ar(un) = 0. 

D ó k a z . Pozři [1], str. 29. 
Veta B. Nech K je komutativní těleso charakteristiky nula. Potom element a 

algebry 91 = Kux + Ku2 -f- . . . + Kut je vlastně nilpotentný vtedy a Un vtedy, 
ak v nejakej (lubovolnej) izomorfnej reprezentácii F algebry 9( v tělese K platí 

ar(au^) --•= 0 (i ^ 1, 2, . . . . n). 

D ó k a z . Pozři [1], str. 31. 

158 



I 
IVe úplnost uvedieme na začiatok definíciu direktného súčinu algebier. 
Nech 91- •= KuY + Ku2 + . . . + Kum, 9í2 = Kv\ + Kv2 + . . . + KvH sú 

Fubovolné dve algebry nad telesom K, necli ich multiplikačné tabulky vzhla-
dom na zvolené bázy sú: 

m 

uiUj = 2 7%% (i ?' = 1, 2, . . ., m), (I) 

VM = 2 <%«>„ (k, l = 1, 2, . . ., H.). (2) 

lT vazu jme mw-rozmerný vektorový priestor 9Í nad telesom K, prvky jeho 
bázy označme w^ (i = 1, 2, . . ., m; / -= 1, 2, . . ., w), t. j . 

9( = Kwu + Kw12 + . . . +• Kw{ì + ... + K w 

Je zřejmé, že ak v priestore 91 definujeme násobenie následujúcou multipJi-
kačnou tabulkou: 

m, n ; • • • • » v 

v v uw h> 1 = l> 2> • • •' m\ (3) 

(předpokládájúc splnenie distributívneho zákona a podmienky (Xa) b = a(Xb) = 
= X(ab) pre každé X £ K, a £ 9Í, b € 9(), tak 91 bude tvoriť algebru rádu mn 
nad telesom K. 

Definíeia 1. Nech 9^ — ]> Ku/t, 9(2 = ^ Kvvsúlubovolné algebry nad telesom K 
,, = i " r = = 1 

m n 

tt 7?řch ich multiplikačné tabulky sú (l),resp. (2). Potem algebru 9( = ^ ^ Kw/tv 
§u=--\ v-=l 

s multiplikacncu tabulkou (3) nazýváme direkiným súčinctn algebier 9(., 9f
2 ^ zww-

ň'íwp 9( - 9Í! X 9Í2. 
P o z n á m k a 1. Miesto symbolov w{j mohli by sme na označenie prvkov 

bázy algebry 9Í = 9(x X 9Í2 použit dvojice (ut, v}) alebo jednoducho symbolické 
súciny n{Vj. V poslednom případe móžeme sa na algebru 91 = 9řj X 9í2 dívať 
ako na množinu všetkých súčtov konečného počtu sčítancov, z ktorých každý 
je symbolický súčin a^a2, kde ax € 9Í1? a2 € 9í2. Přitom tieto symbolické súciny 
sa násobia takto : (a1a2)(b1b2) = a-Jj^^ . a2b2. Potom sa 1'ahko dokáže (pozři 
napr. [2], str. 5), že direktný súčin 9( = 9í-_ X 9í2 nezávisí od volby báz alge­
bier 91-. 9L. 

P o z n á m k a 2. Medzi podalgebrami algebry 9( zvláštně postavenie zaujímá 
tzv. nulová podalgebra (znak (0)), t. j . podalgebra, ktorá obsahuje jediný ele­
ment — nulu algebry 9(. Hoci tá to algebra nemá bázu (element 0 6 9( je 
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lineárně závislý), považuje sa za algebru konečného rádu. jej rádoin nazývá 
sa číslo 0. Táto triviálna podalgebra je zrejme aj Tavým (pravým, obojst^anným) 
ideálom algebry 91 (nulový ideál). Z definície 1 vyplývá: Ak 93 L X̂ (()] je pod-
algebra algebry 9^ a 93 2 ^ (0) podalgebra algebry 9(2, direktný súčin s-!o, x 932 ~-
— 93 =/L (0) je podalgebrou algebry 9( = S}\1 x 9l2. V definícii 1 je však zavedený 
direktný súčin algebier, ktorých rádyr sú _íl. Preto v případe, že 93, — (0) 
alebo 932 = (0) (alebo zároveň 93j = (0). 932 = (0)), nemóžeme tuto definí-
ciu použiť a třeba v tomto případe súčin 93, X 932 definovať dodatočne. 
Je zřejmé, že bude výhodné definovať ho ako nulovú podalgebru algebry 
9í = 9Í-. X 9(2. 

Připomeňme si ešte definíciu Kroneckerovho súčinu matic. 
Definícia 2. Nech A = (xik.) je stvoř cová matica, stupna m a B = (fia.) stvoř-

cová matica stupna, n. stvorcová matica 

(
\UB.\12H, . . . , \UlB\ 

\2lB, \22B, . . . . \2mB\ 

<KM1B,K^B, ...,\mt„Bj 

stupna, mn nazývá sa Kronec keřovým súcinom matic A, Ba označuje sa (• -•=•• A x H. 
Z tejto definície pre stopu Kroneckerovho súčinu matic vyplývá: 

a(A x B) = o(A) . a(B). 

Všimnime si teraz, ako súvisí regulárna reprezentácia algebry 91 — ,)il \ 9L 
s regulárnymi reprezentáciami algebier 9í1; 9U. 

Maticu, ktorá v regulárněj reprezentácii I\ algebry 9lx prislúcha pj'vku jej 
bázy Uj, označme A{p (j = 1.2, . . ., m). Podobné Af] bude matica, ktorá v re-
gulárnej reprezentácii F2 algebry 9Í2 odpovedá prvku bázŷ  vf (l = \. 2 . . .. n) 
a An matica. ktorá v regulárnej reprezentácii F algebry 9( =• 9lt X 9L od-
})ovedá prvku bázy wjt (j = 1.2. . . . . m: l = 1.2 n). Ale 

m n 

UÍUJ - 2 ytyi;,. vkvt = > dífV,. 
// i i - \ 

To znamená (pozři napr. f 1], str. 29), že 

ly\-ry\h •••• y?\ /'>!/•'>" *w\ 

Ay> [ylrylr ••- yú yí(2, _. hh-*ii w 

\ylryíi y'J \K„*% K,/ 

Ak zvolíme následovně poradie prvko v bázy algebry 91 = 91, X 9l2: 

wn, iv 12. . . ., win; m2], w22, . . ., w2u: . . . ; wml. u\m2. . . . . iclltn 
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a ak berieme do úvahy, že fvikwjf = >̂ >̂ Yi^íi^/w dostaneme 

Л; 

(yЏ\„ үlЏЬ, •••• yЏi, yЏ\„ yЏП„ •••, YЏ';\ 

yЏÌ„ yЏii, ..., үЏ'í„ • • ., yЏҺ, үľiЧ,, .... yЏЧ, 

[үLAi, YÌЛI > • • •. YU<K, • • • •, ү'щ<4,,, YWI, ,..., yЏ'J 
/,,! J(2) v»M(2)\ 
\Yiiлi , • • •> Y\iAi 

v l A (2) v//t /l (2) 

t. j . A,7 = ^ x ,4<2>. 

Tým je dokázaná 

Loiiima 1. ^lk v regulárnej reprezentácii 1\ algebry 91, = >̂ Ku; elementu 

/;ř/2;tH w- odpovedá matica A{j\ t. j . 

I\ : u, -+ Af, 

a v regulárnej reprezentácii l\ algebry 9(2 = ^ K^ elementu bázy v, matica, A{,\ t. j . 

I\ : v, -> A,-\ 

potom matica A ;7, ktorá v regulárnej reprezentácii Falgebry 91 = 9(j X 9í2 — >̂ ^Kw*, 
i^\u\ 

prislúcha elementu bázy wjU je rovná Kroneckerovmu súcinu matic A{j\ Af\ 

r:wfí-*Ail = AÝ)Y.Ap. 

Dósledok. Pre stopy elementov báz algebier 9í,, 9Í2 a 9( = 9(L X 9í2 v ich rer/^-
lárnych reprezentáciách plati: 

Oi(wn) = OY'T^>r>,). 

Vidíme teda, že ak poznáme regulárně reprezentácie aJgebier 9(1? 9(2, po­
známe aj reguJárnu reprezentáciu ich direktného súčinn. 

Pomocou Jemmy 1 a vety A teraz 1'ahko dokážeme nasJedujúcu vetu o nil-
potentnosti direktného súcinu aJgebier. 

Veta I. Nech K je komutativně těleso charakteristiky nula: nech 91,, 9(2, 91 stí 
algebry konečného rádu nad K a nech 9í = 9ÍX X 9Í2. Potom algebra 91 ~ 9(, x 9(2 

je nilpotentná vtedy a, len vtedy, ak aspoň jedna z algebier 9Í-,, 9(2 je nilpotentná. 
Dok a z. Podlá vety A algebra 9í nad komutatívnym telesom K charakte­

ristiky nula je nilpotentná vtedy a len vtedy, ak v nejakej izomorfněj repre­
zentácii stopa každého elementu bázy je rovná nule. Aby sme vedeli rozhodnut, 
či algebra 91 je nilpotentná alebo nie, potřebujeme teda poznat stopy elementov 
jej bázy v nejakej izomorfnej reprezentácii. Vo všeobecnosti regulárna repre -
zentácia algebry 91 nie je izomorfhá reprezentácia. Lahko sa však dokáže 
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(pozři n a p r . [1], s tr . .21). že na t o . aby regulárna reprezentácia algebry 91 bola 
izomorfná. stačí, aby algebra 91 obsahova la j e d n o t k u . Ak algebra H nemá 
j e d n o t k u , m ó ž e m e vždy urobiť izomorfnú reprezentační s t u p ň a n -J-- V X tom 
])rí])ade algebru 91 r á d u n p o v a ž u j e m e za podalgebru algebry 91 rádu n - 1. 
k torú d o s t a n e m e t a k . že k báze v/,, u., u, a lgebry 91 ])r idáme j e d n o t k u <. 
T ř e b a v šak ])ri t e j t o algebře overiť ])Iatnosť asoc ia t ívneho zákona. Stačí ho 
zre jme overiť p r e p r v k y bázy. rFo však i h n e d vyplývá zo vzťahov eul t(te 
— u{(i = 1,2. . . .. n). Algebra 9f = Ke f Kux -f- . . . -f- KuH je rádu u - I 

a obsahuje j e d n o t k u e. a t e d a jej regu lárna reprezentácia je i zomorfní repre­
zentácia . T á t o reprezentác ia je izomorfnou reprezentáciou aj povodně j algebry 91 
(pretože 9Í je podalgebrou algebry 51). T a k ý m to s])ósobom vieme vidy nájsť 
izomorfnú reprezentační s t u p ň a n -f I algebry 91 r á d u n n a d A'. L a n k o sa 
dá overiť, že ak 91 — Kux | Kiu j . . . f Ku,. 91 — Ke ' Ku] . . . — Ku,, 
s topa každého e lementu •ui bázy a lgebry 91 v regulárnej re])rezentácii algebry 91 
a v regulárnej reprezentáci i algebry 91 (ktorá je izomorfnou repreze ntáciou 
algebry 91 aj a lgebry 91) je rovnaká . To isté zrejme platí pre každý c e m e n t 
a £ 91. Teda, ak pot řebu jeme s t o p y e lementov algebry 91 v nejakej izomorfnej 
reprezentáci i . s tačí sa obmedziť na jej regulárnu reprezentační . 

N a základe predchádzajúce j ú v a h y a ve ty A algebra 91 9(L - 9L bude 
n i l p o t e u t n á v tedy a len vtedy, ak v jej regulárnej reprezentáci i F })latí 

V ("'ji) = ° (? -= 1? 2, . . .. m : l = 1. 2 u). (4) 

Ukážeme, že p o d m i e n k a (4) je sp lněná v t e d y a len vtedy. ak a spoň jedna 
z algebier 9lx, 9í2 je n i l p o t e u t n á . 

Nech n a p r . aJgebra 91, je ni l])otentná. To znamená (na základe vety A 
v súvislost s uvedenou p o z n á m k o u ) , že v regulárnej reprezentáci i I\ a lgebry 91, 
s topa k a ž d é h o p r v k u jej J)ázy je r o v n á nule. t . j . 

M w y ) - <> (j ^ U'2, . . . . * / / ) . 

Z toho a z dósledku lem my I však vyplývá 

<*i (">) = °"' Áu>) <*i a("/) - ° ( 7 - 1 . 2 ,u; / .-, 1. 2 /,.). 

čo z n a m e n á , že algebra 91 91, X 9Í2 je n i l p o t e u t n á . 
N a o p a k , nech 9( = 9^ X 9(2 je n i l p o t e u t n á . t . j . je sp lněná p o d m i e n k a (4). 

Prcdpoklada jme, že ani algebra 9l1 ani 9í2 nie je n i l p o t e u t n á . To z n a m e n á , že 
v regulárnej reprezentáci i l\ a lgebry 9(L a spoň pre jedno j (1 s= j :_< m] a v re­
gulárnej reprezentáci i I\, algebry 91., aspoň ])re jedno / (l 5g / <g n) p lat í 

<*i Mf>) /- °- °x,(yl) * °-

z čoho na zák lade d ó s k d k u lemmy 1 vyp lývá : 

ai (tr)t) ^~ a\ Áuj) ai Ávi) J °-
čo je spor. Teda aspoň jedna z algebier 9( t, 9f2 musí byť n i l p o t e u t n á . T ý m je 
v e t a d o k á z a n á . 
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Na základe lem my I medzi reprezentáciami algebier s)l. . %, a reprezentá-
ciami algebry s){ — $b X %2 existuje těsná súvislosť. V teorii reprezentácie 
algebier však doležitú úlohu hrajú polojednoduché algebry. Je ])reto prirodzené 
položit takňto otázku; kedy je algebra W -— 9b x 9t> polojednoduchá a v prí-
pade. že 91 = s)il X 9l2 nie je polojednoduchá, ako súvisí jej radikál s radikální i 
algebier %, %,, resp. aký je súvis medzi příslušnými faktorovými algebrami 
podlá radikálov. Na tieto otázky sa pokusíme v ďalšom dať odpověď. Na to 
však budeme potřebovat' nasledujúcu vetu o ideáloch v direktnom súčine 
algebier. 

Lťiiuiia 2, Nech pre i — \. 2 je fiy(
s^\, SIU\) lavý (pravý, obojstranný) ideál 

algebry 9+ Potom fi = ^ X fi2(
s)i -= S?- X 9i2,

 SW = m, X SR2) je lavý (pravý, 
obojstranný) ideál algebry 9( = S}{1 X 9l2. 

D ó k a z . Urobíme ho napr . pre 1'avé ideály. Nech 
s)[x = Kuh + •. . . +- Kur + Ku, x + . . . + Kum, 

9l2 = Kvx + . . . + Kvx + Kt\^ + . . . + Kvn, 

w1) ^ . i y''ju„ • vkvi - 1 (Hil\' 
,, 1 r 1 

a nech bázy daných algebier sú volené tak, že fi, = Ktix + . . . + Kur je 
Fa vý ideál algebry 9b a fi2 = Kv\ + . . . + Kvs Tavý ideál algebry 9Í2 • To 
znamená, že pre strukturné konstanty platí (pozři napr. [1], str. 17); 

^ = °(1 V 2, . . ., m; j = 1, 2, . 
x = r + 1, r + 2. . . ., m. 

<% = o ( 
k = 1,2, . . ., n\ I = \, > 

Ä + 1, s + 2, . . ., n 

Potom 

/ ч àh = <» (5) 

pre / - 1,2 m: j = 1.2. . . ., r; p — r + V r 4- 2, . . . . w a pre [libo­
volné k. I. r, alebo pre [libovolné i, ý, // a pre k — 1,2, . . ., n: I = 1,2, . . ., $: 
v = fi -f- 1. ,s + 2, . . ., n. Direktivy súcin fi — 2l X 22 je zrejme podalgebra 
algebry 9( — 91 j X 9(2. Z (5) však vyplývá, že súčiny 

wikw.:l 

pre y V 2, . . . . r; l — 1,2 ,s* a pre jubovoiné i, k sa dajú vyjadriť ako 
lineárna kombinácia prvkov bázy podalgebry !i}. To však znamená, že fi je 
lavý ideál algebry 9í, č. b. t. d. Ak aspoň jeden z ideálov fix, fi2 je nulový, 
potom fi. x fi:, je nulový ideál algebry 91 = 9b X 9(2 (pozři poznámku 2). 
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Veta 2. Nech sú splněné předpoklady vety 1 a nech 9c\ je radikál aljebry 91. 
a 9c\2 radikál algebry 9í2. Potom 

9c = (% X 9Í2, % X %) 

je radikál algebry 9( = 9^ X 9(2. 
D ó k a z . Nech % = Ku} + . . . + Kur + Ku,.^ + . . . + KuM. %, =••- KE, 

+ . . . + Kvs + Kvs+1 + . . . + Kvn a nech 9c\ = Ku} + . . . 4- /w/r je ra­
dikál algebry 9(] a 9c2 = K^j + . . . + Kv, radikáJ algebry 9(2. Podlá lemmy 2 
množiny 9íj X 9c2. 9\ X 9(2 sú oboj stranné ideály7 algebry 9( — 9íj * 9l2. 
Kedze 9cl5 9c2 sú nilpotentné ideály, podlá vety 1 aj ideály 9ČX X 9I2. % X 9č2 

sú nilpotentné. Je známe (pozři napr, [2], str. 22 — 23), že súčet nilpotentnych 
ideálov je opáť nilpotentný ideál. Teda aj súčet 9c" = (9cx X %>. 91 x x 9c\>) je 
nilpotentný obojstranný ideál algebry 9í a teda je obsiahnutý v jej radikále. 
Najprv zistime rád a bázu ideálu 9c1. 

Rád ideálu 9^ X 9(2 je zrejme m, jeho bázu tvoria elementy 

wn, w12, . . ., wu. . . ., wrl, wr2..... wrn. 

Podobné rád ideálu ?(-, x 9c2 je ww a jeho báza je 

wu, w12. . . ., wu . . . ., H>mi, wm2, . . ., /r,„,. 
Rád ideálu 9c bude zrejme t =m-\~ms — p, kde p je rád ideálu 9^ X 9(2 n '+ x 9c2. 
Zrejme je % X 9í? n 9(x X 9c2 = 9čx X 9c2, teda p = rs, t. j . t = rn + ms — 
— rs = rn + (m — r) 5. Bázu ideálu 9c budu teda tvořit prvky bázy ideálu 
9cx X 9í2 a tie prvky bázy ideálu 9ÍX X 9c2, ktoré nie sú obsiahnuté v báze 
ideálu 9?! X 9Í2 (alebo naopak: prvky bázy ideálu 9^ x 9f2 a tie prvky bázy 
ideálu 9?! X 9Í2, ktoré nie sú obsiahnuté v báze ideálu 9íx X 9c2). Teda napr. 
prvky 

wn, w12, . . ., wln; . . ., wrl, wr2. . . ., wrn; % u . 

^r-f-1,2 > • • • ? ^ r - M . ř * ' ' • J ^ w l ' *^w2 * • • • ' Wms 

v počte ra + (m — r) s tvoria bázu ideálu 9c. 
Teraz dokážeme, že 9c je radikál algebry 2í, t . j . jej maximálny obojstranný 

nilpotentný ideál. Předpokládá jme opak, že 9c nie je maximálny nilpDtentný 
obojstranný ideál algebry 9Í, t. j . že algebra 9( obsahuje aspoň jeden taký 
nilpotentný obojstranný ideál 9c', že 9cC 9t' (znak c znamená vlastmi pod­
množinu). Bez ujmy na všeobecnosti móžeme předpokládat, že elementy 

wn wrn, wri L, . . . ., wms: ?/VH I , I , . . ., w,,0 

tvoria bázu ideálu 9č. Přitom wn, . . . . ?vrn, w r l l . . . . . ír,m.s. je báza ic.eálu 9c. 
Zrejme elementy ur+1, ur+2, . . ., uQ nepatria do radikálu 9c\ algebry 9řj a ele­
menty vs+1, vs+2, . . . . v0 do radikálu 9č2 algebry 9Í2. Zvolme si jeden element 
bázy ideálu 9c', ktorý nie je prvkom bázy ideálu 9c, napr. element w(JO. Ele­
ment wQ0 patří do 9c'; teda aj do radikálu algebry 9í. Ako je známe, radikál 
algebry je množina všetkých jej vlastně nilpotentnych elementov (pozři 
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napr. |2J. str. 24). Teda element w()0 je vlastně nilpotentný element algebry 9V 
Podlá vety B v [libovolné j izomorfněj reprezentácii F algebry 9í platí 

ai\wijowik) = 0 (i — 1.2, . . ., m; k -= 1. 2. . . . . n). 

Z týeh istých dóvodov ako v dókaze vety 1 stačí předpokládat, že F je regu-
lárna reprezentácia algebry 9í. 

Na základe toho, že pre x € A', « € 91. b € 91 platí a(a --- b) = r/(a) -f- or(6)-
ťr(vO) — \rr(«). dostaneme 

°r(*rlmwik.) =-- ar (> > yí^w^) = >, > r íX^TK,-.) =• 
i, 1 r 1 ~ / / - l i - - I " 

- V • r t o ^ ^ f j " , . ) - (2 «*/•,(««))(.>. ^/•,(»..))! 
// - 1 »• 1 /' t r -1 

kde F. je regulárna reprezentácia algebry 91, a F2 reguláma reprezentácia 
algebry 9Í2. Teda pre i —- 1, 2 m\ k — V 2, . . ., n plat í : 

w n 

Ci y^rMi^y ólkor2(vt,)) = 0. 
/( - 1 * v í 

Klement H,, 6 91, nepatří do radikálu SJČ,, teda nie je vlastně nilpotentný. 
To isté platí o elemente va € 9í2. Podlá vety B to znamená, že aspoň pre 
jedno prírodzené číslo i (l g i ^ m) a aspoň pre jedno k (1 ^ k fg n) platí 

G/^K^) ^ 0, ar2(v0vk) ^ 0, 

teda aj 

Ale 
orMWi) ar,(v0vk) i= 0. 

m rn 

i 

?? ^ 

<7E2K^-) = <rra(2 < ^ r ) = > ó>xp2(?;r). 
,.-1 r = l 

Teda aspoň pre jednu dvojicu indexov i, k (1 § i <L m, 1 rg k ^ w) platí 
1)1 n 

(1 y>r,(u,,))(l'^r-ÁVr)) #<>• 
/í--1 ~ r = l 

čo je spor. Tým je veta dokázaná. 
\>ta X iVfch ,9?/ splněné předpoklady vety 2. Potom platí 

91/SR ^ Síj/SKx X 9 í 2 / ^ ? . 

I) o k a z. Nech algebra 9lx je rádu m, jej radikál 9?! rádu r, algebra 9í2 nech 
je rádu n a jej radikáJ % rádu 6*. Potom m -— /• je rád faktorovej algebry 
91,/9^ a n — s rád faktorovej algebry %2I% (pozři napr. [2], str. 28). Teda 
algebra 91,/9^ X 9(2/9c2 je rádu (m — r)(n — s). V dókaze vety 2 sme ukázali, 
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že radikál sJč algebry 91 ^ % x 9í2 je rádu t = ms + rn — ró*. Teda rád algebry 
9f/sJc bude mw — ř = 'wn — ms — rn + rs = (m — r)(n — «s'), teda len istý 
ako rád algebry 9 /̂9?,. X %2/%. Ak bázy algebier % , 9Í2. 9í a ich rf.dikálov 
JČ+ SJČ2, $1 zvolíme (označíme) ako v dókaze vety 2, platí (pozři napr. aj | 2 \ 
str. 27 — 28): 

%/% =-- K[>,,-] ] . . . |- K[un+ %2/% = K[?Vl] + . . . |- K[rJ. 

91/91------ KKfL.,,1]+ . . . +K£wrnu]. 

Prvky bázy algebry %/% X %2/% označme w,.^ ,._j w,,,^ t. j . 

%/% X 9(2/9č2 = Kwr] íS+1 + . . . + A ¥ w r 

Ak multiplikačné tabufky algebier 91., 9í2, 91 sú (l), (2). (3), tak multiplikačné 
tabulky algebier %/%, %J%, 91/9c budu: 

m 

M M = > y$ufl] (i, 7 = r + 1, r + 2, . . ., w+ 
,u -,•+. 

[«*][»,] - >. <*&[>,.] (A, i = * + 1, * + 2. . . ., m). 

t « ' a ] K J = 2 y yfMw^-] \k,l = s+\,s~2 n («) 
= r + I, r +2 w 

-r+\ •»•---f I- 1 

Z toho a z deřinície 1 vyplývá, že multiplikačná tabulka algebry %/ % >: %2/ % 

ihj = r + 1, r + 2, ^ " _ /i,? = r + l , r + 2 m\ 
L A ^ Ó í l W ^ \k,l = 8+l,8 + 2 » ) ' Wik-Wjl 

,a = r + l j» = « + l 

Z (6), (7) a z toho, že algebry 9V/9Č a Síj/9řx X 9Í2/JČ2 sú rovnakého r i d u vy­
plývá, že vzájomne jednoznačné zobrazenie 

[ > - " * • * ] < ----> ^ 

algebry 9í/sJč na algebru 9(1/
s)c1 X 9í2/9c2 je izomorfizmus. Teda 9I/sJc - %/% X 

X 9í2/9c2, č. b. t, d. 
Veta 4. NecK s?/ splněné předpoklady vety 1. Potom algebra 9í = 9ti X 912 je 

pólo jednoduchá vtedy a len vtedy, ak obidve algebry %x, 9Í2 sú pólo jednoduché. 
D ó k a z . Nech 9í1? %2 sú pólo jednoduché algebry, t. j . ^ = (0), s?č2 = (0) 

(znak (0) značí nulový ideál). Potom %J% -:%, %il% ^ 9Í2. ted \ podlá 
vety 3 je 9i/9c ^ 9lx X %2 = 9L z čoho vyplývá 9c = (0), t. j . 91 =-- i^ X 9l2 

je polojednoduchá algebra. 
Naopak, nech algebra 91 = % X 9(2 je polojednoduchá, t. j . jej radikál 

9c = (0), teda 91/9c ^ 91. Potom podlá vety 3 je 9í ^ %J% X 9í2/9c2 z čoho 
vyplývá 9^ = (0), % = (0), teda algebry 9Í3, 9Í2 sú polojednoduché. 
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РАДИКАЛ И ПОЛУПРОСТОТА ПРЯМОГО 
П Р О И З В Е Д Е Н И Я А Л Р Е Б Р 

НН ИВАН 

В ы в о д ы 

Г) настоящей статье исследуются некоторые свойства прямого произведения алгебр 

над полем характеристики нуль. При помощи теорем 5 и 7 из [1] и свойств следов 

элементов алгебры 91 = 9(, X 9(2

 в регулярном представлении доказываются следу­

ющие т е ш е м ы : 

Теорема 1. Пусть поле К имеет характеристику нуль, пусть 9( ь 9(2, 9( алгебры ко­

нечного порядка над К и пусть 9( = 9^ X 9(2. Потом алгебра 9( = 9(1 X 9(2 нильпотентна 

тогда и только тогда, когда по меньи^ей мере одна //.? алгебр 91 ь 9(2 нильпотентна. 

Теорема 2. Пусть выполнены предположения теоремы 1 и пусть 9сД радикал алгебры 

91, // 9(2 радикал алгебры 9(2. Потом сумма 9с ~ (9(Д X 9(2, 9(х X 9с2) является радикалом 

алгебры 9( - 9(г X 9(2. 

Теорема 3. Пусть выполнены предположения теоремы 2. Потом .между фактор 

алгебрами 9(/9с, 9^/9?!, 9(2/9?2 имеет место следуютге соотнощепие: 91/9? ̂  У{\№\ X 9(2/9с2. 

Теорема 4. Пусть выполнены предположения теоремы 1. IЧ'отом алгебра 9( = 91, X 9(2 

полу проста тогда и только тогда, когда обе алгебры 91,, 9(2 полуп роет ые. 

T H E RADICAL AND S E M I S I M P L I CITY 
OF D I R E C T P R O D U C T OF A L G E B R A S 

J A N I V A N 

S u m m a r y 

In tliis paper we discuss some proper t ies of direct p r o d u c t of l inear associative algebras 
over held of charac teris t ic zero . W i t h the help of theorem. 5 a n d 7 in [1] a n d using pro­
pert ies of t races of e lements of algebra 91 =• 9(L x 9(2 in regu lar representat ion the 
following theorems are p r o v e d : 

Theorpin 1. LJCA, K be a field, of characteristic zero, let 9fl, 9V, 91 are algebra* of finite 

ordre over K and 9( -— 9(x X 9(2. Then algebra, 9( --= 9(x X 9(2 is nilpotent if and only if 

at least one of algebras 9(x, 9(2 is nilpotent. 

Tliporpm 2. Let the suppositions of theorem J hold and let 9cx be the radical of algebra 9(, 
and 9V the radical of algebra 9(2. Then the sum 9( -- (9ci X 9V, 9(t X 9(2) is the radical 

of algebra 91 --=-. 91-. X 9(2. 

Tliporpm 3. If the suppositions of thzorem 2 hold, thzn f>r fa'toralgebras 9(/9?, 9li/9c,, 
9V'9c, holds: 9(/9c ^ 9V/9c, X 9(2/9V. 

Tliporpm i. L?t th° suppositions of theorem I hoi I. Tii°n a^j'.or.i 9( — 91, X lH, is semi-

simple if and only if each, of algebras 9(L, 9l2 is semisimple. 
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