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. MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VII, 3 — 1957

RADIKAL A POLOJEDNODUCHOST
DIREKTNEHO SUCINU ALGEBIER

JAN 1VAN

Katedra matematiky Slovenskej vysokej skoly technickej v Bratislave

Obsahom tejto prace je vysetrovanie niektorych vlastnosti direktného suc¢inu
algebier. Ide predovsetkym o otiazku, ako savisi radikal algebry 2 = 2; > 3,
s radikalmi algebier ;. %,, resp. aky je stvis medzi prislusnymi faktorovymi
algebrami podla radikalov. Pritom pojmy algebra rddu n nad telesom A,
baza algebry, podalgebra, ideal, nilpotentnd algebra, nilpotentny clement,
vlastne nilpotentny element, radikal, faktorova algebra, polojednoducha
algebra, reprezenticia algebry (izomorfna, reguldrna), stopa matice. stopa
elementu algebry v nejakej reprezentacii a pod. budeme pouzivat v tom zmysle.
ako st definované v [2], resp. [3]. Skutoc¢nost, Ze elementy w,, u,. ....u,
tvoria bazu algebry 9 radu n nad telesom K, budeme symbolicky zapisovat

takto: A = Ku, + Ku, + ... + Ku, alebo kratko 9 = > Ku,. Faktorovi
=1

algebru algebry A podla radikalu RN budeme oznacovat znakom ¥(/ii. stopu
matice 4 znakom o(A4) a stopu elementu a € A v reprezentacii I"znakom o («),
Ostatné symboly budd mat obvykly vyznam.

Zo znimych viet tedrie algebier budeme sa odvolavat predovsetzym na
nasledujace dve vety.

Veta A. Nech K je komutativne teleso charakteristiky nula. Potom algebra
N = Ku, + Ku, + ... + Ku, je nilpotentnd vtedy a len vtedy. ak v nejakej
(lubovolnej) izomorfnej reprezentacii I' algebry A v telese K stopy vsetkijch
elementov bdzy si rovné nule, t. j.

op(uy) = ar(uy) = ... = op(u,) = 0.

Doékaz. Pozri [1], str. 29.

Veta B. Nech K je komutativn- teleso charakteristiky nula. Potom element «
algebry W = Ku, + Ku, +- ... + Ku, je vlastne nilpotentny vtedy a len vtedy.
ak v nejakej (lubovolnej) izomorfnej reprezentdcii 1" algebry A v telese K plati

()-/.(aui) == () (l =1, 2, ..., "l).

Dékaz. Pozri [1]. str. 31.
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1
Pre Gplnost uvedieme na zadiatok definiciu direktného staéinu algebier.
Neceh 9, = Kuy, + Ku, + ... 4 Ku,,, % = Kv, + Kv, + ... + Kv, st
lubovolné dve algebry nad telesom A, nech ich multiplika¢né tabulky vzhla-
dom na zvolené bazy su:

m

uiuj = Z ’y;){ul“ (l’ 7 = ‘lr 2: L) ”l')y (l)
n=1
n

v, = 2, 0w, (k,l=1,2, ..., n). (2)

Uvazujme mn-rozmerny vektorovy priestor A nad telesom K, prvky jeho
bazy oznatme w; (v = 1,2, ...,m;j=1,2, ..., 2), t.j.
, .
A = Kwyy + Kwy, + ... + Kwy; + ... + Kw,,,.
Je zrejmé, Ze ak v priestore U definujeme nasobenie nasledujicou multipli-
kac¢nou tabulkou:

) =12, ...,m .
o ) (3)

m n

W W, :”}:l q’%ly;]!c);('lu)m, ( ol
(predpokladajie splnenie distributivneho zakona a podmienky (ia) b = a(ib) =
== A(ab) pre kazdé 1€ K, a € A, b€ A), tak A bude tvorit algebru radu mn
nad telesom K.

n

m
Definicia 1. Nech A, = . Ku,, Ay = > Kuv, st lubovolné algebry nad telesom K
n=1 =]
m n

a nech ich multiplikainé tabulky si (1), resp. (2). Potom algebiu A = > > Kuw,,
n=1r=1

s multiplikalnow tabulkou (3) nazyjrame direkinym siucinom algebier A, , ¥, a zna-
Fime A = Ay x Ay,

Pozndmka 1. Miesto symbolov w;; mohli by sme na oznacenie prvkov
hazy algebry A = A; X A, pouzit dvojice (u,, v;) alebo jednoducho symbolické
stciny ww;. V poslednom pripade moézeme sa na algebru A = 9, x 9, divat
ako na mnozinu vietkych suétov koneé¢ného poctu séitancov. z ktorych kazdy
je svmbolicky saéin a,a,, kde a, € A;, a, € %A,. Pritom tieto symbolické stc¢iny
sa nasobia takto: (aa,)(D.0,) = @b, . @by, Potom sa Tahko dokaze (pozri
napr. [2], str. 5). ze direktny saéin A = 2; X A, nezavisi od volby baz alge-
bier ;. 9.

Poznamka 2. Medzi podalgebrami algebry 9 zvlastne postavenie zaujima
tzv. nulovd podalgebra (znak (0)), t.j. podalgebra, ktord obsahuje jediny cle-
ment — nulu algebry 2. Hoci tato algebra nema bazu (element 0 € 9 je
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linearne zavisly), povazuje sa za algebru kone¢ného radu. jej radom nazyva
sa ¢islo 0. Tato trividlna podalgebra je zrejme aj lavym (pravym. obojst -annym)
idealom algebry U (nulovij idedl). Z definicie 1 vyplyva: Ak 0, # (0] je pod-
algebra algebry ; a B, +# (0) podalgebra algebry ¥, direktny sa¢in ¥, ~ O,
= B # (0) je podalgebrou algebry A = 9, x 9%,.V definicii 1 je viak zavedeny
direktny saéin algebier, ktorych rady st =1. Preto v pripade, ze 0, = (0)
alebo ¥, = (0) (alebo zaroven VB, = (0). B, = (V)), nemdzeme tuto defini-
ciu pouzit a treba v tomto pripade sudin B, X B, definovat dodatocne.
Je zrejmé. Ze bude vvhodné definovat ho ako nulovi podalgebru algebry
WA = Ay X 9,

Pripometime si este definiciu Kroneckerovho saéinu matie.

Definicia 2. Nech A = (x;) je Svorcovd matica stupiiac m a B = (p,,) Stvor-
covd matica stuphia n. stvorcovd maticu

anBoapB, oo v, B
N By gy B, oLl N, B
.Y/;IIB’ ’anZIgf cees M

e

B

stuphia mn nazyvd su Kroneckerovijm sicinom matic A, B a oznadujesa (' = A4 x B.
7 tejto definicie pre stopu Kroneckerovho sGéinu matic vyplyva:
o4 X B) = o(4) . o(B).
Vsimnime si teraz, ako savisi regularna reprezentacia algebry ¥ = A, < ),
s regularnymi reprezentdciami algebier ;. .
Maticu, ktora v regularnej reprezentacii I, algebry 9, prislicha prvku jej
bézy u;. oznaé¢me AL (j = 1.2, ..., m). Podobne 4% bude matica. ktord v re-

gularnej reprezentacii I', algebry A, odpoveda prvku bazy v, (I = 1.2 .... %)
a A; matica. ktord v regularnej reprezentacii /" algebry ¥ = 2, > 3, od-
povedd prvku bdzy w; (j = 1.2 ...om; L= 1.2, ... n). Ale
m H
Ul == Zly,/.‘;w,,. 0 = ilr)ii,v,..
"o~ )

To znamena (pozri napr. [1], str. 29). ze

1 2 m | 2 "
Yijs Vij Vi Ol O+ 0
1 2 1 2
40 Vi Vijs v e Vi T 0% 03 ... 0
4 , == . - < /
L 2 " 51 ] n
yw_i' )’,,,_,'- e ’/m,i, bnl~ (>N/ e e On/

Ak zvolime nasledovné poradie prvkov bazy algebry A = 9, x ,:

2 u

.
m2s o rint

Wiy Wig~ v ooy Wy, Ways Wope ooy Ways o o 5 U

ml*
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" 1z

a uk berieme do Gvahy. ze w;ry, = > > vioge,, . dostaneme

u—=1r-==1
L A» mAl
/1;’511 yh()ll < Mi%e - - VU” ”/1;’) s oo YOY
1. S» m ey 2
4 VO V0%, - i - J/u 3, 7’1/‘>>/> RN
Ay =
1 L 52 I pn i 7 L
ymr n[? ymy()nlr e =yrr1;i(>:/l- A /m/anl /un()nl: . a/r:;, :11
(2) m A(2)
Do T VAP 0 ¥

‘) )
ym/A( L) V%A( 2
t.]. 4, = AS.” X AP,

Tvm je dokazana
! )

m
Lemma 1. Ak v reguldrne) reprezemtdcii 1 algebry I, = Zl{u}» elementu
i
-\ ; . M g4 os
Lazy w; odpovedd matica A, 1. j.
Iy cuy — AW,
"

@ v reguldrnej reprezentdacis 1y algebry W, = > Kv, elementu bizy v, matica AP ¢, 7.
151
Iy cw — AP,
potom matica A, ktord v reguldrnej reprezenticvi I'algebry A = A, X Ay = > > Kw;,
i

prishicha elementw bdzy wjy, je rovnd Kroneckerovmuw sicinu matic AV, AP,
tg.
T, . 1)« 2)
1" w;, ~?A]-,, —44; K A; .
Désledok. Pre stopy elementov bdz algebier A, Ay a A = A, X U, v ich requ-
larnych reprezentdcidch plati:
or(wy) = or,(u;)or,(v,).

Vidime teda, Ze ak pozname reguldrne reprezentacie algebier A, 9,, po-
zname aj reguldrnu reprezentaciu ich direktného suéinu.

Pomocou lemmy 1 a vety A teraz lahko dokazeme nasledujicu vetu o nil-
potentnosti dircktného stuc¢inu algebier.

Veta 1. Nech K je komutativne teleso charakteristiky nula: nech 3, . 3, . A si
algebry koneéného radu nad K a nech A = A, x A,. Potom algebra VN = ‘)(, XU,
je nilpotentnd vtedy a len vtedy, ak aspori jedna z algebier Uy, A, je nilpotentn.

Doéokaz. Podla vety A algebra 9 nad komutativnym telesom A charakte-
ristiky nula je nilpotentna vtedy a len vtedy, ak v nejakej izomorfnej repre-
zentdcii stopa kazdého elementu bazy je rovna nule. Aby sme vedeli rozhodnut,
¢ialgebra U je nilpotentna alebo nie, potrebujeme teda poznat stopy elementov
jej bazy v nejakej izomorfnej reprezentacii. Vo v&eobecnosti regularna repre-
zentacia algebry A nie je izomorfnd reprezentacia. Lahko sa viak dokdze
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(pozri napr. [1]. str. 21). Ze na to. aby regulirna reprezentacia algebry ¥ bola
izomorfna, staci. aby algebra ¥ obsahovala jednotku. Ak algebra ‘it nemd
jednotku. mozeme vizdy urobit izomorfnu reprezentaciu stuptia » -+ 1. V" tom

pripade algebru A ridu n povazujeme za podalgebru algebry 3 rddu n — 1.
ktort dostaneme tak. Ze k bdze ;. u,. ... u, algebry ¥ pridame jednotku «.

Treba viak pri tejto algebre overit platnost asociativineho zdkona. Stacéi ho
zrejme overit pre prvky bazy. To vsak ihned vyplvva zo vztahov e, — w,e
(i = 1.2 ....n). Algebra M = Ke + Ku, + ... -+ Ku, je vadu n - 1
a obsahuje jednotku e, a teda jej regularna reprezentdcia je izomorfni repre-
rentacia. Tato reprezentacia je izomorfnou reprezentaciou aj povodnejalgebry 3
(pretoze ¥ je podalgebrou algebry ). Takymto sposobom vieme vzdy ndjst
izomorfn( reprezentaciu stupna n 4 I algebry 3 radu » nad A. Lahko sa
dd overit, ze ak 9 — Aw, 4 KNuy + o - K, 3 — KNe & Ku, = ..o Ku,.
stopa kazdého elementu u; bazy algebry ) v regularnej reprezentdcii al zebry
a v regularnej reprezenticii algebry 9 (ktord je izomorfnou reprezenticiou
algebry 3 aj algebry ) je rovnakd. To isté zrejme plati pre kazdy >lement
« € 9. Teda. ak potrebujeme stopy elementov algebry U v nejakej izomorfnej
reprezentacii, sta¢i sa obmedzit na jej regulirnu reprezentdciu.

Na ziaklade predchadzajicej vahy a vety A algebra ¥ - 3, - 9, bude
nilpotentna vtedy a len vtedy. ak v jej regularnej reprezentacii /™ plati

o (wy,) =0 (G-=1.2, ....m: 1= 1.2.....n). (4)

Ukazeme. Ze podmienka (4) je splnend vtedy a len vtedy. ak aspon jedna
z algebier ;. 3, je nilpotentna.

Nech napr. algebra 9, je nilpotentna. To znamend (na zaklade vety \
v stivislost s uvedenou poznamkou). ze v reguldrnej reprezentacii 1) algebry ¥,
stopa kazdého prvku jej bazy je rovna nule. t. j.

or(u;) = 0 (9 = 1.2, ....om).
7 toho a z désledku lemimy I viak vvplyva
ar (i) = op () o1 () = 0 (7= 1.2000oma b= 1020 00000,

¢o znamend, ze algebra 9 2, > 3, je nilpotentna.

Naopak. nech = A, > 2, je nilpotentna. t.j. je splnena podmienka (4).
Predpokladajme. ze ani algebra ¥, ani ¥, nie je nilpotentnd. To znamend. ze
v reguldarnej reprezenticii /7 algebry ¥ aspon pre jedno j (1 =
gularnej reprezentacii I, algebry ¥, aspont pre jedno [ (1 <1

J 5= ma v ore-
n) plati

ar(uy) A0, ap,(v) # 0.

7. coho na zaklade dosledku lemmy I vyplyva:

.
ar () = op (u;) op (v) - 0.

¢o je spor. Teda aspon jedna z algebier 9. 9, musi byt nilpotentnd. T'ym je

veta dokazana.
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)

Na zaklade lemmy 1T medzi reprezentaciami algebier ;. 3, a reprezenta-
ciami algebry 3 = 9; X A, existuje tesna savislost. V tedrii reprezenticic
algebier viak dolezita tilohu hraja polojednoduché algebry. Je preto prirodzené
polozit takato otdazku: kedy je algebra ¥ = A, X %, polojednoducha a v pri-
pade. ze W = VA, X ¥, nie je polojednoducha, ako savisi jej radikal s radikalmi
algebier 9. %,. resp. aky je stvis medzi prislusnymi faktorovymi algebrami
podla radikdlov. Na tieto otazky sa pokusime v dalSom dat odpoved. Na to
viak budeme potrebovat nasledujicu vetu o idedloch v direktnom stéine
algebier,

Lemma 2.0 Nech pre = 1.2 je (W, W) lavy (pravy, obojstrannij) idedl
wlgebry .. Potom = £, X & (‘)\‘ = 0 X N, W= W, X WM,) je lavyy (pravy.
obojstrannij) idedl algebry A = A, x A,.

Dékaz. Urobime ho napr. pre lave idealy. Nech

W = Ku, +-... + Ku, + Ku, , + ... + Ku,,
W = Kvy + ... 4 Kv, + Koy + ... + Ko,
m )I‘
Wy = D) ;/”n v, D O,
’ ‘ ol
a nech bazy danych algebier st volené tak, ze &, = Ku, + ... + Ku, je

[avy ideal algebry A a ¥ = Kvy, + ... + Ko, Tavy ideal algebry . To
znamend. ze pre Struktdirne konstanty plati (pozri napr. [1], str. 17):

B t=012 ...om;j=1,2....r
=00, .2 , :
x=1r 41, r4 2 ..., m,
, c = 1,2, Jnyl=1,2,....8
0F = 0( ' )
ﬁ-:s+l,s+2 .n
Potom
phop = 0 (5)
pre @ o= 12000 me g o= 1020, ryopo=r A bor <+ 2. ....m a pre [ubo-
volné k. 7. r. ‘Llebo pre lubovolne 7. ] wavprek =1, caoms =12, ...,5:
s+ 1os + 2, ..., n Direktny sac¢in € = &, x L’, je zrejme p()d@lgebm
algebry ¥ = A, x W,. Z (5) v8ak vyplyva, Ze suciny
Wiy
pre j o= 1.2 o .ori = 102000 8 a pre ]'ubo\'ol'né 1, k sa daju vyjadrit ako

linearna kombindcia })rvk()\ bazy podalgebry £. To viak znamena, ze £ je
lavy ideal algebry 9, ¢. b.t.d. Ak asponl jeden z idedlov g,, &, je nulovy,
potom ¢, > €, je nulovy idedl algebry 9 = %, X %, (pozri poznimku 2).
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Veta 2. Nech su splnené predpoklady vety 1 a nech 0y je radikal alyebry
a N, radikdl algebry A,. Potom

W: (SJ?] X ?Ig. \\)(] X 937)

je radikdl algebry A = A; X A,.

Dékaz. Nech ¥, = Ku, + ... + Ku, + Ku,_, + ... + Ku,, . W, == K,
+ ...+ Kv,+ Kvgy + ... + Kv, a nech %, = Ku, + ... =~ Ku, je ta-
dikal algebry %, a 9%, = Kv, + ... 4+ Kuv, radikél algebry ,. Podla lemmy 2
mnoziny A; X Wy, N, X Ay, sn obo]strann.e idedly algebx_\ A = VN, X ‘Jl‘_,l
Kedze N, N, st nilpotentné idedly, podla vety 1 aj idedly 94, x ¥,. 2 > I,
st nilpotentné. Je zname (pozri napr. [2], str. 22—23), Ze stcet nilpotentnych
idealov je opit nilpotentny ideal. Teda aj stdet N = (N, = W, . W, .0 ) je
nilpotentny obojstranny idedl algebry A a teda je obsiahnuty v jej radikale.
Najprv zistime rad a bazu idedlu 9.

Rad idedalu N, x U, je zrejme rn, jeho bazu tvoria elementy

Wi Wios oo Wy o o Wy Wy oe o Wy

Podobne rad idedlu %, x N, je ms a jeho baza je

Wy, Wya e s Wy o VW1 Whoy oo oy 10,
Radidealu 9 bude zrejmet =rn -+ ms — p, kdep]e radidealu ¢, X W, NG X .
Zrejme je N; X W N Ay X Ny = Ny XN, teda p=1rs, t.]. t =0 -+ ms —
—r8s =rn + (m — r)s. Bazu idealu N budu teda tvorit prvky bazy idedlu
9, X A, a tie prvky bazy idedlu A; x N,, ktoré nie st obsiahnuté v baze
idealu %, X U, (alebo naopak: prvky bazy idealu A, x RN, a tie prvky bazy
idedlu N, X Ay, ktoré nie st obsiahnuté v baze idedlu A, x N,). Tecla napr.
prvky
Wiys Wygy « oy Wiyys vy Woys Wyay oo s W3 Wyeq q-
Wity - os Wopgge o os Woprs Wyga e + ooy Wy

v poéte rn - (m — r) s tvoria bazu idealu N.

Teraz dokdzeme, ze N je radikal algebry 2, t. j. jej maximalny obojstranny
nilpotentny ideal. Predpokladajme opak, ze % nie je maximalny nilpotentny
obojstranny ideal algebry 9, t.j.Ze algebra 2 obsahuje aspon jeden taky
nilpotentny obojstranny ideal %', Ze N C N’ (znak C znamend vlastni pod-
mnozinu). Bez ujmy na vseobecnosti mézeme predpokladat. ze elementy

Wy o W,

Wy gy ooy Wy D W g e Wy
tvoria bdzu idedalu N. Pritom wyy, ... w,,, 0, 1. ..., w,, je baza icedlu .
Zrejme elementy u, ;, %,.,, - u, nepatria do mdlkalu N, algebry Y, a ele-
menty Vi1, Yoy, .., Y, do radlkalu 9, algebry A,. Zvolme si jeden clement
bazy idealu %', ktory nie je prvkom bazy idedlu %, napr. element w,,. Ele-
ment w,, patri do ', teda aj do radikalu algebry 2. Ako je zname. radikal
algebry je mnozina vsetkych jej vlastne nilpotentnych elementov (pozri
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napr. [2]. str. 24

). Teda element i, je vlastne nilpotentny element algebry 3
Podla vety B v Iubovolnej izomorfnej reprezentacii [" algebry A plati
o (W) = 00 = 1.2 amsk=1.2. ...

. n).
7 tych istych dévodov ako v dékaze vety | stac¢i predpokladat, ze I je regu-
larna veprezentacia algebry (.
Na zaklade toho, Ze pre v € K. a € 3. b€ A plati o(a - b) = a(a) + o(b).
a(~a) = va(a). dostaneme
m h m 1
or(1,510y) = oy (3 > ‘y”)',()‘ﬂ(,,,) > > Vf,‘ﬁ‘xfff W,,.) =
" = ll
- ll L y:’.’r()rlo-[ ( )O'['._,(’U,,) =

(> )’I(‘IO-I (uu))(> O‘LGI ))

kde 17 je regularna teprezentécia algebry ¥, a [, reguldrna reprezenticia
algebry ¥(,. Teda pre ¢+ = 1, my k=1.2

.2, ..., n plati:
(2, yisor ()2, onor,(v,) = 0.
=1

v 1
Klement w, € ¥, nepatri do radikalu J;, teda nie je vlastne nilpotentny
I'o isté plati o elemente v, € 9, '

Podla vety B to znamenda, Ze aspoii pre
jedno prirodzené éislo ¢ (1 < ¢ < m) a aspoil pre jedno k£ (1 < k < n) plati

or(uyu;) # 0, 00,(00;) 7 0
teda aj
lel(u('ui) or,(Vv;) # 0.
Ale
m
o) = on( ) = 2 i),
p=1 =1

N
Gl'g(vovl\') - G"Z(Z 6(‘;’1601') = >
r=1
Teda aspoii pre jednu dvojicu indexov 1, k (1 S i=m, 1 <k < n)
7Il

( %.l"l /1 (Z (>1AO'I #*

Il =z
co je spor. Tym je veta dokazand.

Veta 3. Nech si splnené predpoklady vety 2. Potom plati
AN~ A/ X W/ N,

Dokaz. Nech algebra 9, je radu m, jej radikdl R, radu r, algebra 2, nech

je radu n a jej radikal 9, rddu s. Potom m — r je rad faktorovej algebry

W,/N, a n — s rdd faktorovej algebry /N

algebra A,/ X

(pozri napr. [2], str. 28). Teda
Wy/ N, je radu (m — r)(n — s). V dokaze vety 2 sme ukazali
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ze radikal 9 algebry 9 = 9, x A, jerddut = ms -+ rn — rs. Teda rad algebry
AN bude mn — t = mn — ms — rn 4 rs = (m — r)(n — s). teda fen isty
ako rad algebry /M, x Wy/N,. Ak béazy algebier A, %,. A a ich redikalov
9. Ny, N zvolime (oznacime) ako v dokaze vety 2, plati (pozri napr. aj |27,
str. 27--28):

W/Ny = Klu, 1] 4 ... F Klw,]. /0 = Klv,,] + ... + KN|v,].
AN == Klw, g oa] + .. + Klw,,]
Prvky bazy algebry /9%, X /N, oznaé¢me w, .\ . ....w,, . t.].

W9y % W/ Ny = K,y iy - oo - K

L2 i

Ak multiplikaéné tabulky algebier 9. ¥(,, % s (1), (2). (3), tak multiplikacné
tabulky algebier /9, A,/ MN,. A/N budh:

[w][w;] = 2, vilw, ] (4, =r—+1,r+2 ....m)).

norl

n

mdle] = X ople,] Gk l=s+ Ls+ 2.0,
1

PNt

”, v, Gy = L 20 oo
i N N T N
lealliogd = 2 2 7idilw,.] (k, l=s+1,s—2 ... w) -0

Z toho a z definicie 1 vyplyva, ze multiplikadna tabulka algebry /9 = A/,
je:

o m & L Lij=r-+1Lr4+2....,m
Wyl = 2 2 ydjw,, (lc,l: s 1,842 .. .. nl

u=r+1p=s+1
Z (6), (7) a z toho, Ze algebry A/MN a A/, X Wy/N, st rovnakého ridu vy-
plyva, Ze vzajomne jednoznaéné zobrazenie

[ ] < W 4y

algebry /% na algebru /M, x A,/N, je izomorfizmus. Teda A/ N ~ /N, <
X g/ Ny, €. b.t.d.

Veta 4. Nech si splnené predpoklady vety 1. Potom algebra A = A, < U, je
polojednoduchd vtedy a len vtedy, ak obidve algebry U,. A, si polojedinoduché.

Dékaz. Nech 9, %, si polojednoduché algebry, t.j. 9, = (0). W, = (0)
(znak (0) zna¢i nulovy ideal). Potom /9, ~ %, Ws/N, ~ Ay. teda podla
vety 3 je A/N ~ VW, X A, = A. z ¢oho vyplyva N = (0), t.j. A = A; < W,
je polojednoduché algebra.

Naopak, nech algebra 9 = 9 X ¥, je polojednoducha. t.j.jej radikal
N = (0), teda A/N ~ A. Potom podla vety 3 je A =~ A /N, X Wy/ N, . z Eoho
vyplyva %, = (0), %, = (0), teda algebry 9, 2, st polojednoduché.
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PAIIUKAJT U [TOJAVYIIPOCTOTA ITPAIMOTO
IMPOU3SBEILENNS AITEEP

fSIH 1IBAH
BoiBo;in

B nacrosumeit crarbe Mec1e\VIOTCsT HeROTOphie ¢BOICTBA NMPSIMOro NPOM3BE(CHIT aiiredp
L 101CM  XapARTCPHeTHKA 1y 1b. 1[pn nomomu reopeM 5 1 7 u3 [l] 1 cBoiieTB c.1¢10B
saementoB aqaredpn A = VW, X Ay B pervIAprioM 1pecTaBgaCHuy [ l0Ka3HBAIOTC ey~
I0ULIE T€)PEMDI:

Teopema L. yemu noae K umeem xzaparmepucmury nyan, nycmo Ay, Ay, A aaeedpo ko-
newroeo nopsdia 1ad Ko nyemo W=, x Ay,. Homow aaeebpa A = A, X Wy nuwavnomenmina
mocda 1w Mok moeda, Kkoeda no senvigeic swepe 0ona uz aaeeop g, WAy nuwavnomenmna.

Teopema 2, Hyemo suinoaiienst npednoaoncetius meopescsr 1w nyemn Ny paduraa azeepo
Wy 0 Wy padura ascespor Ay, Honose cyaena N == (g X Wy, Ay X Ny) ssagemes padura.aon
waeeGpur A A x Ay,

Teopema 3. [yemo swnoanennt npednosoncercus meopestor 2. Homoasw smexucdy Parmop-
aacedpasie YN, ANy, /Ny wumeem weemo caedyrouree coomuougercue: AN =2 A 9 < Ag/N,.

Teopema 4. Hyemo swnoanenve npednoaoxceriis meopesnt 1. [lomon aazeopa A == Ay > A,
no.aynpocma mo2da 1 moavko moeda, koeda obe aaeedpu Ay, Ay noaynpocmeie.

THE RADICAL AND SEMISIMPLICITY
OF DIRECT PRODUCT OF ALGEBR AS

JAN IVAN

Summanry

In this paper we discuss some properties of direct product of linear associative algebras
over field of characteristic zero. With the help of theorem 5 and 7 in [1] and using pro-
perties of traces of elements of algebra Y =: 9, > ¥, in regular representation the
following theorems are proved:

Theorem 1. Let K be « field of charasteristic zero, let ANy, A,, W are algebras of finite
ordre over K and A == Ay x W,. Then algebra A == A; x W, <s nilpotent if and only if
at least one of algebras Uy, A, is nilpotent.

Theorem 2. Let the suppositions of theorem I hold and let 9, be the radical of algebra 9,
and N, the radical of algebra A,. Then the sum N == (Ny % Ay, WAy < N,) is the radical
of algebra A = Ay x A,.

Theorem 3. If the suppositions of thzorem 2 hold, thon for fa:toralgehras A, ANy,
LN, Rolds: AP 22 A0 X Ay/N,.

Theorem % Lot the supporsitions of thoorem [ holl. Taza alyhra W = A 0 N, is semi-
simple (f ad only if each of algebras A, W, is semisimple.
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