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Matematický časopis 21 (1971), No. 2 

STYK VARIET V AFINNOM PRIESTORE 

TOMÁŠ K L E I N , Zvolen 

V práci [2] je študovaný styk dvoch variet tej istej dimenzie ležiacich 
v lineárnom afinnom priestore An. V tejto práci zobecníme uvedený postup 
a budeme sa zaoberaí štúdiom variet lubovolných dimenzií ležiacich v An. 

Nech je An (2 <; n) afinný priestor s afinnou sústavou súradníc 

(1) {0 ,e ,e , . . . ,e}, i) 
1 2 n 

kde 0 je počiatok a e, e, . . . , e sú vektory vektorového priestoru V^pridruže-
1 2 n 

ného k priestoru An. Kvóli stručnosti budeme užívat Einsteinovu sumacnú 
konvenciu. Nech h, m sú dve prirodzené čísla, pre ktoré platí 

(2) 1 ^ h ^ m < n . 

Budeme předpokládat, že indexy prebiehajú nasledujúce množiny týmto 
spósobom: oc, f} e {1, 2, ...,n}, a, b e {I, 2, . . . , h}, c e {1, 2, ..., m}, s e {m + 1, 
m -)- 2, . . . , ?i}. Súradnice lubovolného bodu X G An vzhladom k báze (1) 
budeme označovat x1, x2, ..., xn, stručné xa a budeme písat X = \xa]. Pre vek
tor v = vae z Vn budeme užívat stručné označenie (va). Ďalej budeme pred-

a 

pokládat, že Qh, resp. Qm, je h, resp. m-rozmerná oblast ležiaca v príslušnom h, 
resp. m — rozmernom aritmetickom priestore súradníc. 

V priestore An nech sú dané dve regulárně variety triedy Ck [kde k je lubo-
volné pevné zvolené prirodzené číslo]: 

(3) Wh = {X e An\xa = xa(u*), {u*} e Qh} , 

(4) Wm ^{Xe An\xa = ya(zc), {&} e Qm} , 

pri čom předpokládáme, že zobrazenie Qjt -> Wh, resp. Í3 W -> Wm definované 
j)omocou (3), resp. (4) je prosté. í)alej předpokládáme, že variety Wh, Wm majú 
spoločný bod X e An, ktorého súradnice xa odpovedajú hodnotám ua para-

1 pozři [4] str. 15 
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metrov ua variety Wh a hodnotám zc parametrov zc variety Wm. Označme 
o 

8uai . . . 8u } 

8h/« (6) "^-^z^-
kde j je nějaké prirodzene číslo (1 ^ j ^ k) a čísla a\, ...,ctj, resp. Ci, . . . , c;-
sú nějaké vhodné čísla z množiny {1, . . . , h}, resp. {1, . . . , m}. 

Z předpokladu regulárnosti variet Wh, Wm a označenia (5), (6) plynie, 
že matica \\B"\\, resp. | |D" | | , má v*každom bode variety Wh resp. TV^maximálnu 
hodnosť rovnu číslu h, resp. m. V ďalšom budeme používať stručný zápis 

Bl = Bl(ua), D«r = D°(zc). 
O 0 0 o 

8 

Nech (va) je n — m lineárně nezávislých konštantných vektorov z Vn, 
pre ktoré matica 

(7) IIBS, ^ 1 1 . 

resp. 

(8) Wc, v«\\ 
o 

má maximálnu hodnosť h + n — m, resp. w. Nech (9^ cz <QA je okolie {ua} v Qh. 
o 

Označme 

Uh = {[x«(ua)]l{ua} e 0h} . 

J e zřejmé, že Uh je okolie bodu X na varieté Wh. Predpokladajme, že existujú 
o 

funkcie triedy Gk 

(9) zc = zc(ua), {ua}e6h , 

(10) X = X(ua), {ua}eOh, 
8 S 

pre ktoré platí 

8 

(11) y*(zc(ua)) = ^ ( ^ a ) + A{ua)va p r e V{^} e 0 * 
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a ze 

(12) nh^{[y«(zc(ua))]l{ua}eOh} 

je regulárna A-rozmerná varieta triedy Ck. Zobrazenie Wh -> n>n popísané rov-
nicami (11) nech je vzájomne jednoznačné. 

4 

Definícia 1. Nech sú splněné předpoklady (7) —(12). Potom varietu jih nazveme 
lokdlnym priemetom v okolí bodu X variety Wh do variety Wm v danom n — m 

o 
s 

směre (va). 

Veta 1. Nech Wh, Wm sú variety v An s vlastnosťami vyšsie uvedenými. 
s 

Nech (va) sú vektory z Vn pre ktoré matice (7) a (8) majú maximálně možné hod
nosti. Potom existuje taká varieta jih <= Wm, ze Tíh je lokálny priemet v okolí 

s 

bodu X e Wm variety Wh do variety Wm v danom n — m směre (va). 
o 

D o k a z . Položme 
s 

Fa(ua, zc, X) = ya(zc) — xa(ua) — X va . 
s s 

Hladanó funkcie (9) a (10) zrejme vyhovujú sústave implicitných rovnic 

(13) Fa(ua, zc, X) = 0 . 
s 

Ďalej platí 

Fa(ua, zc, X = 0) = 0 . 
o o s 

Z predpokladov (3), (4), (11) plynie, že funkcie Fa(ua, zc, X) majú v dosta-
s 

točné malom okolí bodu [ua, zc, X = 0] (příslušného aritmetického priesto-
o o s 

ru Rh+n) spojité parciálně derivácie podlá premenných ua, zc, X až do k-tého 
8 

rádu včetně. Použitím (11) a (8) zistíme, že vo všetkých bodoch tohoto okolia 
platí 

(14) 
дFa дF<* 

Wc, -W\\ 

TA tohoto a z (8) preto plynie, že matica (14) má vo všetkých uvažovaných bodoch 
maximálnu hodnosť rovnu číslu n. TA tohoto a z existenčněj vety z teorie 
implicitných funkcií2 plynie, že existuje dostatocne malé okolie &h <= Qh 

2 pozři [1] str. 434 
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bodu [ua], na ktorom sú definované funkcie (9) a (10), ktoré majú tieto vlast-
o 

nost i : 

a) zc = zc(ua), (Á)0 = A(ua) = 0, 
O O S s o 

(15) b) funkcie (9) a (10) sú triedy Ck, 

c) pre V {ua} e 0h platí (11), 

d) zobrazenie Wh->n?i [?Uc je definovaná rovnicami (12)] definované 
funkciami (9) a (10) je prosté. 

Ostává ukázat, že nn je regulárna varieta, t. j . že pre V {ua} e Qh matica \\dyajdua\\ 
má maximálnu hodnost. Pomocou rovnic (11) sa však o tom móžeme lahko 
přesvědčit. Q . E . D . 

P o z n á m k a 1. Pre totálně diferenciály funkcií (10)j-tého rádu (0 ^ j ^ k), 
ktoré sú jednoznačné definované za predpokladov predchádzajúcej vety 
v dostatočne malom okolí bodu {ua}eQh, zavedieme označenie &X resp. 

o s 

(dU) 0 , pokial budeme uvažovat totálně diferenciály priamo v bode [ua]. 
s o 

Definícia 2. Nech sú splněné předpoklady vety 1 a nech naviac platí 

(16) (dU)o = 0 
s 

pre V je{0, 1, ...,k}. Potom hovoříme, ze variety Wh, Wm majú v spolcnom 
bode X styk aspoň k-tého rádu. Ak súcasne je (ák+lX)0 =£ 0, potom hovoříme, 

o 

ze uvazované variety majú v bode X styk právě k-tého rádu. 
o 

Veta 2. Nech variety Wh, Wm majú za predpokladov vyššie uvazovaných 
v spocnom bode X styk aspoň k-tého rádu (k ^ 1). Potom je tento fakt nezávislý: 

o 
s 

(I) na volbě konštantných vektorov (va) v rovniciach (11), 
(II) na volbě parametrov variet Wh, Wm, 

(III) na volbě systému súradného v An. 

Prv ako pristúpime k dókazu tejto vety, urobme tuto přípravnu úvahu. 
s 

Nech vektory (va) vyhovujú podmienke, že matice (7) a (8) majú maximálně 
s 

možné hodnosti. Nech sú ďalej dané n — m konstantně vektory (wa) z Vn také, 
že analogické matice k (7) a (8) 

HBZ, w*\\ , \\D«, w«\\ 
O O 

134 



majú maximálně možné hodnosti rovné číslam h + n — m a n. Podlá vety 1 
existuje varieta ňh, ktorá je lokálnym priemetom variety Wh do variety Wm 

v danom n — m směre (w01). Funkcie, ktoré popisujú zobrazenie TV̂  -> ňn 
v zmysle vyššie uvedenom a ktoré majú analogické vlastnosti k (15), zapíšeme 
v tvare 

(17) zc = žc(ua), {ua} £ 6h , 

(18) l = l(ua), {ua}e0h . 
s s 

Zrejme platí 

s _ 

(19) ya(žc(ua)) = x^u*1) + l(ua)w* pre V {ua} e 0h . 
s 

Z vety 1 plynie, že funkcie (9), (10) a (17), (18) sú triedy Ck. Má teda zmysel 
zaviesť nasledujúce oznacenie: 

8hc 8hc 

c —c 

(20) <Pai-ai = 8ua~~8u^ ' <Pai-a> = 8uaí...8ua> ' 

]ai-ai 8u^..7dua> ' ]ttí-n' 8u^...8ua>; 

pre V j £ {1, . . . , k}, pri čom a\, ..., a;- sú čísla z množiny {1, . . . , h}. 
D o k a z vety 2. Dokaž tvrdenia (I) prevedieme úplnou indukciou. 

1. Nech variety Wh, Wm majú v spoločnom bode X styk prvého rádu 
o 

definovaný pomocou zobrazenia (11). To však podlá (16) znamená, že 

(X)0 = (dX)0 = o 
s s 

resp. [ak použijeme symboliku (20)], že 

(21) (k)0 = (h)o = 0 . 
s s 

Derivováním (11) a (19) s použitím (20) dostaneme pre {ua} £ 0h n 0h. 

D*<Pl = B*a + *a** , 
s 

D*Ťac = Bl + .W< , 
S 

kde D- = 8ya\8žc. Pravda, v spoločnom bode X variet Wh, Wm je žc = zc 
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a teda aj D* = D*c . Potom derivácie vzťahov (11) a (19) s použitím (21) 
o o 

v spoločnom bode X budu 

Ш = в a J 
oo o 

D«fa = Ba + (Xa)0W« . 
O O O 8 0 

Odčítáním posledných dvoch rovnic je 

mfa - 9a) = C^)oW- . 
O O O 8 0 

8 

Vzhladom k lineárnej nezávislosti vektorov (D a), (w*) je 
o o 

9a = 9a' (K)o = 0 a teda aj ( d ! ) 0 = 0 . 
O O 8 S 

Dokázali sme teda, že platí 

/ 9°a = 9a 
(22) (A)o = (dA)o = 0 ^ ( ° 

\ (Á)0 = (dA)0 = 0 , 
8 8 

t . j . variety Wh, Wm majú v spoločnom bode X styk prvého rádu aj pri zobra-
0 

zení (19). Tým je tvrdenie (I) vety 2 dokázané pre k = 1. 

2. Nech pre styk (k — l)-vého rádu vzhladom k (22) platí 

(23) (d'A)0 = 0 => ( ° 
\ (dJl)0 = 0 , 

8 

pre Vj e {0, 1, . . . , & — 1}. Parciálnym Z;-krát iterovaným derivováním vzťa
hov (11) a (19) podlá ua v blízkom okolí spoločného bodu X variet Wh, Wm 

o 
dostaneme 

8 

(24) D V A- V D a 0C 1 - c < = D a 4- l v<* 
* ' J-ycYai...ak n ^ Z , ±yci...a ^ai...ak •£Jai...afc T^ Aai...afc ^ > 

Ki<fc í 

-D-^ „ 4- 7 D- - 0Cl"Ct = B* 4 - 1 wa 

•Ly
crai...ak \ Z , ^a—a *a i . . . a* JJai...ak i Aai...ak

 w > 
Ki^k s 

Vy* 
k d e Dl..či = — ~ a veličiny 0c

a

1;;X , resp. &%;£, súsúčty súčinov ele-
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mentov q>aitmMj9 resp. <paitmmaj9 pre V j e {1, 2, . . . , k — 1}. Odtial a z indukcné-
ho předpokladu (23) plynie, že v spoločnom bode X variet Wn, Wm je 

o 

(25) Z) a = D- - , 0Cl*-Ci = 0 C 1 - C i 

V ^ / -^ci...ci ^ci—c. ' ^ai...ak ^ai...a f c 

o o o o 

pre 1 < i g &. Ak variety TV/j, Wm majú v bode X styk &-tého rádu potom 
o 

musí byť (dU)0 = 0 pre Vj e {0, 1, . . . , k}, čo je ekvivaJentné s predpokladom 
s 

(26) (ACl...Cí)0 = 0 pre Vj e {0, 1, ...,&} . 

Potom rovnice (24) vzhladom k (25) možeme zapísať v tvare 

•^c rai...a fc i Z , -^CL^CÍ *ai...a* -^ai...afc > 
o o 1<£<& o o o 

s 
D*<r>c _1_ V F)a 0Ci...cř D« i /^ \ a 
-^c Tai...ak \ Z , •L'a..Ai *ai...a* ^au^ak ' \/lai...ak/o w • 
o o 1<£<& o o o' o o 

Odčítáním posledných dvoch rovnic je 

s 

D* (<PL..a« - 94...J = (K...aX Wa • 
0 0 o s s 

Vzhladom k lineárně j nezávislosti vektor ov (Z)a), {uf) je ' 
o o 

^ai...afc
 = = ^ai-.afc' \^ai...afc/o = = ^ 

o o s 

a teda aj 

(dÚ)o = 0 pre V j e { 0 , 1,. . . ,*}. 
s 

Tým je tvrdenie (I) vety 2 dokázané. 

Dokážeme tvrdenie (II) vety 2. Nech variety Wh, Wm splňajú předpoklady 
vety 2, nech funkcie (10) majú vlastnosti (15) a nech 

*ua = *ua{ub) pre V {uP} e 6h 

je lubovolná regulárna transformácia parametrov variety Wh v okolí bodu X. 
o 

Predpokladajme, že v uvažovanom okolí Uh variety TV̂  existujú spojité 
parciálně derivácie 

&*ua 

* ^ - * = ^ ^ p r c v j e { i *>• 
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Ako vyplývá z dókazu vety 1 funkcie A = X(ua), představuji! určité skaláry 
s s 

variety Wh nezávisle na transformácii parametrov variety Wm. Definujme 

(27) *A = *X(*ua) = X(u*(*vP)) 

&ч 
s 

*X»,..bt = 7 ^ 7--T- P r e Vj e {1, . . . , k) , 

s d*u01... d*u"> 

(28) Bhi* 
Ct,..b, = 7—-; 7 7 " ^ pre Vj e {1,...,/.-} , 

o*u ... o*u J 

pričom 6i, . . . . b} sú čísla z množiny {1, . . . , h}. Z (27) plynie s prihliadnutím 
k (28) a (26) 

< 2 9 ) *K,..bl = K,K,..bl +••• + K,.,> K:X, 
s s s 

kde veličiny Ea
b\^hj , . . . , Ea

b^ závisia iba na parciálnych deriváciach 
Clx, • ••, Cbi ^, čo sa dá lahko overiť metodou úplnej indukcie. Z (26), (27), 
(29) vyplývá, že ak 

(A)o = {K)o = . . . = (Afll...a,)* = 0 => (*A)0 = (*AJ 0 = . . . = (*Afll...a,)0 = 0 
* * s s s s 

a teda aj 

(d1A)0 = 0 => (ď*A)0 = 0 preV je{0, 1, ...Je} . 
S 8 

Tým je dokázané tvrdenie (II) vety 2. 
Tvrdenie (III) vety 2 je zřejmé. Skaláry X(ua) a ich parciálně derivácie 

s 

Aau..a} sú vnútorné geometrické objekty variety IV̂  a sú teda nezávislé 
s 

na volbě systému súradného v An, v ktorom sú variety Wh, Wm. Q. E. D. 
P o z n á m k a 2. V případe h = m variety Wh, Wm majú rovnakú dimenziu. 

Pri definícii styku v tomto případe móžeme funkcie A definovat pomocou 
s 

lokálneho priemetu variety Wm do Wh, alebo JV̂  do Wm> Dá sa ukázat, 
že v tomto případe nezáleží na směre premietania. Dókaz tohoto tvrdenia 
je v práci [2], veta 1, na str. 173 a je v podstatě dósledkom nasej vety 3, ktorú 
teraz uvedieme. 

Veta 3. Nech Wh, Wm sú variety s vlastnosťami vyšsie uvedenými so spoloc-
ným bodom X. Nech varieta Tíh z (12) je lokálny priemet variety Wh do variety Wm 

o 
8 

v n — m směre vektorov (va), ktoré majú vlastnosti (7) a (8). Potom mozeme 
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varietu Wh a varietu 7th vyjádřit pomocou toho isteho systému parametrov ua 

v tvare 

Wh - { l e An\x* = x*(ua), {ua} E Qh} , 

7ih = {Xe An\x* = x*(ua), {ua} e Qh} . 

Za týchto predpokladov majú variety Wh, Wm v bode X styk aspoň -ktého rádu, 
o 

právě vtedy, ak platí 

I &x* \ I &x« \ 

\8u(n ... 8uaj)0~ \8uni ... 8ua3]o 

pre V j e {!,..., k}. 

s 

D ó k a z . Nech (va) je lubovolný systém n — m konštantných vektorov 
z Vn s vlastnosťami (7) a (8). Zrejme 

xa = x<*(ua), {ua} G Qh , 

x« = xa(ua) = ya(zc(ua)), {ua} eQh 

sú rovnice variet TV̂ , jih. Identita (11) bude teraz v tvare 

s 

(31) xa(ua) = xa(ua) + X(ua)v* . 
s 

Nech variety TV̂ , TVm majú v spoločnom bode X styk k-tého rádu (k > 1), 
o 

t. j . platí (16) resp. (26). Parciálnym k-krát iterovaným derivováním identity 
(31) s použitím (26) dostaneme vzťahy (30). Dá sa lahko ukázať, že i obrátene 
z predpokladov (30) plynie. že variety Wh, Wm majú styk aspoň k-tého rádu. 
Q. E. D. 

P o z n á m k a 3. V odvodzovaní viet by sme mohli pokračovat. Uveďme 
ako příklad dve vety bez dókazu: 

Ak variety Wh, Wm majú v spoločnom bode styk právě k-teho rádu, potom tiez 
variety Wh, nu majú styk právě k-teho rádu. 

Alebo: 

Nech l ^ g ú h ^ m < n . Nech Wg, Wh, Wm sú regulárně variety triedy Ck 

so spolocným bodom X. Ak Wg, Wh majú v tomto bode styk aspoň k-tého rádu 
o 

a Wh, Wm majú v tom istom bode styk aspoň k-tého rádu, potom tiez variety 
Wg, Wm majú v tomto bode tiez styk aspoň k-tého rádu. 
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CONTACT B E T W E E N TWO MANIFOLDS I N A F F I N E SPACE 

Tomas K l e i n 

S u m m a r y 

In the paper the contact of a t least the order k between the manifolds Wn and Wn 

(1 ^ h ^ m < n) at the common point X in affine space An is studied. 
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