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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV. VI. 4 

O O B R Á T E N Ý C H VLOHÁCH S T L K M O Y H O T Y P V 

JAN H O R Y Á T H 

K a t e d r a m a t e m a t i k y S l m e n s k e j vysoke j školy teefiiiickej v Bmti^lave 

§ 1. fvod 

V posledných rokoch vznikol cely rad nových ])rác \' súvislosti s istou úlohou 
teorie kmitov Sturmových systémov a. úlohami bezprostředné na nu nad 
vazujúcimi. Teória kmitov Sturmových systémov vznikla ešte v minulom 
storočí. Yyehádzalo sa pri nej z jednoduchej fyzikálnej úlohy — kmitania nito 
s konečným poctom hmotných bodov. Matematické vyšetřovánie tejto úlohy 
znamenalo objavenie celého radu význačných faktov. Napr. dókaz reálnosti 
koreňov sekulárnej rovnice symetrickej matice, vypracovanic teé)rie Jakobiho 
foriem, ako aj teóriu redukcic kvadratickej formy na kanonický tvar. Ostatně 
to bola prvá úloha na vyšetrovanie malých kmitov systému s // stupňami voF-
nosti. Vlohou sa zaoberali mnohí význační matematici ako napr. ď A l e m b e r V 
I). B e r n o u l l i . L a g r a n g e a iní. 

Sám V. S t u r m . ])odía ktorého bola neskór teória nazvaná, objavil ]>i*i vy
šetřovaní tejto úlohy celý rad výsledkov z vyssej algebry a teorie diferenciál 
nych rovnic. 

Ako sa ukázalo neskór. teória Sturmových systémov malá bohaté aplikácie 
tak v róznych obJastiach mechaniky (teória pozdlžnvch a torzných kmitov 
najróznejších mechanizmov. teória plynov a kvapalín v potrubiach). ako aj 
v elektrotechnike (teória elektrických Hltrov). 

.Bezprostředným zovšeobechovaním tejto úlohy holi problémy, ktoié 
vznikli v případe spojité rozložených parametrov systému -- kmitanie strun, 
tyčí. ])ružín. membrán, dosiek, torzných kmitov hriadeťov. kmitanie vzduchu 
v rezonátoroch i teória elektrických kmitov v o veden iach. 

Yšetky tieto úlohy, ako sa ukázalo, viedli v podstatě k Sturm —-Liouvillovej 
úlohe urcenia charakteristických hodnot a- funkcií. 

Z matematického hradiska išlo v prvom případe o riešenie systému obyěaj 
ných diferenciálnych rovnic s příslušnými poéiatocnými ])odmienkami. 
\T druhom případe išlo o riešenie parciálně] diferenciálnej rovnice s hraniě-
nými a pociatoénými ])odmienkami. Pri tomto riešení šlo vždy o uréenie 
frekvencií vlastných kmitov příslušného systému na základe daných diferen
ciálnych rovnic a podmienok. 
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Xa új)lne nový tyj) úloh narazíme, a k sa pokus íme pos lednú úlohu o b r á t i t . 
Vvazujme naj)r. istý t y p skleronémineho k o n z e r v a t í v n e h o m e c h a n i c k é h o 
sys tému, schopného konať ma lé k m i t y okolo rovnovážnéj p o l o h y . JNech jo 
da.ná j)ost uj)iiosť k l a d n ý c h éísiel: 

VA • Ví • jh Vu 

konečná alebo i nekonečná. \ pos lednom příj>ade b u d e m e navýše o te j to 
j)ostiij)nost i •j)red])okIadať. že jej a s y m p t o t i c k é chovanie nie je [ i ibovoiné. ale 
sj)lňuje isté v h o d n é p o d m i e n k v . závislé od t y p u mechanického s y s t é m u 
(s truna, m e m b r á n a atď.) . Vloha znie : T ř e b a nájsť t a k y s y s t é m d a n é h o ty jm. 
k torého vlastně frekveucie b u d u tvoriť právo t u t o ])ostupnosť. 

Právo tak ako klasická teoria k m i t o v S t u r m o v ý e h sys témov vyšla z fyzikál-
noj "j)roblematiky aj obrat ená úloha sa objavi la ])ri riešení roznych úloh 
z klasiekoj i kvantove j fyziky. Y nas ledujúeom odseku sa j)reto p o k ú s i m e dať 
kr.it ky p r o k l a d o t ý e h t o liloháeh a pro tie na j jednoduchšie otázky podať 
p r i a m o fyzikálně pozadie p r o b l é m u . 

Zmyslom eelej p r á c e je j)odať jednak uceleny a soběstačný j írehlad o do 
s i a h n u t ý c h výslcdkocli. j e d n a k sj)resniť ťormuláeiu radu známých, výs ledkov. 
.Metoda jxxlania jo na m e k t o r ý e h miestaeli nová. V predloženej ])rvej 
časti práce vystačíme . .zhruba p o v e d a n é " s a lgebraickými p o m o c k a m i . 
Problémy vyžadujúce jxmiocky z funkcionálnej a n a l ý z y b u d u j)rednietom 
dalsej j>ráee. 

$ 2. Fyziksílnsi problciiKidkii vedúea k obr;i(eiiej ú lohe 

Prvé j)ráce. v ktorých bola formulovaná, o b r á t e n á úloha, vyšla z klasiekoj me
chaniky . V prvom řade išlo o úlohu malých pr iečnych kmitov s t r u n y . T a k t o 
j)i\ýkřiit j)ostavil úlohu Y. A. Ani ba re u ni j a n | I |. hoci už ] ) ředtým možno 
niijsť n á b ě h y k j íodobnému ťormulovaniu j)roblému \' jmVcaoh F . L . 1 n o e h o j ^ l . 
Z. M a r k o v i o a |:*| aj \V. M o t l i w n r ť a | 4 | . 

Piošoním obřátene j úlohy pro l ineárně j>ružné k o n t i n u u m sa zaoberal vý
značný sovietsky m a t e m a t i k M. (!•. K r e j n v celom radě p r á č | 5 | — [ l h ] . v kto
rých dosiahol {)ozoruhodné výs ledky . 

Klasická mechanika, ako sme uviedli. nebola j e d i n ý m výehodiskom. j>re 
o b r á t e n ú úlohu. 1 v rado jaoblémov kvautove j mechaniky možno dójsť k o b r á -
lenej úloho. Ako je z n á m e . spekt rá lná a.nalýza diferonoiálnyoh operát orov je 
z á k l a d n ý m m a t e m a t ickýni a p a r á t o m ])ri riešení mnohých úloh z kvant ověj 
mechaniky . Freto jo veTnii j)rirodzené j)ostaviť i tu o b r á t e n ú úlohu z da
ného s]>oktra v lastných hodnot určiť \dastnosti př ís lušného difereiíciálneho 
oj)erátora. Př i tom t roba p o z n a m e n a t , že t a k t o formulovaná úloha n a d o b ú d a 
v te j to oblasti zv láš tny význam, a to t ý m . že obvykle je naj})ríst ujmejšio 
o\j)orinient áhiemu vyset ro\ aniu "příslušné s | )ekt rum d a n é h o ob jektu. Ako pi'í-

11 ; \ l ; ) Í P m ; i í i e k o - Í Y / A k á l n v č a s o p i s S A V , V I . 4 — 19o(. '201) 



klad možno uviesť vyšet rovanie c h a r a k t e r u jádrových sii z d a n é h o spektra 
energet ických hladin, alebo úlohy spojené s vyše t řováním vlastnost í krysta lo
vé] mriežkv z př ís lušného energet ického spektra . 

Z t o h t o všetkého vysvitá., že možno formulovat viaeero roznyeh typov 
o b r á t e n ý c h úloh. .Pokúsime sa. proto v ďalšom podat ťormuláeiu niektorýeh 
j e d n o d u c h ý c h ťyzikálnych ťiloh. co poskytne dosť názorný přehrad o roznyeh 
drulioch o b r á t e n ý c h ťiloh. 

Naj jednoduchš i t y p obrátenoj úlohy d o s t a n e m e , ak b u d e m e uvažovat do
konale ohybnťi ])ružnú niť. nesúcu n h m o t n ý c h bodov. 

Ú l o h a 1. Nech je d a n á dokonale ohybná pružná niť. nesúca n h m o t n ý c h 
bodov. S])ósob upevnenia koneov nitě je d a n ý . Z n á m a je aj dlžka nitě /. ako aj 
sila 7T. k torou je niť r o z t a h o v a n á . Pro tťito niť je daná postupnost n k ladných 
éísiel: 

0 Pí 'v-:. ' • • • ;P„-

Třeba nájsť velkost jednot l ivých h m o t n ý c h bodov. ako aj ich rozloženie t a k . 
aby frekvencie v lastných malých pr iecnych k m i t o v nitě tvořili uvedenu 
p o s t u p n o s t . V př ípade, že úloha nemá jednoznačné riešenie. t ř e b a nájsť pod 
n h e n k y zaruéujúce jednoznačnost . 

P o z n á m k a : Pri formulaci i uvedenej úlohy sme předpokládal i , že v př ípade 
systému pozostáva júceho z n h m o t n ý c h bodov s ti s tu])ňami volnosti má 
sj)ektrum jeho v lastných kmitov n frekvencií. n navzájom roznyeh kladných 
éísiel. To, p r a v d a , nemusí \vA\y p l a t i t . Ako je z n á m e . napr . úloha o malých 
torzných k m i t o c h n zotrvacníkov uložených na p r u ž n o m hriadeli . ktorý m«í 
z a n e d b a t e l n é m a l ú h m o t u a při tom je na oboch koncoch votný. dává len 
n-l frekvencií (navzájom roznyeh k l a d n ý c h éísiel). Okrem t o h o sme před 
pokládal i , že sys tém, k t o r é h o s p e k t r u m pozos táva z )i frekvencií. obsahuje 
n d i skré tně rozložených h m o t . Ani t o nemusí vždy platiť. ako plynie už z uve
deného ])ríkladu malých t o r z n ý c h k m i t o v hriadeťa so z o t r v a c n í k m i . 

N a p o d o b í m úlohu ako ú loha 1 naraz íme, ak miesto nitě -- jednorozmei*-
ného ú t v a r u — b u d e m e u v a ž o v a t dvojrozměrný dokonale ohybnú ])ružiiťi 
m e m b r á n u o z a n e d b a t e l n é ] h m o t ě s bodové rozloženou h m o t o u . 

Ú l o h a 2. D a n á je dokonale o h y b n á . p r u ž n á m e m b r á n a o z a n e d b a t e l n é ] 
h m o t ě , nesúca n h m o t n ý c h bodov. T v a r m e m b r á n y , ako aj sposob upevnenia 
okra ja je z n á m y . N a p á t i e T \v dané . Okrem toho je daná postupnost n klad 
ných éísiel: 

O V ] /A, . . . V l . 

Úlohou je nájsť veFkosť jednot l ivých h m o t n ý c h bodov. ich rozloženie na 
m e m b r á n ě , t a k a b y frekvencie v las tných malých pr ieénveh k m i t o v holi rovné 
danej pos tupnos t i k ladných éísiel. a súéasne vyšetř i t podmienkv pro jedno 
znaonosť riešenia. 

\T oboch t ý c h t o príkladoeh islo o urě(mio veťkosti a rozloženia // h m o t n ý e h 
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bodov nespojité rozloženej hmoty. Vzniká, prirodzene. otázka, co sa stane. 
ak namiesto konečného ])očtu hmotných bodov budeme předpokládat' spočetné 
mnoho hmotných bodov. alebo připadne spojité rozloženie hmoty, resp. 
kombinační oboch možností diskrétneho i s])ojitého rozloženia hmoty. Hoci 
formu lácia takto postavených fyzikálnych úloh bude skoro doslovným opako
váním prvých dvoch úloh, v metodách riesenia a vo výsledkoch sa, budu oba, 
případy zásadné líšiť. 

Predovšetkým třeba ])oznamenať. že kým v prvom prí])ade išlo o systém 
s konečným počtom stupiíov volnosti, teraz pojde o systémy s nekonečno 
mnoho stu pilami volnosti. P>ez])rostredným dosledkom toho bude. že mieslo 
konečnej ])ostii])nosti dostaneme nekonečnu postupnost ťrekvencií vlastných 
kmitov. Na základe prvých dvoch úloh by sa dalo čakať. že pre Fubovolné ne-
konečné rastúcu postupnost kladných čísiel bude vždy existovat taký systém. 
ktorého frekvencie vlastných kmitov tvoria uvedenu postupnost. Nie je to 
vsak tak. Už v případe spojitého rozloženia hmoty kulhavého systému do
kázal Liouville pre niektoré speciálně případy asymptotické vztahy pre cho-
\anie sa })ostu])iiosti frekveiKíií vlastných kmito\'. Pozři IL Couraní, 1). Hil 
b e r t | 12]. Pretopriformulácii všetkých dalších úloh budeme všade najprv před
pokládat, že daná postupnost kladných čísiel splňuje všetky nutné pod-
mienky na to. aby mohla tvořit postupnost frekvencií vlastných kmitov 
uvažovaného systému. Neskór pri podrobnejšom rozbore jednotlivých úloh 
uvedieme tieto podmienky pre každú úlohu zvlášť.1 

£) M/1'—)' 
kde / , sú okrem kons tan ty ú m ě r n o s t i frekvencie v las tných kmitov s t r u n y ( k o n s t a n t a 
úměrnost i je rychlost priečneho vinenia v s t runě) , l je dlžka s t r u n y a n(.r.) je; l incárna 
hus tota s t r u n y . Pozři R, Vourant, D. H i l b o r t [12j. 

Ú l o h a .T Daná je struna o dížke /, roztahovaná silou T. s ]'u hovorným 
rozložením hmoty (t. j . tak spojitým, ako aj diskrél nym). Spósob u])evnenia jej 
koncov je známy. Nech 

0 Ví : V> - • •• - V, 

je nekonečná postupnost kladných čísiel. majúca už spomenuté vlastnosti. 
Třeba, nájsť strunu s takým rozložením hmoty, aby frekvencie jej vlastných 
malých priečnych kmitov tvořili uvedenu postupnost. Y případe viacznačného 
riesenia máme nájsť podmienky jednoznačnosti. 

Skoro doslovným zopakováním formulácie úlohy 2 dostaneme nasledujúVu 
úlolui 4. 

1 Aby sme ozřejmili už teraz, o aké p o d m i e n k y ide, p ř i p o m e ň m e , že je známí 1, napr . 
že pre vlastně kmity nehomogenne j s t r u n y so spojité rozloženou hmotou plat í : 
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Vloha 4. Nech je d a n á dokonale o h y b n á pružná m e m b r á n a s [ l ibovolným 
rozložením h m o t y . T v a r m e m b r á n y a spósob upevnenia jej okraja je z n á m y . 
N a p á t i e m e m b r á n y je T. Daná je postupnost' k ladných čísiel: 

o p , :p, . . . :pit : . . . . 

k t o r á splňuje uvedené požia.davky. Vlohou je nájsť m e m b r á n u s t a k ý m roz
ložením h m o t y , aby p o s t u p n o s t frekvencií jej malých ])riečnych kniiťov tvo 
rila uvedenu ])ostu])nosť. Treha. nájsť podmienky jednoznačnost i riešenia. 

Vlohy I 4 holi formulované ])omocou j e d n o d u c h ý c h mechanických ob-
jektov . .Právě t a k dohře ich možno formulovať na základe příslušných pojmo\ 
z teorie ťorzných kmiťov hriadefov. z teorie e lektr ických kmitov v č lánkových 
vedeniach. př ipadne v d l l n c h vedeniach aleho z teorie pozdlžnveh kmitov piv 
nov a kva])alín v poťrubiach. 

N;i])r. ak by sme chceli ťdohu 1 formulovať pomocou pojmov z teorie (Tck 
ťrických k m i t o v . stačilo by za.meniť h m o t n ý bod ideálnou indukcnosťou 
a j e d n o t l i \ é úseky nitě odpovedajúcimi kapaci tami zapojenými tak . aby tvo 
rili reťazee přemostěný indukcnosťami. 

.Na rozdiel od dosiaF u \ a ž o v a n ý c h ťdoh. ktoré sa lišili predovšet k ý m t \ i u . 
že \' p r v ý c h dvoeh išlo o sus tavy so súsťredenými p a r a m e t r a m i . k ý m \" posled-
ných ( h o c h o súsťavy s [l ibovolné rozloženými jiaramot raini. možno urobit" 
ďalšie zovšeohecňovaiue ohráťených ťdoh t a k . že budeme uvažovat sy s témy 
s [ubovolTie rozloženými p a r a m e t r a m i vyšších tvpov . Pod mechanickými 
sysťémami vyšších tvpov budeme rozumieť sys témy, pre ktoré diferenciálna 
ro\nica malých kmitov je rádu vyššieho ako d r u h é h o . Dostaneme t a k t o 
i o b r á t e n é úlohy vyšších t \ p o v , 

Pre j e d n o d u c h o s t sa opat obmedzíme na idrmulovanie t ý c h t o úloh na z;i 
klade mechanických představ. Na to stačí zaměnit v posledných ( h o c h úloh.ich 
s t r u n u tycou a nnesto nuMuhrány u\ažo\ať dosku. 

V 1 oh a 5. Daná je tenká pružná tyč k o n š t a n t n é h o prierezu 7.0 dlžke / s ITibo 
\ olTiým rozložením h m o t y . T v a r pri(M'ezu a sposob ujx^vnenia konco\ t \ čc je 
z n á m v . Nech 

0 /T :p-i •. • • • . />., 

je ntíkonečná j)ostii])nosť kladných čísi(T. vyhovujiica i s tým s p o m í n a n ý m pod-
m i e n k a m . T ř e b a nájsť tyč s t a k ý m rozložením h m o t y (za předpokladu, že modul 
pružnos t i v t a h u K je ne/ii\Tslý od příslušného rozloženia h m o t y a \v kon-
š t a n t n ý ) . a b y frekvencie jej vlast ných malých priečnych kmito\ tvořili u veden ťi 
])osťnpnosť. Treha nájsť "podmienky pre jednoznačnost riešenia. 

Podobná úloha |>re dvojí^ozmerný ]>rí])ad je úloha <>\ 
Vloha b\ Nech j(̂  (\-c[\)í\ pružná tenká doska o k o n š t a n t n e j hi'úbke h. s [libo

volným rozložením h m o t y . T v a r dosky, ako aj hraničně p o d m i e n k y dosky su 
znánu 1 . Nech je okrem toho d a n á p o s t u p n o s t k ladných čísiel: 

V\ \ Vi - V, 
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ktorá splňuje ešte dalšie. už s p o m í n a n c podmienky. Za předpokladu, že 
elast ické vlastnosti mater iá lu dosky. c h a r a k t e r i z o v a n é m o d u l o m pružnost i 
v ťahu K a Poissonovou k o n s t a n t o u ///. sú nezávislé od rozloženia h m o t y a sú 
konstant né. t řeba nájsť dosku s t a k ý m rozložením h m o t y . aby ťrekveneie jej 
vlast ných malých pr iecnvch km i tov tvořili uved(Miú postupnost ' . V př ípade 
\ iacznacnosti riešenia. t řeba nájsť podmienky zaručujúce j ednoznačnost . 

Z t o h t o k r á t k é h o p re h l a d u vidno. že existuji', j e d n a k o b r á t e n é úlohy pre 
sústavv s k o n e č n ý m stuj)ňom votnost i . j e d n a k úlohy pre sústavy s nekonečné 
mnoho st upnami voFnosti. Vlohu p a t r i a c u k j)rvému d r u h u úloh budeme 
nazývat oitrútoion S( HIIHOVOH íitoíion. kým v d r u h o m př ípade budeme 
hovořit o ot)rútcncj Sturm LionciWoiu"j H\O\/C. Při te j to úlohe budeme rozlišo
vat aj rád úlohy, pričom rád obrá tene j úlohy bude rádom |)říslušného diťe-
renciálnoho o p e r á t o r a . Ako v idno. možno uvažovat j e d n o r o z m ě r n é i viac-
rozm(M'né o b r á t e n é úlohy. T ý m však celková klasitikácia o b r á t e n ý c h úloh nic 
je vyčerpaná. Pri každej obrá tene j úlohe sme zvlášť zdůrazňoval i otázku 
jednoznačnost i riešenia. I )á sa tot iž Fahko ukázat , že všetky t a k t o ťormulo-
\ ané obrát(Mié úlohy nic SH jcdnoznahic. Prvý na to upozornil N. L e v i n s o n | 13]. 
Preto v dalších prácach sa híadal i n u t n é . resj). pos taču júce podmienky na to . 
aby úloha bol a. j e d n o z n a č n á . Ako sa ukazuje, je možné zaručit j ednoznačnost 
riešenia o b r á t e n ý c h úloh viacerými sposobmi. co má za následok rozne formu 
lácie tej istej obrátene j úlohy. Medzi prvými, ktorí riešili t ie to otázky . třeba 
spomenúť už uvedeného N. L e v i n s o n a . dalej V. A. M a r č e n k a | I 4 | . 
( í . B o r o a |L")|. L. A. Vudova | 1 7 | . ako aj už s p o m í n a n é h o AI. (í. K r e j na-

i.-».<i. M I . 
.Medzi obřát(Miou S t u r m o v o u úlohou a o b r á t e n o u S t u r m Liouvillovou 

úlohou nic je len íbrmálny rozdiel. ako by sa na p r v ý pohlad mohlo zdať. 
T a k vo výsledkoeh. ako i v metodách riešenia je zásadný rozdiel. Prvú z nich 
možno riešiť vcelku algebraicky, kým d r u h á z nich vyžaduje m e t o d y funkcio
nálně j analýzy. 

Z t o h t o dovodu sa budeme zaoberaf v prvej časti práce, ako sme už po 
znamenal i , o b r á t e n o u S t u r m o v o u úlohou a v druhe j časti věnujeme pozornost 
obrá tene j S t u r m - - Liouvillovej úlohe. 

§ 3 . Všeobecná íormulncia Slurmovej úlohy 

Prv než by sme přikročili k m a t e m a t i c k e j ťormulácii obrá tene j S t u r m o v c j 
úlohy, uvedieme si nasledujúcu detiníciu: 

Deíinícia 3.1. Mechanici: ff stf.slém biiffcmc nazffwif Sfunnocf/m dffxtcmom. ah 
h'i)ntickn a })ofe)iciáln H encryin tohto si/stcniH mohl o ri/j(i(frif r tra re 

T V <'І<LІ v ^ (<>(\l '2 zi h'(\'(\> i-
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t . j . kinetická energia neobsahuje súčiny róznycli zovseobecnených rychlostí 
a potenciá lna energia je norma lna Jakobi l io forma. 

P o z n á m k a 1. V definici i 3.1 sa o n o r m á l n e j J a k o b i h o formě pre ])otenciálnu 
energiu nič viac n e p ř e d p o k l á d á . V te j to práci budeme4 však všade v dalsom 
p ř e d p o k l á d a t , že kvadra t ická forma p ř e potenciální, energiu V je pozi t ivně 
definitná. 

P o z n á m k a 2. Koeficienty <ii:bi,ri z definície 3.1 sú určené j e d n a k vlast-
nosťami přís lušného mechanického s y s t é m u , j e d n a k voFbou zovseobecnených 
súradníc . O d h l i a d n u c od te j to poslednej s k u t o č n o s t i sú koeficienty a,.b, zá
vislé od formy vázieb \' d a n o m systéme, k ý m koeficienty r, sú určené veí-
kosťami h m o t m; př ís lušných h m o t n ý c h bodov. (Medzi r; a m; ])latí tot iž 
systém n. l ineárnych rovnic.) ('o sa t ý k á koeficientov a;.b; je s i tuácia pod
s t a t n é zíožitejšia, ])retože sú závisle od vázieb v sys téme, a teda koniec koncov 
sú funkciami ])olóh jednot l ivých h m o t n ý c h bodov. T á t o závislost móže byť 
v e l m i rózneho c h a r a k t e r u . V j e d n o d u c h ý c h p r í p a d o c h m o ž e m e ])omerne 1'ahko 
nrčiť zo znalosti ah.bt p r i a m o polohu jednot l ivých h m o t n ý c h bodov. V z ložr 
t ý c h pr ípadoch d o s t á v á m e algebraický, p ř i p a d n e t r a n s c e n d e n t n y systém 
rovnic pre n e z n á m e súradnice. určujúce polohu h m o t n ý c h bodov v sys téme. 
O t o m t o sys téme b u d e m e všade* v dalsom p ř e d p o k l á d a t , že je riešiteVný. T a k t o 
o t á z k u určenia rozloženia hmot v S t u r m o v o m sys téme b u d e m e považovat za 
rozriešenú, ak b u d e m e poznat koeficienty ai,bi,ri p r i d a n o m systéme zo
vseobecnených súradníc . Vzlďadom na t u t o ])oznámku možno formulovat' 
nás ledujúcu ú l o h u : 

O b r á t e n á S t u r m o v a ú l o h a . Daný je istý t y p S t u r m o v h o sys tému (t. j . 
je z n á m a závislost koeficientov a^b^r-, z definície 3.1 od rozloženia h m o t y 
v s y s t é m e v u r č i t o m systéme zovseobecnených súradníc) . Xech je o k r e m t o h o 
d a n á p o s t u p n o s t n k ladných čísiel: 

( ) ' íh Ih ' • • • ' \V, Y P,-
Máme určit rozloženie hmot v sys téme t a k , a b y frekvencie v las tných malých 
kmitov sys tému bolí rovné danej postu])nosti k ladných čísiel. 

P o z n á m k a 3. Skór ako by sine skúmal i bližšie o t á z k y riešiteínosti a jedno
značnost i riešenia t a k t o formuiovanej ú lohy, t ř e b a uviesť. že doteraz bola 
v l i t e r a t u ř e — pokiaT je nám z n á m e — jednoduchš ia úloha, k t o r á p ř e d s t a v u j e 
speciálu v ])rí])ad námi formuiovanej všeobecnej obrá tene j úlohy. IVe spo-
m í n a n ý Špeciálny ]>rí])ad potenciálna. energia sys tému V má t v a r : 

У(lÁ(hi ~ ţ/i)2- (% ' ! . , • 

Fahko možno ukázat , že skutočne ide o S t u r m o v systém. Potenciá lnu 
energiu z definície 3.1 možno po malých úpravách písať \' t vare 

„ » i 

l' y K '', }>ll)(tl "i i M í í : ! 'li)''-
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kde 

Ak je š'peciiilne 

(I: — /;• — b, , O (b ( ) bt •--• O) 

j)re / 2.3 //-V d o s t a n e m e uveden ý t v a r ])otenciáInej energie, pričom je 

di} (t, b, . 

d L f(it ----- bř< _, . 

])l '0 / \ . 2 H \ . 

T y p i c k ý m p r í p a d o m mechanického sys tému, k t o r ý má potenciá lnu enei'giu 
u\ed(M]ého t v a r u , je ])ružná niť o n h m o t n ý c h bodoch. O h r á t e n ú úloliu ])re 
t(Mito speciáínv ])rí])a(V potenciá lne j energie S t u r m o v h o sys tému b u d e m e na
zývat' specialitou obrátcnou Stnrmovott úlohou. Na, základe te j to klasifikácie 
ťiloha I pro p r u ž n ú niť je š])eciáhiou o b r á t e n o u S t u r m o v o u ťilohou. V ďalsom 
sa b u d e m e zaoberať t o u t o úlohou. Prv než by sme přikročili k uvedeuiu 
výsledkov o te j to ťilohe. aby sme Ie])šie osvětlili ] )roblematiku. mus íme rozobrať 
j/riftntH úlohu ])re p r u ž n ú niť s n h m o t n ý m i b o d m i . Potom si zavedieme rad 
pojmov a odvodíme niekoFko viet. k t o r č n á m b u d u užitočné ])ri obrá tene j 
úloho. Nakoniec uvedieme riešenie speciálně] o b r á t e n e j S t u r m o v e j úlohy, 
k t e r é h o a u t o r o m je M. (}. Kre jn. Z á v e r o m sa zmienime o niektorýoh všeobec
ných větách, týkajúoich sa špeciálnej obrá tene j S t u r m o v e j ú lohy. 

£ \ . Kiešenie priameho problému pře ú lohu 1 

Meíiníoia \A. Pod nitem budeme vsnde v dulsoni roztt'iniet k((zdff jcdnorozmernff 
nt(tt( riúlnif sifstém o z(( nedbáte! ne j vlastně} hmot v. 

P o z n á m k a . \. M a t e m a t i c k é vyjadrenie dokonale j ohybnos t i nitě spočívá 
v t o m . že napát ia vznikajúce v niti upevnene j n a oboch koncoch sú pri vy
chýlení ni tě z rovnovážnej ])olohy rovnoběžné s dotyonicami k o k a m ž i t é m u 
profilu nitě. 

P o z n á m k a 2. Pružnost nitě značí, že n a p á t i a v niti možno počí ta t p o d l á 
I Iookovho zákona. 

P o z n á m k a 3. Uvedené vlastnost i má. každé pružné těleso, k t o r é h o dlžka 
p o d s t a t n é převyšuje ostat né rozměry a je r o z t a h o v a n é značné velkou silou 7\ 
takže možno n a p á t i a vznikajúce pri ohybe nitě z a n e d b a t \ oči celkovému t a h u . 

V ďalšom b u d e m e v y š e t ř o v a t iba priečne k m i t y nitě s n h m o t n ý m i b o d m i . 
t. j . b u d e m e 'předpokládat, že niť kmitá, v rovino a jednot l ivé e lementy nitě 
kinita jú pozdlž p r i a m o k kolmých na. ro\ novážnu polohu ni tě . Předpoklad 
malých kmitov sa. pre javí v t o m . že b u d e m e z a n e d b á v a t všetky vyššie m o c n i n y 
(počínajúe d r u h o u ) re la t ivného predlženia rubovoVnej časti ni tě. 



Majme t e d a niť uvedených vlastností , o dížke /. r o z t a h o v á n u silou T. pr icom 
niť má n h m o t n ý c h bodov a t ieto sú očíslované z Fa v a d o p r a v a od 1 až do //. 
Nech icl) h m o t y sú m-^ . m.2 m;/. ., , ni.A, a vzdialenosť i medzi nimi l„. l, . !.2 / . 
k d e /,, ; 0 je vzdialenosť prvého h m o t n é h o bodu od Vavého konea nitě a l, ' - n 

vzdialenosť od p r a v é h o konea nitě. 
K m i t a n i e nitě závisí aj od spósobu upevnenia konco\' nitě. Yšimnime si iba 

tri t y p y u p e v n ě n í : 
1. ! > ravý koniee nitě je voťný a 1'avý upevněný niť N, 

pravý koniee nitě je upe-vnený. Vavý je voťný niť X,. 
2. Oba konce nitě sú pevno upevněné niť N , . 
:>. Oba konce nitě sú voTné — niť N :,. 
V př ípade voVných koneov nitě. vec možno real izovat t a k . že koniee ni tě 

o p a t ř í m e p r s t e n c o m o zanedbá teTnom poloměre, ktorý sa voFne kíže po doko 
naie hladkej tenke j tyči . kolmej na rovnovážní ! polohu ni tě . 

Y ])rvom a treťom případe je možné př ipust i t , že sa h m o t n é body nachádza jú 
i na koneoch ni tě . t . j . /„ 0. /,, :- 0. cize možno uvažovat ' i t a k ý model s ú s t a v y . 
k d e p r s t e n e c má konecnú h m o t u . Posledný případ má za uásledok. že pri 
nesení vzniknu isté komplikácie . a to najma v treťom prí])ade. k e d sa niť može 
p o h y b o v a t v ddsledku vlast nej zotrvacnost i v j e d n o m směre. 'Třeba teda 
rozlišovat . . skutocné" frek\ encie od . . formálnych" ťrekvencií kmitov nitě. 
Pozři F. \\. (í a u t m a c h o r a i\l. ( i . K re j n | 1 S|. 

ZvoFme za k ladný směr osi V jeden z kolmých smorov k rovnovážné) poloho 
nitě. Za uvedených predpokladov poloha jednotdivých h m o t n ý c h bodov je 
udaná výchylkami //j . /J. //,., r/> rovnovážné] polohy. 

IVe kinetickú a potenciální, energiu tolito sys tému bude platiť:-

- Potenciálna eneroia ni te s n h m o t n ý m i hodmi je rovná 

r V T . í/;. 

kde l/i sú predlženia jednot liv\'eh úsekov nite při jej vychýlení z rovnovážne j polohy 
a potenciá lnu energiu systému \ rovno\ ážne j poloho sme položili rovnu n u l e Podlá 
uvedeného předpokladu o malých kmitech, \ \ plvva 

1/; I t . J. 

a z t o n t o h -

(/// 

I, I 

///)-

1/' 

-> I 

(/// i / / • ) -

(/// • i 

/; 
//d" 

1 (///. L //d2 

•> 1; 

I.) 

2 1/. 
/, 

kde 

2 1 (5 

'ľ N Г (//, i H>Y 
2 A l; 

//u °- //„ ()-



т 
I V > Ì^

 т V ] 

///) 2 - 1) 

kd( 

//.» :: //,„ 
Z posíednýeh dvoeh vzťahov v idno. že u v a ž o v a n ý systém je S t u r m o v ý m 

<\stémom. K m i t a n i e sys tému vy jádř íme Lagrangeovvmi r o v n i c a m i : 

d / ()T\ , oV 

<1/ \ ^/// / ' f>Ui 
(i - l . í и) 

«*,i łf7.Г' •"•::"•' -
.7,, //,, i i 0 . (i ' V2. 

l íovnice (2) představuji ', sys tém l ineárnyeh difereneiálnyeh rovnic. Iviešením 
t o h t o sys tému budu vlast né výchylky h m o t n ý c h bodov voci rovnovážnej 
poloho, lviosonie t ý e h t o rovnic (2) b u d e m e lďadať v t v a r e 

A„ A,м <>. 

(:>) 

..,,) 

kdo A,- a / sú k o n s t a n t y . Po dosadení (3) do (2) d o s t a n e m e sústavu homogen
it vch rovnic v/hťadom na k o n s t a n t y A;: 

T 
t n?,?:1 T T \ i * i 

r- ,-\A: - , A,., - 0. 

A„ A » 

т 

(' I.-? ») 

T á t o sús tava homogénnych rovnic bude mať nenulové riesenie len v tedy, 
kod d e t e r m i n a n t sústavy (4) jo rovný nule : 

T T T 

i, ' /, /, 

т т 
' 1 ' 1 ' 2 

т 
/., ' 

77 77 

[ 

/., /., 

o. 

(">) 

/ 
iìt , / -

77 77 

- i -

ť,... ! /, 
IVitom nevy/načené p r v k y d e t e r m i n a n t u sú rovné nule. D e t e r m i n a n t (5) 

představuje pro /- rovnieu //-tého s t u p ň a . Ak \' rovnici (5) zavedieme miesto 
/-. z a rovnieu (f>) vyděl íme súoinom ///,///., . . . ///,,,. d o s t a n e m e sekulárnu 



rovnicu normálnej J a k o b i h o matice. Ako je známe, uormálna J a k o h i h o matica 
m á vsetky svoje charakter is t ické čísla reálné a j e d n o d u c h é . Pozři |_1S |. 

N a v i a c možno ukázať. že všetky y. (t. j . —A2) budu k l a d n é . Aby snie to 
dokázal i , zaveďme nové neznáme v sys téme (4) vzťahom 

T 
n, /,•-, 

M, --!,;-,)• (І 

a označme /,, 

a •- I ) (•>) 

d o s t a n e m e t e n t o systém homogénnych rovnic : 

í7o#o ~ A, 

-/>„ -f w,/-..-!, - /i_ 

~ J , -1 í/./>, ^ 
/>! : )))J:1A.1 -'• />., 

/> j -; ))) t/rA ľ>„ 

o. 

o. 

o. 

o. 

o. 

o. 

(*) 

k t o r ý je e k v i v a l e n t n ý systému (4) [s ])r ibraním sys tému (<))|. Nenulové 
t o h t o sys tému bude ex is tovat opáť len \ t e d y . ak bude platiť 

( ' • » ) 

i .'/, 

k d e n a prázdných miestach sii p r v k y rovné nule. Ak v t o m t o d e t e r m i n a n t e 
v y m ě n í m e št ipce za r iadky. d o s t a n e m e d e t e r m i n a n t z n á m y z teé)He reťazových 
zJonikov tzv. k o n t i n u a n t . Avšak konečný u-členný reťazový zlomok sa 
rovná nule v tedy. ak jeho n-\ý zhlížený čitatel' je rovný nule. Preto rovnicu (<>) 
možno ])ísať v t v a r e 

1 ! I 1 1 
( И » ) 

•mAX- ' \(/A )»2Á- , (/., >>>./-- <!,, 

Reťazový zlomok v (.)) bude mať n-tý zhlížený čitatel ' rovný po lynomu 
H-teho stu])ňa ])re / 2 s k l a d n ý m i koeticientmi. ako to plynie zo s t r u k t u r y t o h t o 
z lomku. Preto musia hyť všetky /-. ak majú byť koreňmi (.)). záporné, t . j . : 

/- -,- - <»~. ( I I ) 
k d e o je reálné. 
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Rovnica (T>) má t e d a 2n kořene rýdzo i m a g i n á r n ě pre /.. pričom vidy ])o 
dvoeh sú k o m p l e x n ě združené. P a r t i k u l á r n ě riesenie pre y-tú súradnicu \)\\de 

"|)redstavovať harmonické k m i t a n i e s frekvenciou <>),. 

//,, = Ajk e^1 -{ Ajk e •'»*'. (j .-.-. 1.2 //) (12) 

kde p r v ý index sa vztahuje na súradnicu a d r u h ý na frekvenční. Ajk je kon
s t a n t a k o m p l e x n ě z d r a ž e n á s Ajk. Všeobecné riesenie \+ve /-tú súradnicu b u d e 
superpozíciou v harmonických, k m i t o v o frekvenciách 

o 1 . o)2. . . . . 0)n _ j . o ,. ( I •>) 

ktoré sú vlasťnými frekvenciami uvažovane j s ň s t a v y 

Vi --= ][ (A}ke^( + J;,.e-'"'/•'). (14) 
k 1 

Ostává, určiť k o n s t a n t y Ajk. res]>. Ajk. Pre každú frekvenciu <>)k d o s t a n e m e 
dosadením do (4) súsťavu n rovnic ])re lďadané k o n s t a n t y Ajk: 

Hi i \ <Ji-i Oil "' Uj 
li-ì.i-+(»Ч<4 - .. - fí)

A» + '. - V ы -- <»• < ' • ' > 

Vzhladom na t o . že ide o homogénnu sús tavu rovnic, je t o u t o s ú s t a v o u 
určeny p o m ě r vsetkých Ajk k j ednomu z nich. ZvoFme za rubovotnú kon
s t a n t u Alk. p o t o m vsetky o s t a t n ě A jk (])ri p e v n o m k) možno vyjádřit pomo-
cou Au.. Koeficienty ú m ě r n o s t i medzi Ajk a Au. 

'> ••- Y O'---" I- -* ") ( 1 ( > ) 

n a z ý v á m e preto rozdělovač ím-i koeficientmi'• nniplit úd. Pozři S t ř e l k o v | lí)j. Po 
zavedení t ý c h t o koeticientov do sys tému (4) d o s t a n e m e súsťavu. k torá plné 
určí t ie lo koeficienty. keďže ako sa možno l a n k o přesvědčit , d e t e r m i n a n t te j to 
sús tavy je od nuly rózny. Výhodnejšie bude t ie to koeficienty počí ta t zo 
sústavy rovnic (S). Zaveďme p r e t o este pomocné koeficienty: 

ÌІ 

Tak d o s t a n e m e 

/ _ > ; • , (j 1.2 
)—\< л \J I / I ~ \ 

" > " • - A,, ' ( / • . ] . - ' . . . . . , ) ( ' " 

r/.J/.,/-

• " ' / I . / - - '/!/• 

í/i'/i/- 4 ^ - ! V 

/ / u >H2<>)ÍM.lk. i y/ 2 /. 0 . ( 1 S ) 

- f . ! / - r ř/2'/2X- í ^ °-

— V;t--1,/- - •>»-n(-,>Í£,d - T >/,,,/• -•-- <>• 

211) 



Př i tom sme vypust i l i poslední) rovnieu zo sús tavy (S). pretože t á t o je 1 inoánu v 

závislá od o s t a t n ý e h rovnic. Determinant sús tavy (1S) je rovný f/() a "])re 
koeficienty rjk. (j -±-- 1) d o s t a n e m e : 

í/o 

rл i 

' , " » ; - i 

I - m} ÌJ.OŢ. . 1. 0 

ÍЛ ,• <» 

- 1 (I I 

o . . . -- i. »>.,e>r-- i 

alebo ak ])resunieme (2j 1)-1 v stípee na miesto d r u h é h o stí])ea a vytkneme 
z něho — 1. d o s t a n e m e : 

.'/„ I 

I —''VŤ- ' 

i Í/, i 

- I í/;. , <» 

- I I П 

.'/; I 

Použitím Laplaeeovej vety dos taneme 

!/' 2. :> n)(П») 

1 :A 
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D e t e r m i n a n t (10) je o p a t k o n t i n u a n t . a p r e t o možno F}/,- počítať ako posled 
ného zhlíženého č i tate ía reťazca 

1 / 1 l i 1 í V \ 
- ~ !7„ l ., + -.- ! + . •-.,+ . . . "I- . ! - (-><>) 
Í/(. \ i —»hf,n- iř/i ; )}h('n i/i -i / 

0 - .̂ « n) 
Yzťahmi (10) a (20) sú určené všetky F,ik(j ^ 2. :> /i) odpoveda júce 

frekvencii e>A.. Kedze podlá (16) sú F}k podielmi k o m p l e x n ý c h éísiel a E7i.. a k o 
to v id no z (20). sú reálné, je t o len v t e d y možné, ked' a r g u m e n t v v š e t k ý e h 
A},{j 1.2 n) sú r o v n a k é . 

^.//•- ^ «iA.i>M, (21) 

' < ( U ' .) ";/.• P modul a 77. a r g u m e n t r o v n a k ý ])re v s e t k y Aik (h pevné) . Použit ím 

rozdělovačích koetícientov možno posledný vzťah zapísať v t v a r e 

A* =--• •;> (h^ik-^n'-

Part iku lárně riešenie (12) možno napísať t a k t o : 

!l% --• ., alx>>(e/(-/-'->/-» e-'"•"/•/^/-') (}. k 1. 2 //) 

aleho 
//* -- "l̂ /A- C ( ) S (<V •+• W.) (--) 

a všeobecné riešenie j e : 

/// y ftu^u- ( 4 ° s ("^ -+- '/-v.-)- (/ ••• >•- •") (L > :>) 
/ 1 

kde Fih sú určené rovnicami (10) a (20) a <>>k vzťahom (10). O s t á v á urciť kon
s t a n t y <tv. a </'k pi'e // 1.2 n. To je přesné 2n k o n s t a n t a t ieto možno 
urciť z 2// pociatoéných podmienok. F y z i k á l n a in terpre tác ia ná jdeného vý
sledku je t a k á t o : Ylastné k m i t y každého h m o t n é h o bodu sú zložené z n harmo
nických kmitov s v las tnými frekvenciami s úst a vy <'>k, pricom h a n n o n i c k é 
k m i t a n i e s frekvenciou <»>k sa děje p r e k a ž d ý h m o t n ý bod s rovnakou aleho 
s oj)ačnou ťázou. a ak je d a n á a m p l i t u d a niektorej harmonické] ' /Jožky o fr(k-
kvencii aL pre jediný h m o t n ý hod. sú tým určené a m p l i t u d y všetkýeh harmo
nických zložiek o rovnakej frekvencii ])re všetky o s t a t n é h m o t n é ho(Jy. 

Třeba p o z n a m e n a t , že obvykle nemusíme p o z n a t absolutné h o d n o t y amplit úd 
a počiatocných fáz. Při vyšetřovaní vlast ných kmitov má p o d s t a t n ú doležitosť 
| )oznanie v lastných frekvencii a rozdělovačích koetícientov a m p l i t u d . Z t o h t o 
dovodu sys témy rovnic (4). a na jma (S). majú zásadný v ý z n a m . Piešeniu 
systému (S) sa věnovalo vela pozornosti pre jeho doležitosť pri riešení m n o h ý c h 
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úloh z teclmickej p r a x e . V práci K. K l o t t e r a | 2 0 | je uvedených 28 spósobov 
riesenia tol i to sys tému. 

P ř í k l a d 4.1. D a n á je niť o dížke / — 160 cm. s t r o m i h m o t n ý m i bodmi 
o h m o t á c h m^ -- 2g. m2 Ig, m:i -— 3g. pričom je rozťal iovaná silou 
T — 10 M d ý n . Yzdialenost i j ednot l ivých h m o t n ý c h bodov sú l0 - - 2 0 cm, 
l1 = 40 cm, l2 =-= 60 cm, l^ - 40 cm. Niť je u p e v n ě n á na obocli koncocli . T ř e b a 
nájsť v las tně frekvencie a mat icu rozdělovačích koeticientov nitě. 

Frekvencná rovnica bude zuieť: 

1 , 1 1 1 1 1 
•> •> + І + ' •> + TЋ + ., •> + , 

— 2o>- ; 4 — < f ) - í 6 — /)(>)- 4 

0. 

pričom vo zvolenej sústave ťyzikálnych jednot iek vyjde k r u h o v á frekvencia <>> 
v k H z . Zhlížené zlomky reťazového zlomku na lávej s t r a n ě rovnice sú : 

0 4o>2 4 1 16or | 6 16o>4 — l()o>2 4 1 96o>4 — 76o>2 -- 12 
- 2 o > 2 " - Sro2 ! 1 " <So>4 — 3o>2 " 4Ke> 1 ' - 2(v>>-- 1 

- 2 8 8 o t í -4- 244o>4 — ái\or -f 1 1152o/5 4 I072o>4 — 260o :> ~ 16 
— 14-W* + S6o>4 — 6o>2 " —576e>G -: 3 9 2 o l 50r<,2 1 

Pre o'1 d o s t á v á m e teda rovnicu: 

1 ir>2ofi 1072o>4 ( 260o>2 -- 16 0. 

k t o r á má k o ř e n e : 

o>li2 :---- 4-0.3079K, o > : M 0.50000. o>-){, 0.7653,1. 

a t e d a vlastně frekvencie sú : 

o>j - 307.OS Hz. o., -- 500.00 Hz. o>:> 765.31 Hz 

a v lastně k m i t o č t y : 

.», — 40.02 Hz. v, 70.57 Hz. .-.. 121.S0 Hz. 

Pi'e rozdeFovacie koeficienty ])latia vzťahy : 

Ľ 1 .2.3) I / 1 1 

*V f \-*4+\* 

4- j ' ' + J + 1 --1 I 
f.2/i. 3 •- $cij.. f.it. •= 4S(v/. •— ."{.Sc)̂ . 



a matica rozdělovačích koeficientov je : 

|! 1. J. 1. 

!| 2?24 I — !?6í) i'.. 
; i ••' 

j | 2,83 —0.5 0.21 ;: 

Výchylky sú teda d a n é vzťahmi : 

//, au cos (<oJ -f- (/'T) + O12 cos (oj. + (/2) 4- (tl:, cos (cj3/ + c/^). 
//2 l:l\au cos ( o / 4~ 7á) + "'i2 c ° s (o2£ + r/>2) — J ,69<713 cos ((o.J f </..,). 

//.. 2.S3On cos ((oj -\- (p}) — 0.50a12 cos (o2t \ - (/2) 4~ 0,21Ol:> cos (oj -|- (/:{). 

Kons t an ty aH . ť/]2. (t1:}. (/,, (p2. (/:> by sme určili zo šiestich ])odmienok, po-
ciatočných výchyliek a rychlosti všetkých t roch h m o t n ý c h bodov. 

§ 5. Zavedeme pojmov poddajnosť a tuhosti. 

Uvedenému s])ósobu riesenia rovnic (S) možno dať v e l m i n á z o r n á fyzika Lnu 
interpretační zavedením n i e k t o r ý c h j e d n o d u c h ý c h po jmov. charakter izuj i ic ich 
št r u k t ú r u k m i t a v é h o sys tému. Tieto p o j m y holi v ý h o d n é ])oužité aj pr i riesen i 
o h ř á t e n e j úlohy M. G. K r e j n o m . Zavedieme si nás ledujúce p o j m y : t u h o s t 
a poddajnosť k-teho úseku ni tě , d y n a m i c k ú t u h o s t izolovaného h m o t n é h o 
bodu. d y n a m i c k á t u h o s t v iazaného h m o t n é h o bodu a d y n a m i c k á t u h o s t 
a poddajnosť nitě. P o z n a m e n a j m e . že t ie to p o j m y nie sú v l i tera tuře d o s t a t o c n e 
presne definované. 

hefuuYia r>.l. Tn.ho.sfou k-teho úseku nitě vk budeme nazf/vaf podiet: 

T 

kde lk je (ttzka tohfo úseku a T je sila rozfah/ajúca uif. 
P o z n á m k a I. Fyzikálny v ý z n a m t u h o s t i k-telio úseku nitě d o s t a n e m e 

nasledujúcim s])ósobom. Uvažujme ásek nitě o póvodnej dtžke lk{). 7A\ p6so-
benia sily T sa predtži t e n t o úsek o dlžku ;\\.k -- lk — lk{). P o d l á f íookovho 
zákona platí T ----- konšt ;\lk. VzhTadom na t o . že o sile T sme předpokláda l i , 
že je natoFko veFká, abv plati lo l,.^> lk{). je za u v e d e n é h o pribi íženia k o n s t a n t a 

T 
úměrnost i rovná . t . j . t u h o s t i k-tého úseku n i t ě : cím kratš í je úsek ni tě . 

k 

pri dane j k o n š t a n t n e j sile 7\ t ý m je . . t u h s í " . 
P o z n á m k a . 2. Poddajnosťou k-tého úseku ni tě (/,. b u d e m e rozumieť pre-

vrá tenú hodnot ti tuhost i: 
/, 

Fyzikálny v ý z n a m p o d d a j n o s t i je opáť n á z o r n ý : cím dlhsí je úsek ni tě . pri 
k o n š t a n t n e j sile 7\ t ý m viac sa niť predtži — niť je . .podda jne j š ia" . 
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IMinícia 5.2. Dynamickou tnhosfou izolovaného hmotného bodu h. ktorff koná 
harmonický pohyb po priam-ke. coiáme záporné czat ý podicl z rt I kost i zofrrKČix i 
silif hmotného bodu H K výchylky tohto bodu: 

H 
Һ 

P o z n á m k a . Fyziká lny v ý z n a m t o h t o po jmu jí1 nas ledovný: 
H a r m o n i c k ý p o h y b o knihove j frekvencii o. je d a n ý rovnieon 

// ť <'>'"!/ 
cize platí 

Zároveň plat í 

iн y 

!/ 
- nкn >2. 

H F n 
!/ !/ //() 

kde F je veFkosť vonkajsej . harmonicky sa s casom meniaeej sily. F(l jej 
a m p l i t u d a a //„ a m p l i t u d a výchylky. Z poslednej rovnice vyplývá 

;'/» h 

a m p l i t u d a výchylky je ú m ě r n á am])litúde vonkajsej sily: z toho pivnic, že cím. 
vácšia bude d y n a m i c k á tuhosť izolovaného h m o t n é h o bodu. t ý n i menšia b u d e 
a m p l i t u d a jeho výchylky pri danom F0. Z predchádza júceho vzťahu vyplývá 
aj t o . že pri velrni vcíkej frekvencii vonkajsej sily sila o konecnej a.mplitúde 
vyvolá, len n e p a t r ň ú výchylku. 

Dofiiiícia 5.11. Ifcazi/jine nií s n hmotnými bodni'/. ínbocoín ým sfjosoboni IIK 
oboch koncoch upecnenH. X/cli HK k-tý hmotný bod pdsobi harmonická sihi 
F F{) sin ot. Vledif d yHK mickou tnhosfou ÍI, ciazKiiého k-fého hmotného bodu 
budeme COIK.Í podicl inedzi ccíkosíoti sííctu zloziek csetkých sil. czniknntých 
c dosledku podobeni a liKrmoiiicke) sily (f. ) . zofrrKcn ých a r/jzborýeh) </ poso-
bi«cich IIK k-tý hmotný bod. ku v ých yl ke tohto k-tého hmotného bod//. 

VHa 5.1. V pripade i/ite N, (I/K oboch koncoch //perr/ene)) ph/ti pre IIf] rzb/h 

llг ľ ! K 
ï>l: 

/ /' 
<), 

kde hf. je dynamická tuhoví izo/ocaného k-tého hmotného bodu K L 

x, 
reÍKzore zlomky: 

I I 1 1 

<).. 

/'/. 
<ľi li<!<, 

<), 

</,. 

(//,-

.///-

///. 

i í/r 

1 

Г//,- i 

//, <љ 
I 
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P o z n á m k a . Pojmy d y n a m i c k e j tuhost i izolovaného h m o t n é h o bodu a dy
namické] tuhos t i v iazaného h m o t n é h o bodu sú d v a zásadné rozdielne pojmy 
a ani v p ř í p a d e , že sa niť sk ládá z jediného h m o t n é h o bodu . nie je d y n a m i c k á 
tuhos t fohto v iazaného h m o t n é h o bodu rovná d y n a m i c k e j tuhos t i izolovaného 
h m o t n é h o bodu . V p ř í p a d e nitě upevnenej na oboch koncoch tot iž p l a t í : 

l/{;1} ' i- A, -{- -1- . 
í/n ' í/l ' 

kde //, je d y n a m i c k á t u h o s t izolovaného h m o t n é h o bodu a f/0. ť/, sú poddájnost i 
j ednot l ivých úsekov nitě. 

D o k a ž . Podlá, definíeie plat í ])re d y n a m i c k ú t u h o s t k-tého v iazaného 
hmot ného bodu vztah : 

Q„ •• H?!l„-

kde (i)h je súcet zotrvacnej sily Hk a // zložiek vazbových sil Yk., YL. ., oboch 
susedných úsekov n i t ě ; j/k. výchylka k-tého h m o t n é h o bodu ni tě . Pře Qk. teda. 
p lat í : 

Qk R*- Y, |- ) ' , , . 

YzhFadom na to . že k-tý h m o t n ý bod bude konat h a r m o n i e k ý p o h y b s fVe-
kvcMieiou o. k torého rovniea znie 

IIk I (,)1!!k °-

d o s t a n e m e : 

hiHi ' ('i \(H; - //;-.) " ('Aili-w - //;) ~~ ~~Qk()jk- (j V -• 

k d e 

//<> <>• //,:! ° 
a 

н) (-i-И 

Zaved(Miín) nových neznámých vzťahmi: 

</i-iyj i --•• //., 1 -• //; (/ V - "• " I" M 

d o s t a n e m e sys tém rovnic ú])lne p o d o b n ý sys tému (S) s t ý m rozdielom. že 
tentoraz nebude svstém h o m o ^ é n n v . Pie k-tú súradnicu d o s t a n e m e : 

/ / / • iк 



k d e D2 je d e t e r m i n a n t z rovnice (9). stačí iba v ň o m zameniť ni/.'1 d y n a m i c k o u 
tuhosfou izolovaného y-teho h m o t n é h o bodu //-. Pre d e t e r m i n a n t Df ])latí: 

<Љ ! 

- I //, 

/>, 

• <h -o. I 

--1 //, 

í//. 
! -Vкi) 

Q, 

<h i 

o __ i f / í 

Rozvedením t o h t o d e t e r m i n a n t u podlá :2k-tého st ípca a použit ím Laplaceovej 
vet v d o s t a n e m e : 

/ > , --= ~ í>k<\Qk: 
k d e [ih. a ť)A sn r o v n é : 

řУ(, ï 

-1 Л , 1 

/"̂  
A //,„., i 

- 1 - (h- • 

•- 1 // 

I-.'.")) 

Medzi (1, a //, ])latí: 

cize 

Qk =-• , ľ ///, 
ľ>A 

1 1 k » S • 

i>A 
-U) 

Rozviňme este determinant /A> p o d l á prvkov 2k-tcho r iadku a použime o]>itť 
n a jednot l ivé subdeterminant v La])laceovu vetu. d o s t a n e m e : 

kde 
A íhrk -i- /'^A -i v V 

.'/(» I /'/••! ! 

- I h t I - 1 f /, . . i 
C.S) 

1 h, I <l. 

___.<> 



Po dosadeuí a menších ú p r a v á c h d o s t a n e m e : 

11(1) _ \ i /, i V* 

Vsetkv d e t e r m i n a n t y \/. ./>,.- 7/-- rV- S 1 1 k o n t i n i i a n t y a n a v i a c /^. a xk. sú //-tým 
zhlíženým ci tate lom a menovate.rom t o h o istého reťazového z l o m k u : 

f>k 1 i . 1 •" , 1 i , I ; 
- ---ř//-i l i / + + • • • -ť i i + -

a ])odohne <),. a ;v. s ] > I ri 11 j ú v z t a h : 

'V i I i ! i ! i ! i Í 
"- i/k •'• / + ' • + • / -I- • • • + , / -i- , " • 

;'/• A/íl |ífH, ;V|:> ; ^.. |Í7;. 
Vhrnom sme dostali ])re d y n a m i c k ú t u h o s t v iazaného k-tého h m o t n é h o h o d u : 

II? * . : ( " + . . " + . - - + " ) + (," + " + . . . i - " ) -
(29) 

P o z n á m k a . Aj v t o m t o p ř í p a d e plat í ako v p ř í p a d e jediného izolovaného 
h m o t n é h o bodu : 

4 .. f o 
'" lIIPl' 

kde Ak. je a m p l i t u d a výchylky k-tého h m o t n é h o hodu a F() a m p l i t u d a vonkajšej 
harmonieke j sily. 

Vela 5.2. Y ])ií])ade nitě o n h m o t n ý c h hodoch, n a j e d n o m konci upevněné j 
a na d r u h o m konci volné pohvhl ive j , ])re d y n a m i c k ú tuhosť v iazaného k-tého 
h m o t n é h o bodu Jf{]) p l a t í : 

1- ; . I ' \ , / i í i l , . 1 ; , 1 

í/.,Vh:/J 
])i'e niť N,. 

nr . . : • ( ' + " , - . . . , " . . , " ) + ( " + . ; : ,..., '•) 
Ví//-i •/?/• i r/i ! Kl \\(/k !*/-ii : Í / J 

I>i't- niť A,'. 
D o k a ž . Dokážeme napr . ])i'vý z uvedených vzfahov pre niť N , . Dokaž 

d r u h é h o vz tahu je úplné podobný. Majme teda niť N, . Analogickými ú v a h a m i 
ako při dokaze vety •"). I d o s t a n e m e nasledujúci systém rovnic : 

y} i i />.///./ -i y, - + v v - (/ ' " ) 
/A . !- UÍ-JÍ i í- /A- •- <>, (i - i // -| i ) (:*<>) 

k d e //„ <> //.ť{ , - /J, -

/' i ^ 
O/7. pře 

9O7 

\!r//- i ;*•/ , :(hl Mih- ! A M - I 



líie.šením t o h t o systému piv ijk d o s t a n e m e : 

1) -<h, 
kde ]>re i)k a i)x p la t í : 

l\ ť>\-<\-

l}\ ßrЛ- -i ІЧ/ïhЛ 

pricom k o n t i n u a n t y y)..<\. sú rovné : 

!'/,, i 

• " I í/, 

a k o n t i n u a n t y \/,.f>,,. sú dané vzťahmi (2~>). (2S). 
C h r n o m sine dostali pře tj,: 

\ / > / • ' » / . • ' 

/ / / • 

a, d y n a m i c k á tuhosť ///." v iazaného k-tého h m o t n é h o bodu je v t o m t o př ípade 

jr," . . ! - ( . ' ; + .;- i - - . ' : + ' , ) + ( . ' 
I 

.'//• />, .'/., 
D r u h á éasť vety pře niť N, sa dá dokázat' úplné p o d o b n é . 
P o z n á m k a . Ako vidno zo vzťahu pre dynamickt i tuhosť JJ\]) nitě N^ ne

vys tupuje v ň o m clen obsahujúci r/„. Fyzikálně vysvetJenie te j to skutoěnost i 
je vel'mi j e d n o d u c h é : úsek nitě In zostáva stále sám k sebe rovnoběžný 
kolmý na směr k m i t a n i a nitě. v dósledku ěoho nemá ni jakého vplyvu na. 
k m i t á n ie ni tě. 

Vela 5.«J. V pripadc nil( s 11 fnnotn ijmi bod tni. na obocfi koncocli rol'ne i }>r< 
(lipiainickú tuhosť riazanéfio lc-té.ho hmotného bodu //ý;:) platí: 

н? --•• I',, 
I 

.'// h <Љ 

</,, ' . . ) • 

D o kil z. Z ú vah analogických ako ])ri dókaze lemmy 0.1 dost i ineme pře 
a m p l i t u d y výchyliek jednot ! ivých h m o t n ý c h hodov t e n t o systém rovnic : 

--}'., i l- tii!ir\ •>',- --- - QAt. (i i ,.) 

--;'/,• ., ! <i, ,.)',- , !-• .//, <». (j I ». ti I ) (:.na) 
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p n c o m 
//,. / / i : //„ ///^l 

v A J •--•• * 
O;/. ^ : o ř e 

M) ' j p/.\ 

Iviešoním ťohto systému d o s t a n e m e 

/>, /// - /£<>/ 
kde pře //., a I), p l a t í : 

A. - PlYk i- /''/-^/- f v>/!-. 

Kont inuanťy \/.. [i',, sú d a n é d e t e r m i n a n ť m i : 

//, \ ! //, I 

- i r/, i \ --i O, i 

*í, i tn- ^ 
- 1 í// 2 ! | - 1 ///. , I 

i V í i - I ř/,._-

IVe <7/. teda p l a t í : 

'A - - (s"! *' ' $ * 
a pře dynamiokú t u h o s t viazaného k-tého limotného bodu ff{,l) d o s t a n e m e v pří-

"V l : i.1, +,; ! +..-+ ' ! + ,'/-) +(,' '4...-.- .'••. '•). 
Zavedieme teraz dalšie p o j m y . 

Dcfinícia T*A. Jíajmc nit s n hmotní/mi bodmi. Dj/namickou tiúioxtou nitc X, 
Imdciia rol ať rclicinu: 

"V • • ' • + . ' / - ! - . " + .,"- •, ••• I V I-.' . 
ÍA, I /'- ! 0.t i / ' . i l 'h í7, 

/ > i / n a I D i c k o t t ftf//os/ou nifc K{ tna/eme nazf/vaí r^licinn: 

//-'• ' : . ' !... •! .. ' + . -i ' i ' 
7 y i i / i , / . . . . i 

•r/o ! / / i I ř/i ! "-i h , ''<i., 

P o z n á m k a ! . IVevrátenii hodnotu Z/11', resj). 1VX' b u d e m e na/A \ ať dvna-
miokou j)oddajnosťou nitě N, . resp. K[. a z n a č i t : 

i:> :\Jat(Mnaticko-í>vAkálny časopis SAV, VI, 4 —- 1956 2!29 



Z definície (4) vyplývaje pro 'V'1' a Z/'1'1 nasledujúee v z t a h y : 

I I I I 
(,'«' -.= a <Jn 

' ř / ü 

(H\', 
1 

í7o 

/'.. ' .7, i 
1 , 1 

/'. ! ř/. ' ' ' /'.. i/,. ' 

DeíiiuVia ."i.r>. Mujntc nifX:]* n hniotnýiiii hodmi. Dynamickou tnfioxfon )>it< N 
rz/iTadovi na Tmu) konicc nit< hndanc roziirnicf rcfazcc: 

1 1 1 I 
//(.:» 

// í/n . " ] . í7„ ! 

O dy radnickou f/i/to.sfoii niti N, rz/dddoni )ia jirarý konicc nifc l>ii<h >n< rotu I 
rcfazi< c: 

\ . ] , 1 " i 1 

íJ, h.u ' ' ' ; ř/, ' A, -iľ 

P o z n á m k a 2. P r e v r á t e n e hodnoty dynamicke j tuliosti n i t e N > . //..'. IV 
Imdeme nazývat d y n a m i c k ý m i podajnosťami n i tě N : { a znaéiť : 

< ľ (,i{:>] í 
IV* ' ' " JJ,]) ' 

Z definície- o.o vyplývají) pře t a k t o z a \ e d e n é veličiny reťazee 

r > , ! • » ! , J i 
í/u ' '', </i ' " i/., , : V 

i 
r;("1 - u„ 

.31 a) 

1 
/'., ,</.. 

1 1 

í/i ' /'i 

P o z n á m k a . 3. Fyzikáln y ryzna ni Ysetkýoh uvedených pojnior si o z ř e j m í m e 
nas ledujúcou ú v a h o u . Majme niť o (>z-j I) h m o t n ý c h bodoch. k t o r á má aspoň, 
jeden konicc volný, pricom na t o m t o konci je umies íený jeden z h m o t n ý c h 
hodov. Pocíta jme d y n a m i c k o tuhost v iazaného h m o t n é h o hodu, k t o r ý je na 
t o m t o voínom konci. N a p r . pře niť N[ podlá lem my b.2 d o s t a n e m e -

}/\}'] h. i 
л, 

I I 

Za ])red])okladu. že hmota t o h t o nul tého h m o t n é h o l)odu je zanedbat el ne 
malá . d o s t a n e m e : 

lim //lý' 7 / 1 ' . (32) 
i>~7*{> 

1'plne podohne by sine niobii odvodit analogické vzťahy pře niť X, a X. 
N a p r . Y p ř í p a d e nitě N2 d o s t a n e m e v z t a h : 

lim //;ý, //•'•'. 
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ktorý hovoří, že 7/ , , ) d o s t a n e m e t a k . kecT zoberieme niť Nj o ()i -;- i) h m o t n ý c h 
bodoch a. u tvoř íme H\}\. za p ř e d p o k l a d u , že (n a - l)-\ v h m o t n ý bod je na 
voTnom konci, a nečiníme jeiio h m o t u ///,., I)lížiť sa k nule. Podobné pře niť N , 
by sine dosta l i : 

l i m H I ; ' , -:,-. 7F:;). Iim.7/;;;i - //''>. (32a) 

.Na, základe t ý c h t o vzťahov možeme teraz jednoduclio i n t e r p r e t o v a t t ieto 
d y n a m i c k é tuhost i nití t a k . že n e p r e d s t a v u p i nic iuého. ako \ |>1 \T\ poso-
benia celej nitě na k m i t a n i e vo lného konca. sposobované vonkajsou harmo-
nickou silou. N a p r . ak n a í a v v voTný koniec ni tě NJ b u d e pósobiť h a r m o n i c k á 
sila o a m p l i t u d ě F(), pričom Tavý koniec nesie zanedbateTne m a i ú h m o t u , bude 
medzi a m p l i t u d o u výchylky 1'avého konca a a m p l i t u d o u sily Fn ])latiť v z t a h : 

.... , ; • , 

čím vácsia b u d e d y n a m i c k á tuhos t nitě / / ' ' ' ' . t ý m menšia l>ude výchylka vo lného 
konca nitě NJ pri danej k o n s t a n t n ě ] a m p l i t u d ě sily. Podobné možno fyzikálně 
interpretovat ' aj o s t a t n ě zavedené veličiny. 

Pomocou zavedených pojmov možno daf názornú fyzikální, i n t e r p r e t a č n í 
vlast ných k m i t o v nitě. U v a ž u j m e nitě N j . NJ, N 2 . X, . Pre f rekvenčně rovnice 
vlast ných kmitov d o s t a n e m e zo sys témov (24).. (30) a (30a) v z t a h y : 

/>, o. p r e X, a N,'. 1), o ])i'e N,,. I), ----- 0 p r e N;>. 

Z deiinície dynamicke j t u h o s t i viaza-ného k-télio h m o t n é h o bodn. resp. z do-
kazov viet 5.1 . 5.2. 5.3 vyplývá, že pre vsetky tri t y p y nití v p ř í p a d e víastných 
kmitov p l a t í : 

H\ - i) (i -. 1, P. 2. 3) (33) 

pro k rubovolné.. T ý m sme dokázali vetu 5.4. 
Vela ?L\. Xccti je (Jana fjorákoliuk z nití N^ . X{. X. :. N>. Dynamická tuhoví 

riaza ncfio k-tef/o hmotného bodn r pr'rp(f(Jc rta^tnýcf/ km i for prt.ďnXntj nitc je pre 
leaide k rovná nnJe. 

Z p o z n á m k y 3 na základe vety 5,4 vyplývá, t á t o v e t a : 
Vela 5.r)( V případe vlast ných kmitov nitc N, (/ \. V. 3) je dj/naniická 

Inl/osf nitc //"' rovná nttJc Pre i -•- 3 j( sptciátra: 

IP If" o. (34) 

Dokaž vety pivnic zo vzťahov (32) a. (32a.) a, vety 5.4. 
P o z n á m k a 4. Pre p ř í p a d v í a s t n ý c h k m i t o v nití- N, (/ 1. V. 3) d y n a m i c k á 

poddajnosť nitě d{° ras t ie nad každé med/.e. 
P o z n á m k a 5. Vzniká, pr irodzene. otázka., preco sa v ])osledných větách 

nehovořilo o dynamicke j poddajnost i. resp. tuhos t i nití1 N 2 . K t o m u t řeba 
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poznamenat) len fotko, že sa fiefo pojmy, ako \ idieť z p o z n á m k y 3. zaviedli UMÍ 
pre nitě. k toré mali as])oň jeden voťnv koniec. co v ]>rí])ade nitě N 2 nie je 
možné. N a druhe j s t rano možno nkázať. že t ieto po jmy zavedené pro niť N, . 
resp. N[ do istej miery charakter izu jú i ehovanie n i tě N 2 , s t ý m is tým rozloze-
n í m h m o t y . Majme totiž niť N 2 a iivoFniine jeden jej koniec. nech je to napr . 
p r a v ý t a k ž e z nej d o s t a n e m e niť N, s r o v n a k v m rozložením h m o t y . Vy
šetřu jme teraz vlastně* k m i t y nitě N 2 . Podlá vety 5.4 platí pre n e : 

u? - (). (/•' ----- l . •> 
.Položme k n. d o s t a n e m e : 

I , I 
- + л, + 
(/, : íľ, • 

.1 \ 

. f K , 
1 i 

_L-

i 

1 

; í/o 
< 

Po j ednodnchýcћ úpra \ ách ( Instanenн . 

1 i 

j У, -i 

1 
.!_ 

1
 ; A , 

i 

l 

f/., " 
ciže: 

1 1 

(/, + . , + 
i K <Jn 

- ì • • • !-
1 

J 

í/i 

I 
+ 

1 

: љ 
г-_r 0 

T v m sme dokáza l i лҷзtu 5.0. 

\>fa •">.(>. Pre vlastné kmit y nite N 2 plati řrt v ; iíahy: 

(ľ 1 .__ o. ( V ( Г , : 0. ( 3 . > ) 

kde O'1' a rV'1'' mi dynamické, poddajnou i nití N, a N [ . kiO+ ///O/Yl rornaké ro:~ 
lozenie hmot ako N 2 , ale najjn jeden koniec volný. 

D ó s l e d o k . V p ř í p a d e vlast nvch k m i t o v nitě N 2 na základe definici. 4 a 5 
b u d e platiť. že Ha\ resj). //' , / ' lm.de rásť nad každé medze. 

P o d o b n ú v las tnos t ako v\ slovenu vo vete 5.(> možno nájsť i medzi niťon N, . 
resp. N[ a niťon N } . Uvažujme vlastně k m i t y nitě N [ . 

N a základe vet v 5.4 p l a t í : 

Jk+] 0 

pre k ruhovoTné. Ak položíme k -— //. bude plat iť : 

1 , 1 1 1 1 
í/„ ! (k, i ^ i í/i /'i 

Podobnými ú v a h a m i , ako při dókaze predehádza júce j vety d o s t a n e m e : 

i i i i i : 
(j 4 - ---- - ! - -i _ . . ; . i _ •. .--: o 
" ' ' i / ' , ' I/., i i /'_ i í/i ' /'i 

éiže 
rf : ;) o. 

co možno íbrmidovať veton 5.7. 
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Vola "i.7. Pre rtuxtné kmity nitě N. . resp. N| })l<<ti<( rzfuJ/y: 

(!lA) ----- o, r e s p . a{;] - O. (:W) 

Áv/r íi'1"1 O rV1;0 ,s7/ dynaniické poddujnoxti nitc. ktorú do.Htuneme z X,, resp. X[ ///>>/. 
;t O/ jej perný konicc urolnímc. 

Yšimnime si toraz fyzH:úiny rýznain uvedených vict. F y z i k á l n y v ý z n a m 
annlovania. dynamioke j t u h o s t i . ' libovolného v iazaného h m o t n é h o hodu nit o 
pro případ v las tných kmit o v jo t e n , že roakeia. n i t ě Jia pdsobenio vonkajšej 
sily \- ruboYoFnom bode nitě je rovná nule. a t e d a stačí nechať pósobiť na 
ktorýkoFvek h m o t n ý bod nitě FnbovoFne mahi vonkajšiu harmonieki i silu 
o IVekveneii rovnej vlast noj frekvoncii nitě. aby sa h m o t n é body rozkmital i 
s neohraničene ras túcon a m p l i t u d o u . Y př ípade dynamioke j tuhos t i nitě je 
situácia rovnaká . iha s t ý m ro/die lom. za FubovoTne m a l á harmonická sila, 
pdsobí na voFnom konci. 

Fyzikálny význam dvoch poslednýeh viot jo voéi predehádzajúoim v ě t á m 
trocha odlišný vyjadřuje tot iž inu vlastnost v lastnýoh kmitov . [ N a z u j m e 
napr. niť X 2 . Xa základe vety K ])latí pro n u : 

C(l'' o. 

kde N,' má. řovnaké rozloženio hmot ako X.,. Ak si este v š imneme vzorce pro 
i'oz<l(ToYa.eie koeíieienty, tak v idno. že okrem k o n s t a n t y <j{) p ř e d s t a v u j ú t ieto 
párne zhlížené čitatele reťa.zca \)va rV"1'1. Y př ípade k m i t a n i a nitě X 2 s frekven-
ciou o udaním a m p l i t u d y harmoniekej zíožky o te j to frekvoncii pro jodinv 
hmotný bod sú plno íirconé a m p l i t u d y kmitov o tej istej frekvoncii pro všotky 
ostat né h m o t n é hody. T o t o rozdelenie. e h a r a k t e r i z o v a n é rozdelovacími koefi-
oiontmi. určují1 t \ a r okam/átého ])rofilu nitě při kmitaní ..formu kmitania. 
n i t ě " . Y př ípade vlastných kmito\' nife ..forma k m i t a n i a " bola určená mat icou 
rozdělovačích koeficientov. Veta ->.(> tak nehovoří nic mého, ako že niť při 
vlastnýoh kmitoch jo schopná zachovat' si ,.fořinu v las tných k m i t o v " . ne
závisle od velikosti j)6sohiaeieh vonkajšíoh sil neoh by holi t ie to sily ako-
koťvek voFké. Pri frekvenci i rovnej vlastnej frekvoncii nitě, nie sú scho])iié 
zmeniť ..ťormu kmita.nia n i t o " . uřéenii mat icou rozdělovačích koeficient ov, 
resp. řoťazcoin pře (V'1'1. 

Záverom uveďme, že za\ edené po jmy ])re niť .možno všeobecné zaviesť pro 
systém n h m o t n ý c h bodov s l ineárnymi vazbami. Při tom t ř e b a p o z n a m e n a t , 
že t ieto pojmy nedávajú km názorný význam o fyzikálnyoh vlast nostiaeli 
sys tému. ale umožňtijú aj výhodné i prakt icky doložíte riešenie celého radu 
teohniekýeh úloh. Pozři Y. P. T e r s k i e h | 21. :>:>. :>:*. i>4|. 

§ (>. Iliesenie špeeiiihiej obraJenej Shirmovej úlohy — obiáíenej úlohy 1. 

\' t o m t o paragrafe sa budeme zaoberať nošením úlohy I. Y prvom rado 
sa budeme zaoberať podrobné otázkou jednoznačnost i řiešonia. 
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Predovše tkým t řeba p o z n a m e n a t , že úloha 1 v uvedenej ťormulácii nedá\'a 
jednoznačné riešenie. 

Už v prí])ade jediného /y. úloha ine je j ednoznačná. Pie nit N.2 majúcu jediný 
h m o t n ý bod m} z vety ~>.h vyplývá : 

1 , 1 
Г/п -f 

ciže 
!'i ' : í/. 

1) 

/ , , : • 

Ak este uvážime. že platí 
i-

Л. -- - ///,/>! 
/„ 

ÍЛ, = T . íVi 7 

rìostaneme po jednorìuchej úprave 

/// ,/„/, 7 f 
:/>T 

krìe ])re / „ /г p la t í este rìalsia j)orì mienka : 

/„ -v /, /• 

Z t ých to dvoch rovnic pre neznáme •///,. / ( , /, vyplývá , že existuje nekoneční 4 

m n o h o trojíc hodnot •/// . ,/„/, , k t o r é \ vhovujú obom pos ledným rovniciam. 
Pre zvolené /„. odpovedajúce hodnoty ///., a /. . sú : 

/, / -/,, 

77 1 
/ / / • i > • . , - - , • 

• /ťf /„(! •- /„) 

Uokonca. aj v př ípade, že je d a n á celková h m o t a J/ -- ///,. existujú dve 
riešenia l() O, l. •---•-- / — ll, a /,', -̂  / -- a. I[ - a . 

Podobné je t o aj \' p ř ípade dvoeh čísiel p. a •/>._,. Pre n e z n á m e ///,. ///.2. f. /. . /., 
d o s t a n e m e t ieto t r i rovnice 

f ; /, i f /. 

1 1 1 1 
í/u f -. f , -í - ., "i" - <>: 

->»\ir\ ' ř/i - ^ ^ T r/-> 

• i i i i 
í/u J" - . f " * • • -. -f - <>• 

-///,//; f/1 — M-íPí (li 

Z t ý c h t o rovnic po dosadení za r/,- (/ 0. 1. 2) a po j e d n o d u c h ý c h úpravách 
d o s t a n e m e : 

/,, •-/,.; L - /. 

/ / / ' y " 
/,,/p ,///.///.. - , -, , 

' />TP: 
! / / f n ( f • /,) /!'/>(/,.. • /f/ , ., ( y f • 7>H). 

lr\Vi 
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r/ t ý c h t o rovnic je o k a m ž i t é vidno, že opáť existuje nekonečné m n o h o 

riešeio'- Ak si zvolíme h o d n o t y p r e /„ a /,. d o s t a n e m e p r e zvvšujúee ve ličiny 

rov i ih > e : 

l, -. I - /, - /„ 

/ 7 7 - L 
•mxm,y --••-- . . / 7 - . 

• V í ( ' - ' « - M 7>í?>.: 

'«,(' • /„) »h \ (I - /, - /„) (/() - /,) rn, ----- - ~ v ( y / f : 1>5). 
1W-2 

pričom opať ]>re každé /„ a /, d o s t á v á m e jediné I, a dve rózne dvojice h o d n o t 
p r e ntx a ni,. 

P ř í k l a d 6.1. Nech je d a n á niť o dížke / — 100 cm. r o z t a h o v a n á silou 
7T l o M d y n . N e c h sú o k r e m t o h o d a n é čísla: 

px ----- 200, p, ------ 300. 

T r e h a nájsť velkosť oboch h m o t n ý c h bodov nix a m,. ak /0 10 cm. /, .-- 50 cm, 
a h y u v e d e n é čísla p ř e d s t a v o v a l i v lastně ťrekvencie ni tě v Hz. 

\\ i e š e n ie : P la t í : 
/, ----- 40. 

a pro m, a ni, : 

Om. -\ 24m 2 

D o s t a n e m e dve dvojice h o d n o t : 

m\ ---~ 25,73 g. 

mí 14,40 g, 

V o všeobecnosti z /̂  h o d n o t ])i'e y>,. p, p.t d o s t a n e m e n a lgebraických 
rovnic pre (2n -\- 1) n e z n á m ý c h , / „ . / , . . . .. /„,, mx, 'ni,. ...,m, x,niK 'pričom 
medzi \ zdialenosťami /,,./.,/.,, . . .. I;i p latí ešte j e d n a lovnica, tot iž , že ich 
súčet musí byť rovný /. Pomocou eliminácie dos])ejeme nakoniec vždy k je-
dinej a lgehraickej rovnici, obsahujúcej vo všeobecnosti (n | 1) n e z n á m ý c h , 
pr ičom sa dá zrejme čakať, že t á t o rovnica má nekonečné mnoho rieseuí. 

Ostiíva t e d a jediná možnosť, ako zaručit jednoznačnost ' , a t o připoj i t este 
dalších n rovnic ]>re neznáme l{),lA. . . ., /,,, mx, . . ., ni,. T o t o . p r a v d a , možno 
v y k o n a t nejvaznějším xpósobom. I t a k os tává otvorenou otázka, či d o s t a n e m e 
jediné riešenie alebo ich bude viae. Z uvedených pr ík ladov tot iž vyp lývá, že 
aj keď srno udali ďalšie p o d m i e n k y -— pre n 1. velkost h m o t n é h o hodu m,. 
])re n 2. h o d n o t y /„ a /, aj v tedy srno dosta l i viac rieseuí. Pre n --- I srno 
dostal i v p o d s t a t ě to ..isté"- riešenie, protože d r u h é riešenie hol iba zrkadlový 
obraz ])rvého: fyzikálně išlo XYA\Y O tú i stu niť. V d r u h o m p ř í p a d e — n --- 2 
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Kme dostali nielen m a t e m a t i c k y , ale i fyzikálně dve rozne n i tě . k t o r é nosili 
d a n ú iiJohu.:$ 

J e d n a z možnost í , ako doslať iba jediné riesenie. je t á t o . Neeh jo daná 
dalšia p o s t u p n o s t eísiel: 0 //, - q2 . . . <{,. Vlohu b u d e m e riešiť s tou 
d o d a t k o v o u podmienkou, že budeme žiadať. aby fVekvencio v lastnýeh k m i t o v 
nito. k t o r á m á t o isté rozloženie hmot ako póvodná niť. ale má o jeden voFuý 
koniec viac, res]). m e n e j . bol i rovné éíslam qf (i • I n). N a p r . pro niť N 
b u d e m e žiadať. aby frekvenoie v las tnýeh kmitov nitě N , . TOK]). NJ S t ý m istým 
rozložením h m o t , holi rovné oíslam pos tupnost i \<{,\ a v př ípade nito N, . 
resp. K\ n a o p a k . Podobné 1<> bude med/i niťou X,. resp. NJ. a niťou N . . Vve 
d ě n ý m spósobom liosil úlohu M. V. Krejn j l s | . Pravda., t o t o nie je jediná 
možnost zarucenie jednoznačnost i riešenia úlohy. 

Pro úlohu 1 v jej póvodnej formulaci., napriek t o m u . že nedává j ednoznačné 
riesenie, možno dokázať rad \ iel . Protože obsah t ý c h t o viet i metoda ich 
dokazovania spočívá, na výsledkoeh úlohy 1 (ktorú doplníme t a k . že Ka s t a n e 
jednoznačnou), b u d e m e Ka,. A prvom ra.de zaoberať t o u t o úlohou. 

Vloha la. Neeh je d a n á niť z úlohy V Pro t u t o niť neeh je daná pos tup-
jiosť 2ti k ladných eísiel: 

0 - r/i l>\ J-i . • • • • - (l, - l>.,-

Třeba nájst veFkosť jednotl ivých h m o t n ý c h bodov. ako aj ich rozloženia 
t a k . a b y ťrekvencie vlastnýeh malých priecnyeh kmitov n i to v p ř í p a d e X> (oba 
konce ni tě upevněné) holi />,. •/>.,. . . . . />„ a v p ř í p a d e N, (Favý koniec p e v n ý . 
p r a v ý volný) qA. q2. • • • - q,,-

P o z n á m k a . Vzniká, prirod/.ene. o tázka, ěi uvedené rozloženie CÍKÍOI p, a q 
(i 1, 2, . . . . )i) je jediné možné, aby úloha malá zmysel . j\ložno ukázat", že 
v s k u t k u je to jediné rozloženie eísiel. pri k torom úloha má riošenie. Dokaž 
t o h t o tvrdenia. vyplynie z nasledujúceho. 

Pri nesení úlohy i a s výhodou použijeme pojem . .kladná dvojiea m n o h o 
clenov"'. zavedený Stielt jesnm pri vyšetřovaní íuke ioná lnych reťazovyoh 
z lomkov . 

Doimíoia ()A. J)v(( mnohočlen // rovnalcélio s/npha n o 

A(Á) A()/" i A,z' ' i . . . i A„ ,/ -i A,: 

JI(A) nj:' : /*,/•" ' 1 . . . i ll„ ,/ -; JJ,. 

dacie v iirciloni poradí. fvorio idodníi dvojicu \A (/.). V> (/.),' *ln:ph(( 11. <d: >'< h 
•rnoíno cifjddrií v tvare 

A (A) Ai} 11 (/. /.;).. JJ(Á) li, II (/.- //,;. 
/ 1 / ! 

:J A k p r e d p í s V m c ItodiKMy /,,. / , . /._,. . . . . !,, o s l a v a v. l o v n í c p r o n m v . n a m \ o h 
ntj,/'ii2 in,,. X l o m i l i p ř í p a d e sa d á č a k a ť , ž e b u d e ,.\ s e o l i ť o h c " k o n t ř n V [MHVI. 
rieseiii. M a t e m a t i c k y l.< v.ch \ lni \ l o / b o ť vsel k\ cli m o ž n o s t í z d á sa \ > a k k o m p i i k < > \ a m . 
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kd( 

a jirttont 
o ;//-, /, < /., -

Ao;;. •(). / > < ; . ( ) . 

P o z n á m k a I. Z d e ť i n í c i e v y p l ý v á , že - m n o h o č l e n y A ( ž ) . /> (/) k l a d n e j 

d v o j i c e m a j ú v š e t k v k o e f i c i e n t y k l a d n é a k o ř e n e t ý c h t o m n o h o č l e n o v sú 

j e d n o d u c h é a z á p o r n é , p r i č o m sa. s t r i e d a j u \r n a z n a č e n o m p o r a d í . 

P o z n á m k a i>. P o j e m k l a d n e j d v o j i c e u-tého s t u p ň a m o ž n o rozš í ř i l ' i n a 

p ř í p a d // 0. Y t o m t o p ř í p a d e k l a d n á d v o j i e a z n a č í , že č í s la A{). />,, sú k l a d n é . 

P r o t a k t o d e f i n o v a n ý p o j e m p l a t í n a s l e d u j ú c a l e m m a . ] ) o e h á d z a j ť i o a od 

S t i e l t j e s a . 

l.riniiisi (>.L P r o každá kladná dvojku \A(A), />(/)) xtupňa v ...: I (zrisfnjf 
4 (2 \ 

')<<!< a a ten jeden roznoj ixxlieťu 77---.- v kernecný retdzec tvařte. 
./>(/) 

.!(/) I 

/HA) ' Ь/А ' O 

a r loinlo rozroji sú rždjf a{) ' 0. 

11 

(I: > 0. ь.:"•• 0. 

h,?. 

(i 1 .2 «)• 

D d k a z t e j t o v e t y p o z ř i U a n t m a e h e r -- K r e j n | 181. 

S t i e l t j e s d o k á z a l i o b r a t e n 11 v e t u . 

L e m m a (Í.2. Xcc/t <(; 0. b;' - 0 . o ( ý -0 (/' 1.2 //) .sú prcku konec 

ÍK/IO r< íazea 
I I 1. I I 

h,,A a,, ! 0, ,/ bxA a{) 

rhdfi čitatel' a nattorate/' po.dednídio zblizetk/to zlomku A ( / ) . /> (A) troria kladnu 

drojicu tunoftocUnor ndé/10 stupňa. 

D o k a ž : N e e h je d a n ý r o ť a z e c 

-•-(/) 1 ; , 1 ; , 1 , 1 

! > ( / • ) b l / > , ; . 
(:{S) 

k d o a o. b; °- "„ 'O (/ L i . . . //). M á n u 4 d o k á z a t , že m n o h o č l e n y 

A (/)../> ^/.). t v o r i a k l a d n u d v o j i c u n m o h o č l e n o v H-tého s t u p ň a . M i e s t o t o h o . 

a b y srno p o č í t a l i m n o h o č l e n y A(X). />(/) z r e ť a z e a (3S). b u d e " v ý h o d n é n a j p r v 

v y k o n a t ' t r a n s ť o r m á c i t t t o h t o r e ť a z e a a p o t o m u r č i t A (A). />(/). U r o b m e 

z (!>S) k o n t r a k c i u . t . j . z o s t r o j m e r o ť a z e c . k t o r ý b u d e m a ť z h l í ž e n é z l o m k y 

r o v n é p á r n y m z h l í ž e n ý m z l o m k o m r e ť a z e a ( 3 S ) ; d o s t a n e m e ( p o z ř i | 2 5 | ) ; 

.!(/.) 
//(/-) // <(., -\b,tA -\ I fl','-->b.> \/» !" (ln 

a_, ., (( 

a, ._>(/, -Љ, Л aai{)/J){ ! a} -\- a{) 

(:><•>} 

T\l 



Pos ledny vzťali přepíšeme ešte t a k . že na jdeme reťazec. k t o r ý je ekvi-
v a l e n t n v k reťazcu (39) [i. j . reťazec, k t o r y b u d e mať r o v n a k v súcet ako 
reťazec (39)]: 

-_4(_A) _____ (( _ a, . |__ _ _ anJ\ 

-I>(70 '' ! ^ lb + + 1 l^ujffu 2°n 1^ + ^ , i - 1 " ^ lfu -o 

«u ~?a)t -лü
:) .2/l -f- rлu ..2 + a;/ aл t / 0 b _ Я -}- Oi — lfu 

(40) 

Vyjadrime teraz A (A), # (/) ako k o n t i n u a n t y reťazca (40): použ i t ím z n á m e j 
v las tnos t i k o n t i n u a n t o v , tol iz ich i n v a r i a n t n o s t i voči preklopeniu okolo vcdFaj-
šej diagonály, po menších úpravách d o s t a n e m e : 

(-' + ' ) 
\a{) aj 

J ( л ) - Л 

«A 

(<лb.> 

a\ ai ! ø_ a,b 

i / i f i \i ; i 

au лbL 
( ' ' ) (A ь 

4J: 

i \ i 
aл J bj O/>_ 

-!>'(/•) = #,, «,&, 

<„ A . 
/ť,< - A < 

kde _40 -~ r^jCy ^ a() II a;b, o, pretože « + > 0 ; / + > 0 j)rc vset ky / sú k l a d n é . 
/ - i 

Z tolio pivnic i to . že />„ ' o. 

Poznamenaj iue. že sa d e t e r m i n a n t y líšia i ba pos lednvm ]>r\ k o m \' h lavnej 
diagonále. .Pretože A0, B{) su k ladné, stačí d o k á z a t ])re t o . aby A (/.) a />(/.) 
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tvořili k ladnu dvojieu mnohočlene)v H-tého s t u p ň a . že A (X) a B (/) majú 
// j e d n o d u c h ý c h záporných kořeno v. k toré výhovu jú vzťahom 

• \, •.: - ť>,t : -- v - i . - ť>>, -i : • • • c - ^ ^ — />. : ( ) - (-*-. 
k d e 

A(x{) -• i) B(Pi) --- 0. ( / - - ! , : > . v) 

Zaveďme do vzťahov (41) n o v u ])remennťi ^ vzťahom .1* --- —A. P o t o m možno 
vyšetrovanie koreňov p o l y n ó m o v A (;), B(^) previesť na určenie koreňov 
charakter i s t ických rovnic normáhrych J a c o b i h o m a t i c O t ý c h t o . ako je 
známe, p lat í , že ich kořene sú reálné a j e d n o d u c h é . N a v i a c z p ó v o d n é h o 
reťazca (3K) vyplývá, že A (Á). a B (?.) sú mnohočleny s k l a d n ý m i koet ic ientmi. 
t. j . móžu mať za reálné kořene iba záporné čísla. 

IVe kořene mnohočlenov A (C). B (") t e d a p lat í : 

o ; v, <;" \ 2 • '_" . . . • ' \ ;/ -i - .' xtl. 

0 • ../v -;'#> • .' • • • • -t>n i • .;/->„• 

Ostává dokázat vztah (42). Rozv iňme oba d e t e r m i n a n t y z (41) p o d l á 
prvko v posledného st ípea. D o s t a n e m e : 

o„a . I / 1 , ' ) - , ' - . I / > , . , ( : - ) - , ' •».*). 

l>:'{:)
 \(JA)^\'KÁ:) ~<t •'• J,'Á:: 

1 
-ЛA-i" 

kde /L , \//(. --- ^7\7. . />• j ()ik — C Í̂/Í ;: (y V • • .- ?0 sú charakter i s t ické 
mnohočleny přís lušných normálnych J a c o b i h o mat ic . Pre i -^n ])latí 

/yy / / . 

a preto odč í tán ím oboch rovnic d o s t a n e m e : 

'>:,(:) - />;,(-•) ' J)„ ,(-•)• (4:.) 

Pře - \, a ," ^ \ „ j (i — I, . . . . n —- [) je v (43) pj-vý člen rovný mile 
n pravá s t rana je od n u l y rózna a m á pře t i e to h o d n o t y rózne z n a m i e n k a . 
kedze v intervale (\,. v , , ) Ježí jeden a len jeden k o ř e ň J)„ ., (;) (])ozři |1K|). 
X toho pivnic, že i l)'„('S) má v t o m t o intervale a spoň jeden kořeň, pre k torý 
p lat í : 

Y> >'/, . V „ 

X tých istých dovodo\ (/r 7 /f ,) platí, že v intervale (/>',-. pe i) leží aspoň 
jeden kořeň I)lt{'S): 

fr •' Y/- ' / ' V í -
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U v a ž m e , že p r e kořene r>,. p lat í : 

(/.• i. 

t . j . D'n(Í) nemá v intervale ' y, . -•'/>) kořeň. Na. základe známej vety | I S ] 
je I)it .J(L{) x t o m t o intervale od nu ly rozne a. toho istóho z n a m i e n k a . Protože 
plat í , že pri přechode ú" cez kořeň rovnice /),,(!*) ; o súčin /V/V , mění zna-
mienko z í na- . vyplývá z toho, že i 7),,(̂ ") je \' t o m t o intervale opačného 
znamienka ako J)it .(i"). Z ( l:>) plynie. že /f',V) je \" t o m í o intervale vždy 
od nuly rozne. a teda [\h. \l (i: I //). Spojením vsetkycb troch ne 
rovností d o s t a n e m e : 

/' 1 Ч i'-l [>•! ' V-2 

co bolo t řeba dokázat". 
Pomocou právě dokázancj vety labko ukážeme, že úloha la má len vtedy 

zmysel, ak čísla p, a q, (i I K) splňuj Ú nerovnost 

7 i í>\ V, • 

U v a ž u j m e niť X r
2. Z vety f.h vyplývá, že pře frekvencie ni tě XV ]>latí tVek 

\ encná rovnica, k toru zapíšeme v t v a r e 

,U) 

kde / - c/2, a (7 , n(/) je d y n a m i c k á poddajnosť nitě N, . Frekvencie nitc N, 
inusia. t e d a sp lňovat rovnicu 

p(?.) ii. 

Vvažujme teraz niť X,. Z vely 5.f> dos taneme, že ťrekvencie nitě N, vyhovujú 
rovnici : 

//'" o. 

Na, zák lade vztahu (31) pře /7'11 p lat í : 

//-.. ' 9.W o 

kde opáť /, — -cr a frekvencie nitě N, vybovujú teda rovnici 

Q(/) <>. *-*•">. 

Použit ím lemmy ().2 na reťazec pre V11' d o s t a n e m e , že P{/.) a ^ ( / ) tvoria 
k l a d n u dvojicu, a t e d a ]>re frekvencie jo,}',' nitě NV a frekvencie \zt\'{ n i tc X, 
])latí: 

n y\ c)j • ;' ;d • ' . . . "^~ • o;,. 
t . j . 

o • y~\ • . (,*\ - y-i • • • . ^./. • ' ř ,!,v • 
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Ak t e d a čísla. {Pi\'{, \<Ji\'[ majú byť ťrekvenciami nití N 2 . N 1 ? musia n u t n é 
s p l ň o v a t posledný vzťah, cize: 

<JA Pí • -> • • • . <Jn . ' ] ' , , 

V o p a c n o m ])L'í])ado neexistuje t a k á niť j \ \ k t o r á by m a l á v p ř í p a d e N, a N> 
uvedené postu])nosti za frekvencie. Úloha Ja v p ř í p a d e inébo rozdeleiúa 

i" i/ \P,YÍ- 17. nemóžo bvf riešiteTná. 
Přikročme teraz k n'ešen>u vlastněj úlohy. Úlohu Ja rozriešime. a k určíme 

h m o t y ////, a dlžky úsokov nitě l,. na zák lade císiel pt a qiy (i = 1.2, . . . . n). 
iVIiosto toho. aby srno híadal i t ie to veličiny bude výhodné pocítať s d y n a m i e k o i i 
tubosťou izolovaných hmotmých bodov h,, a poddajnosťou jednot í i výeh úsekov 
nitě f//. pro Iv tore p lat ia v z t a h y : 

h k . ----- —ni/,<>>-. (k 1 . . . . . n) 

(li T - (i o. 1. . . . , H ) 

Jvde <>> je k r u h o v á fVekvencia a T sila rozťahujúea niť. Z a d á n í m hmot ni,, 
a dlžok l; jo j ednoznačné určená d y n a m i c k á poddajnosť (ra> nitě N . ; a n a o p a k , 
udaním f/1' ako raeionálnej lomonej funkcio p r e m e n n e j / --- —o>- sú p o d l á 
lenímv (). I j ednoznačné určeno h m o t y nit,. ako aj d lžky l,, (k --- 1. . . . . n). kedze 
čitatel' i menovatef te j to racionálně lomenoj funkcie n u t n é vždy t v o r i a k l a d n u 
dvojiou mnohoclonov H-tcho stu])ňa. Úloha t e d a přešla na urcenie f-/'1' z císiel pt 

a. ij; : (i 1. . . ., n). Pri riešení te j to úlohy p o d s t a t n é použi jeme obocb právo 
uvedených okolností, tot iž že 

P(/>) 

kde I* (/), Q (/) tvor ia k l a d n u dvojicu mnohoclonov H-tého s t u p ň a . 
Z d a n ý c h p o s t u p n o s t í /.ostrojme k l a d n u dvojicu mnohoclonov A (/), / > ( / ) : 

A(A) •- A , u a-\-'Pf). KW i>j\a -i- í?)-
i ] i ] 

priéoni Au. ./>,, sú [l ibovolné zvolené k o n s t a n t y . V da l šom ukážeme, že t á t o 
rubovoTnosf nevedie. ako by sa na prvý pohTad mohlo zdať, k ne jednoznač
nosti riešenia úlohy. Ivedze čísla p, majú byť frekvenoiami nitě N> a čísla 7 
nito X, (/ 1 //). musí n u t n o platiť 

A(l) IV) 
- IV) oU)' 

lede o je i s tý k ladný, zatiaf neurčený faktor. T e n t o určíme z p o d m i e n k y . že 

241 



súčet císiei /• (i =- O n) je rovný /. Podlá lemmy (>.l možno jednoznačné 

MD 
W.) 
Aí?) 

rozv inut --- v re tazcc : 

A(л) 

Җ?.) ЬJ 
\ i 

ҺJл ť/,, 

к/.) V ])i'ípade. ž> i(ta ° Vodici o \ " . d o s t a n e m e podlá znamej \'et v o reťaz 
b(A) 

eoch [25] na základe posíedného reťazca rozvo j : 

Aß) - ш -— ()((, 
1 : 

Г,f( , 

V 

í / 

' T 

a riesenie iiíohv la bude mať tvar 

/. •/. (/' n. I. 

( Í П , 

\ z l d a d o m na to, že dva. reťa/ee sú v tedy a UMÍ vtedy r<tvii(;. k e d máju 
vse tky p r v k y rovnaké. ])la1í: 

w,, - >k , i/.- 1.2 ,r 

/, - oTa, (/ o. i „1 

(•initer t> je jednoznačné určeny p o d m i e n k o u 

í /, = /• 
* (i 

k d e / ie celková dížka nitě. Dosaderum za /, z (46) d o s t a n e m e : 

( 4 7 / 

T >-i- 4s, 

T ř e b a sa este vyrovnaT s otázkou, či skutočne možno voliť íubovoFne An. /;,. 
bez t o h o . že by sa narušila, j ednoznačnost riesenia úlohy. Majme teda dve 
k l a d n é dvojice mnohočlenov : 

All,(?) Aiy II (A ; pj). ir-{/.) /;;,»• (1 (/. 7 - ) . 

Л - ( ź ) u : к H2U) - Д'г" II U (/-
Í 
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INech ])ve p i v u k l a d n u d v o j k u je riešenie ú lohy l a d a n é v / ť a h m i (4-í). (4S). 
Ukážeme, že i d r u h á k l a d n á dvojica d á v á t o iste riešenie. P l a t í t o t i ž ; 

A-V-) A\}>.1W .4'-'(A) ,/1'-'(A) 
-.«"'(;.)' " 7i,v>. i;f> B,2,(A)"""" ^ ' 2 V0' 

k d e </ jo r o v n é : 
, A\}>V\? 

A T i i i i /. , i i- i -4 , n (A) , /V2,(A) . , 
Aa zaklade iemmy b.I oba podiely O/>(1)/.,cio - ---- - m o ž n o jednoznačné 

/ > \A) •/> \ / / 

1'ozvinúť do refa/cov tvaru (38). Z rovnost i (4()) však v y p l ý v á : 

;.-\ (/ 0, I n) 
TAV) /,<:>> 

-*- = -*, • (* - - i ») 

]\a základe v/fahov (40) d o s t a n e m e , že d r u h á dvojica d á v á to iste riešenie. 
Y / h l a d o m na t o . že k o n s t a n t y A ( ), J$() možno voliť rubovoťne, pokusme sa 

ieh voliť t a k . aby riešenie (47). (48) málo formálně naj jednoduchší t var . Pretože 
rozvoj (38) pre / 0 poskytu je v/ťah 

Atl m 

B, ' 
a-() ~j - r/-. - ) - a2 - j - . . . -) - au 

k(\c An. ]>n sú absolutno cleny mnohočienov A (X), />(/) . bude v ý h o d n é 
voliť A(l. ./>,, tak . ahv 

^u - />„. V 

Na to stačí voliť A(),B{) n á s l e d o v n ě : 

A{) II 4 - B() II 4 , 
/ i VI • i <11 

a teda mnohočleny pre A (/) a B (X) budu mať t v a r 

MA) i'i (i -\-ÁrX nw -. I ' I ; ( I \ - ~ ) . 
< i \ m I : i \ v r ' 

50) 

l)oUázali snic úhrnům velu (Í.I. 
Wla (>.l. B.vistu je jedno a len jedno riešenie iHohij Ur klové- najdeIH,C takto: 

Zosfro jí na H(( základe jtost trjaiosti {j),}". {q,-}'! kladná dvojicn ninohoclenov (•")()) 
• A(l) 

a náiricita rozroi (h> refazea (3S). Potom /Hádané nesenie zrně: 
/>(/) 

/,• <>H. (i <>. I n) 

T 
ni, h; (i -- 1 n) 

hh a, h. «á arrki/ refazea (3S). 
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Vplne p o d o b n é m o ž n o riešiť aj nasledujiicu ú lohu: 
Vloha 1b. Daná je niť z úlohy V Pře t u t o niť je daná pos tupnost 2n klad

n ý c h čisiel: 
0 <i\ V\ • <ii ih •-. • • • :<i, • v,-

T r e h a nájsť velkost jednot livých h m o t n ý c h hodov. ako aj ich rozloženie tak . 
aby frekvencie vlastnýeh malých priecnych k m i t o v nitě \' př ípade XI (Tavý 
koniec voTný. pravý upevněný) holi />,. p2: . . . . p( a v př ípade N;» (oba konce 
volné) holi (/,. q2 7,,. Přitom předpokládáme, že jeden z h m o t n ý c h hodov 
je umiestený na lavom konci. 

P o z n á m k a . Oproti predošlej úlohe líši sa t á t o úloha j e d n a k t ý m . že /,, o. 
jednak t ý m . že qx 0. Co sa t ý k á vz tahu qx - 0. t ř e b a ])oznamenať. že ak 
úloha m á mať zmyseL postupnost musí n u t n é začínat nulou. 

Ak tot iž napíšeme rovnice pre a m p l i t u d y výchyliek jednot l ivých h m o t n ý c h 
hodov y{ d o s t a n e m e : 

y{,, \- //,;//,- + yf -- <>. (/ -- 1. _> //) 

kde veličiny ) \ . (/: 1 ti) sp lňujú vzťahy : 

f/i 1 + JiYi -r !Ji - ()-

r„ ----- o-. yt, - o. 

Při tom //,,; sú d y n a m i c k é tuhos t i izolovaných h m o t n ý c h hodov a </, ])oddajnost i 
j ednot l ivých úsekov nitě. Pře 

Yx - 1.2 = . . . ---- 1'„ 0. cize //1 ----- //2 //., . . . //,, : o. 

d o s t a n e m e z t ý c h t o rovnic 
//, 0, (/ =r- 1 )(). 

a t e d a 
e>! 0. 

Fyzikálně možno vysvětlit uvedenu okolnost t ý m . že na obočit koncoeh 
voTná niť je nestabi l i ta. Ak totiž napíšeme vzťahy pre k inet ickú a ])otenciáhui 
energiu te j to n i tě , d o s t a n e m e : 

7, ' v -. v
 rr v f l l ' •* ~ ' ^ 

7 - . . 2 / ' ^ - ' ^ Z /• 
/ I /' ! 

Z posledných vzťahov ihned vyplývá, že sys tém je íuMtabilný. lcbo kvadra
tická, forma pro potenciální, energiu I7 nic je k ladná, ale iba nezáporná. Pre-
m e n n ý c h je n a š tvorcov vo výraze ]>re V iba (n. — 1) a V -- 0 aj pri //, - //._, -
= . . . — yn 4= n - Př iama ťyzikáhia inter])retácia nulovej frekvencie spočívá 
v t o m , že na oboch koncoeh volná niť sa ni6že p o h y b o v a t ako celok v d o d e d k u 
vlastnej zotrvacnost i v j e d n o m směre. 
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K d r u h é m u předpokladu /,, — 0 třeba- uviesť zat iať len toťko. že je to posta-
čujúci předpoklad pře j ednoznačnos t řiešenia úlohy. V da l som "ukážeme, že 
možno uvážit' i p ř í p a d /„ \ 0, avšak aj \' t o m t o př ípade musí byť l() vopřed 
d a n é . 

Právě tak. ako sme při nesení ú lohy la užili pojem . .kladná dvojica mnoho-
clenov //-tého s t u p ň a í : , použijeme při řiešení úlohy Ib pojem . . n e z á p o r n á 
dvojica mnohoclenov //-tého s t u p ň a " . 

IhuiiuYia (».2. Dra mnohočlenu rovnakého xhiphu.- n > 0 

A(ž) A{!/" -]- A,/" 

/ > ( / ) />„/•' t / > , / ' ' ' " 

л,. ,я 
/>'.,-./.. 

<!<()/(' r IOK/IO j)!)r(tdí. Iroria iczá \nrn n drojir/t | A ( / ) . / > ( / ) [ xhtpï't- n. <tk irh 

IKOÍKO r/fj((drif r tvore 

A(?.) A„II (/. : / . ,) . no.) n n \ \ (/. / / , ) . 

a p ř i t o m 
0 - /\ <:" / , //., . . . . /! 

,.„ <i. /-'„ o. 

P o z n á m k a I. Z definície ti.'2 opať vyplývá, že mnohočleny A.(/). />(/) ne-
/áponie j dvojice majú vždy vsetky koeíicieuty k ladné, o k r e m li},, k t o r ý je 
rovný nul(\ Opať v šotky kořene t ý c h t o mnoh )členov s výnimkou jediného 
//, sú j ednoduché a záporné, přiéom sa, střiedajú p o d l á uvedenej nerovnost i . 

P o z n á m k a . 2. l )ojem nezápornej dvojic/ //-tého s t u p ň a možno řo/šířiť i na 
případ // 0. Ytedy A (A) A{). li (i) o. 

Přáve tak ako boia d o k á z a n á veta. OA možno dokázat lemmu ().)>. 
L e m m a (í.íL Prc k((ždťt nrzáj):)rnú drojiru | A ( / ) . / > ( / ) ! slu\)h<( ncxislitir '/eden 

o U K i<d<n rozroj podieln. * v končen tj rrf((z<'r hutni 
/>(/) 

-•!(/.) 
/»'(/•) ! > , / • 

I 

b, •/. Һ, 

D o k a / l e j t o v e t y sa o p i e m o l e m m u (>.-!. 

L e m m u {>.'.. Xczáp'>rn4 i drnjiri s'/i\))'i K (//. : 1) ol\> >rydnjít jediné LOK 

*ht ni// a . b hilrr. i< 

A(/J I 

/>(/) />""(/) 
d ' " ( / ) 

k d e A'ł'(/) a /> ' Û ) -s';// ntno//<)ř!()/ // s'/t\))<t ж >/ <ieh<) (fko к p ЧГOÌK ]<• ríìij <i • 0 . 

/> 0 a кiкoìtorlrк ff Л ' ] I ( Å ) . / > I J , ( / ) //;•/' ľlюh/oкi, кorкюrt iťi froria fici кe':<'(\>oľк ú 

dľojictc iк кoítořhlioľ (к • I ) pľľého sfк \)í/((. 
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Dokaž lemmy je p o d o b n ý ako jYri leníme 6/J. 
Vzhladom na lem mu b.3 plat í i o b r á t e n á lemma b.5. 
Lemma íí.5. Xcch a{ 0. bt ' 0 (i 1 . 2 . . . . . //) «('< '/»'',/\'/ k(>nccr<ch() r< ťazca 

I I ! I ! j 

{l .. ..•__ ..i_ ' _ _ ... . , ~ - - - . . ( , ) l ) 
b,/ <t, , bt, , / ' " i ' " i 7 -

P o t o m č i ta te l i menovate ! ' posledného zlomku / ! (/) . ./>(/) tvoria n e z á p o r n ú 
dvojicu mnohoclenov //-tého stirpňa. 

Dókaz lemmy b\5 je analogický dókazu lemmy 6.2. o k r e m malýcJi formálnyeh 
odehýJok. 

N a základe t y c h t o lemm možno teraz u k á z a t , že úloha lb može mať riešenie 
it)a vtody. a Iv čísla •/>,. q{ vyhovujú nerovnos t i : 

(> - 7i - V\ ^ &> < V-i - • • • * '7. . • - /'.< • 

Frekveneie nitě N,\ ako to vyplývá z vety 5.7. v y h o v u j ú rovnici : 

>V(/) 

kde (r1;1 je d y n a m i c k á j)oddajnosť n i t ě N 3 \ z l i ladom na j>ra vy koniec a / —<>)-. 
P r e frekveneie ni tě N : i d o s t a n e m e z v e t y ^.^ rovnieu : 

H^ = ' ,-: 0 

Zo vztahu ])re ' ' í : ; ) — (31a) a, z lemmy b\5 vyplývá, že _#(/). &(/) tvoria. 
nezá])ornú dvojicu mnoliočienov H-tého s tu jma. Z dehníc ie nezáj)ornej dvojice 
vyplývá, že záporné vzaté kořene t y c h t o mnohocle.nov splňuj u nerovnost' 

o -.-:: //, 

Vzhladom na to . že kořene rovnice H(y) -- (>. sú rovné š t v o r c o m IVekvencií 
nitě N^: — yt /\ — //-\ (i I, . . . . n) a k o ř e n e rovnice S(o) ~.---: O sú r o v n é 
š tvorcom frekvenci! ni tě N ; ! : c>t- --- /./,- - —qj- (i I n) j)latí t á t o ne
rovnost" : 

( ) : 7í VÍ . <ÍÚ • ' • • • \<ll •'' VÍ* 
z toho 

( ) 7 i /'i : 7a • • • • '/,. ' / > „ . 

čo bol o t řeba dokázat . 

Po t y c h t o př ípravných ú v a h á c h p ř i k r o č m e k cicscnin vlustncj úlolnj. Pri 
nesení b u d e m e j iostupovať t a k ako v jnedoš lom p ř í p a d e , tot iž u n e s l o n>, 
a V (I: —- 1 //); (/' O, 1 n) l)udeme h l a d ať veličiny hk a g(. T ý m i t o 
veličinami je jednoznačné určená d y n a m i c k á poddajnosť n i t ě G{:V). N a o p a k . 
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z ft{'''\}.) ako vacionáino lomenej funkcie pvemennej / - o 2 možno jedno
znační 1 uvčiť vseťky n/,. a, /, okv(Mn l(l. kedze to to vbbee nevys tupuje v rozvoji 

INi/ . i iánika, Mohlo by sa zdať, ze sa t á t o nejednoznačnost! v uvčení /0 

zapříčinila uvedenou m e t o d o u viešenia. A\Šak z fvekvenených vovníc pve 
nitě X,'.N;. vyplývá, že t-ieto sú nezávislé od .-/.,. vesp. od l{), t . j . k e d /„ je 
rubo\'oťné k l a d n é číslo, ťvekveneio nití sa nezmenia. í/Yi v ias tných kmitocli 
nití Nó a X, úsek l() a \' ])ví])ade ni tě X:, i úsek /,, budu stálo rovnoběžné so 
svojou rovnovážnou polohou a kolnu' na. směr k m i t a n i a ni tě . co sa nrejaví 
v t o m . že fvekvenoie v las ínveh k m i t o v od nich nezávislá. Ab\ úloha II) 
ostala jednoznačná tveba h o d n o t u l0 udat vopved. 

Vři nesení danej úlohy pojde o to . ako uvciť (tr,) z ólsiel j);. <j: (i \. . . .. n). 
Dynamickú p o d d a j n o s t ni tě ď:'} určíme, ak určíme m n o h o č l e n y /*"(/). a S(A). 

Tieto mnohočleny o k r e m mult iplikat ívnej k o n s t a n t y sú rovné mnoho-
členom : 

< U ) <\> I I (/ -- />;')- !>(}.) M, I I (/. -• ffj). (.")!>) 
./• 1 /• 1 

( ' ' „ . / > „ • I I ) . 

Tieto mnohočleny tvoři a. n e z á p o r n ú dvojicti. n p ie to existuje jediný ro/.voj 

<U) , -
, „, do re tazea. 

./>(/) 
r ( ? í ) r ] ^ ! ! : ÍVM 
D(A) ( ' ; ' d,,A ' • < • , , " ' r , dAA

 } 

pvičom 
<>'(A) 

' I HA) 

kde ii o. Os tává u r č i t k o n s t a n t u //. 'Tulo určíme z p o d m i e n k v . že súčet 
úseko\ nitě je d a n é číslo totiž d ížka n h e : 

^ / , • • ! • (-r»+) 

, i 

IVe rozvoj veťazea H , ." d o s t a n e m e pravé tak a k o pri viesení úlohv la 
•' ' Í)(A) l ! 

voz voj : 
c\A) i ; i 1 1 ; 

/ ' r u « \ l(C-> i ' . . . - ; - - . 

IVetože reťazee pro '/''"" a pos ledný retazee mu si a >i byť. identicky rovné, 
d o s t a n e m e : 
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Dosadením do podmienky (~>A) dos taneme 

/ 

T 

a h ladane neseníe j e : 

т < r ! < ; 
1 /, l 

(/ I . : ' //) (.").")! 

O s t á v á ešte otázka, ako je lo s votbou konstant ('„ a l) ( ). Právě tak ako 
v predošle) úJohe možno sice voliť k o n s t a n t y C(l a l) l( FubovoFne. co. p r a v d a . 
m á za následok změnu fakťora /./. Avšak nech už volíme (\) a I),, akokoFvek. 

vvrazv uc, a ' zostávajú be/o zniouv. T v m snio dokázal i vetu C>.2. 
jLl 

Yeía (í.2. Existuje vzdij jediné ricsenic íiio/n] Ib, klon' nájdemt tik lostrojinn 
na základe postupnosti {]),]'{. \([\'{ nezdporvu tlrojicn nnio/iocit nor ti nújth m< 
jej rozvoj do reťazcn (T>3). YfcdIJ Iďtidtnic riešenic: [~rl) 

i. ,ґ<i.i<-
1 i. i 

(' 

k d e v; a d; síi perku rcftizcti (.")!-). 
P o z n á m k a . T o m u t o nešeniu by bolo možné d a t j ednoduchs í tvar . ak b\ 

miesto eelkovej dlžkv nitě / bol daný súéeť všetkveh h m o t n ý c h bodov n i t ě : 

Pře mnohočleny *'(/)• /1(/) by sme dostali analogické vzorce ako pi'i úlohe ! a 
pře A(/). /i(/)-

Xa závěr uveďme si numericky příklad na riesenie úlohy Ia. 
P ř í k l a d b\3. Daná je niť o dlžke I 100 cm a rozťahovaná silou lo Md\ii . 

Daná je postupnost kladných císiel 

I ! 1 1 I 1 i 
o I 

S 7 .i '' ;> ' í- 3 _! 

Třeba uájst \ eťkosť jednotl ivých h m o t n ý c h bodov. ako aj ich ro/Joženie na 
niti t ak . a b y frekveneie v las iných malýe!) pnečnyeh kmitov \ pi'ípade obo»-h 
upevněných knncuv holi 

1 1 
px i kHz • ! I.i.sl-Iz. />, _ k\\/ :><M>.nrlz, 

i • > 

p:] .; kHz 333.31 fz. px \ kHz ! ono Hz 
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a v p ř í p a d e lavého p e v n é h o konea a p r a v é h o v o l n é h o : 

7, k H z 125.0 Hz. 7, k H z Kili.O Hz. 

<], k H z 250.0 Hz, 7, 
1 

k H z 500 Hz. 

LredovšetkÝm zostroj íme mnohočleny A(/) a />(/): 

A(Á) ••-- II f 1 + 7 V| 1 x S4/ í 1074/- i !2.)H)/ : 5 i- 11 025/ 1 , 
1 \ V) I 

/>(/.) I •-' 12(1/. i 4:i(»SA- 52 4S<>/:! ->- 1-±7 45<U'. 

лoл Rozvinut ím ]>odielu - " do reťazca t v a r u (3S) d o s t a n e m e : 
/>(/) 

A(Á) v __ I , 1 1 , I 
v.7v - 0.075 -i ; „ 4- - -- • •• „ -4 -
//(/.) 1().3.)S/ 0.353 47.204/ 0.402 

1 I 

DS.S25/ ' 0 A 5 3 ' 25S.).1)2<)/ ! ; 0.017 

Z t o h t o reťazea d o s t a n e m e ])omocou vzťahov z vety <>. I h í a d a n é veličiny 
l, (/' 0 4) a 111, (k L . . . . 4) 

/,, 7.5 cm. /, 35.3 cm. i, 40.2 cm. /;i 15,3 cm. /, 1.7 cm, 

///, \ 1.1)4 o-. ///,,-\ 4.72 <x. ///_., lO.SSir- D/, 25S..).)o-. 

§ 7. íhilsie všeobecné výsledky 

V predošlom paragrafe při nesení ohrátene j úlohy 1 sme ukázali, ze vo 
svojej povodnej ťormuláeii nie je j e d n o z n a č n á . N a p r i e k t o m u možno dokázati 
rad viet i pře t u t o úlohu. Y dalsoni s t ručné n a č r t n e m e výsledky, ktoré dosiahol. 
v t o m t o směre JV1. (.1. Krejn. 

Z riešenia jednoznacnej o h r á t e n e j úlohy la. resp. lh vyplývá, že veťkosti 
h m o t n ý c h hodov nitě niL sú fuukciami ohoch ])ostu]niostí ěísiel }>, a. qt 

(i I D). Y dosledku t o h o l)iide p la t i t to isté aj o súcte všelkých h m o t 
ných hodov nitě -— t. j . o celkovej h m o t ě nitě M : 

M J/(/>,, p.,. JI, P„. <Ji-<h- • • - ./,.)• 

Ale ak je daná niektorá z ])ostu]>nost í {•/>,!','. vc^). {</,)',', / nerovnost i 

o . 7, JI, 7, . . . 7. - y\ 
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vyplývá, že čísla druhéj postupnost i sú z a d á n í m prvej zliora i zdola ohraničené 
a opaene. N a p r . pr i danej postupnost i {p;\'i - j e d n a k čísla q; mbžu nadol)údať 
h o d n o t y z niter válo v p, , 'q, [p, (i ---- 1 ti), kde pn - o. j e d n a k 
celková h m o t a M nitě je íunkciou iba čísiel q,. Vzniká, pr i rodzene. o t á z k a . 
a k o sa bude cliovať M ako ťunkcia čísiel q;. Pri vyše t řovaní te j to o t á z k y st 
právě M. G. Ivrejnovi ])odarilo d o k á z a t rad viet. kde okrem inéiio našiel do lnú 
hranicu ])re celkovú h m o t u nitě J I pře p ř í p a d nitě XJ. X>. N:>. ak je predpísaná 
p o s t u p n o s t frekvencií jej vlast ných kmiťov, V dalsoni sa preto ohinedzíme iba 
n a u v e d e m e přís lušných viel bez dókazov. odkazu júe na s p o m e n u t ú prácu | 1 1 j . 
.Prv vsak než by sme uviedii t ie to vety. uveďme este nasledujúce pomocnó 
v e t y : 

Lemům 7 . 1 . (htLorá lunohi J I nih <> >i hmolnf/cíi hotloch i< <hni<( rzh/hom: 

м I y J 
/ ZJЧ!Q'І- :)PC '/:: 

kde 

'/< -'/:) 
t IQ 

pricoin F(ž) K Q(Á) )( kladná droiica nuiohoch nor n-i fj žhli zrn// čihihl K n> 

valch d/fnamickc) poddá) nosu' h"]/ , 
Z te j to lemniy možno laliťo dokázal" nasledujúeu l e n i m u : 
Lemma 7.2. (deiicorá lunohi M nih o n hnioinf/ch hodoch )< rorná 

M 
T 

1 Z J І » ! / " ( / > Г ) ^ ( Ҷ;) ' ZA p; ' ZJҶ-I' 

/' '( />:) 

a rf/zi/Kiii jednotiirf/ch celin n je lorin/kí/ ako r hmni< / ./ . 
N a základe t ý c h t o vzťahov pi'e celkovú hmotu .II nitě možno vyko 

vyšetrovanie M ako funk<ír paramet rov p,. resp. </;. (/ i //). 
přís lušných úvahách d o s t a n e m e ve tu : 

Vořa 7.1. Xcch qx </± • . . . </, j< Inhorohnó pos\ n pnosl l:indnf/c]i čís 
vtcd/j číslo 

І>L 

k d e Q(/.) )c nniohorhn 

T i ү I î  

/ i Z . 7 ľ <?'( ~<ÏІ) I 

oú) ' n (i ':. 
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dává nujmensin možná hodnotu prc celková hmotu vsetkfjch niti X,'. Id on' mu já 
frekvencic vlastnajch kmitov rovné postupnosti Čisiel f̂ ,,'/.,. ....<[n. Přitom 
existuje jediná taká niť, ktorá. 'inú nvedené spektrum frekvencii u má celkoví) 
hmotu M rovnu Ji,,,. Táto nif je určená dt/na-mickou poddujnosfon ClX''(/.): 

Giì"ӣ) i з U - U 
I 

Q'( <jr)!(<* І Ї) 

Prc lúto nif je /,, O. 

Z voly 7.1 vyp lývá , že dolná hran i ca oolkovoj h m o t y nito X. jo funkeia 

frokvonoií vlas tných k m i t o v q] . q.> q;/: 

M)!,* / ; • ; ( ( / , . ' / . - <h <l,h 
kde 

{) . </\ > / • > • • • ' < F 
a 

!Л<h- <k '/.) 2J'JÏ Q' ( <ń) oU) " I 1 - A ) 
/.• i ' 7 : ' 

Možno lahko d o k á z a t nasledujúcu l e m m u : 
Lemma IM.Pri pevnom <{]: q.>, . . . . qA , /'• funkciu fn s rustácim <j, stále kh su • 

jácu. pricom plutí: 

I " " / ; , ( ' / ! * '/.i 'J ' ) / , l('/l> ^ 2 ' • • - '/, ])• 
'/,••—<• ' 

Z tojlo pomocnej voly vyplývá nas ledujúea v e t a : 
Vela 7.2. Prc fnbovofná nif N\ o n hmotn ffch bodoch. ktorá má cilimrá hmotu M 

a frekvencic qx, <\-> q,,* \>hdí: 

Í\(<1\) -JÁ<I\^<k) ÍЛ<l\-<k ' / , ) : . - ' l-ll-

D d s l e d o k . Z poslodnej vety vyplývá, že ak jo d a n ý c h prvých A-frokvonoií 
a. celková h m o t a nito, možno nájsť dolnu hranicu pro (L j - l)-vú frekvenciu. 
k t o r á bude funkciou oolkovoj h m o t y M a prvých k frokvonoií. Xapr. pře prvú 
ťrek\ eneiu plat í: 

'ii M ' 

P o d o b n ý m sposobom možno na základe v z t a h u pře eelkovú h m o t u M 
z lemmy 1 .'1 d o k á z a t pro niť X 2 nas ledujuee v e l y : 

Vela 7.*5. Nech p} [ p-2 . . . ^ pA je fnbovofná postupnost' kludnffch čísiel. 
Polom číslo 

11 A,i i I i 

T X p 1/- 4 7 V ' 
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kde -"(/) II (l + - / , | 
/, i \ vr} 

je najmensia inozná hodnota /ne celková Jimotit M rsefkf/ch niti X_. ktoré májá 
fr< krencie rUtstntjch kmitov rovné císUtut /);. (i 1. 2 n). Sj)om<<izi vsetkých 
niti X 2 • klové májá frekvencie vlastní/cli kmitov rovné číslatn />;. (i 1 n). 
existuje iba jediná, letová má si/meivicki/ rozloh nit li motu rzlifadom na sfy<<l nit< . 
Táto a len táto niť má celkorú hmotu M rovnu M\;t

]. 
Vo vete 7.3 sa o niti . pre k t o r n M M(~\ nic bližšieho nehovoří o rozložení 

a velkost i h m o t n ý c h bodov. okrem t o h o . že t ie to veličiny sú rozložené sy • 
m e t r i e k y vzhkadom na střed nitě. Pre jednoznačné uroenie nitě je n e v y h n u t n é 
poznať t ie to veličiny. O tom hovoří v e t a : 

Veta 7.7i. Xech X 2 je niť o c< lkávej hmotě M',;,''. jnicoui frekveneii i<j vlast n úch 
kmitov sét /)]. j)2 pt. Ytcdij dynamická tuhosf nitě Xj o roruaL'< i hmof< 
a s rornaki/ni rozložení ni hmotných bodor je: 

/ / " ' • ( / . ) / 

ľr 

lľ. ľ"( -pr) (}. i ľj) 

X a základe výsledkov z $ n možno poměrné j e d n o d u c h o určiť ])olohu I, 
a veTkosť mk j ednot l ivých h m o t n ý c h hodov na niti. Posledně veličiny polohu 
a velkost h m o t n ý c h bodo\ jnožno určiť i t rochu ináč a jednoduchš ie . 
.Budeme p ř i t o m vychádzať z loj skutočnost i . že niť X._> o minimaInej h m o t ě d/',; 
je symetr ická . Ako možno Fahko ukázat , z dóvodov symetr ie bude niť pri 
h a r m o n i e k o m k m i t a n í o frekveneii j>.u ,. (k I I1 •_(// " ' ) | >^tť v s třede 
n i t ě k m i t n u a pr i harmonickou, k m i t a n í o frekveneii }>.>,,. (k 1 //) bude 
mať v s třede uzol. Z toho vyplývá, že ak by sme niť rozřezali v polovici a uva-
ž o v a l i n a p r . pravú ])oIovieu s lavým koncom voíne pohybl ivým, budu v př ípade 
n e p á r n e h o počtu h m o t n ý c h hodov frekvencie v lastných k m i t o v te j to pol<> 
\k'G'2h -V:}>* • • •• v p r í p a d e páruohopočt u h m o t n ý c h hodov budu to čísla p.z. />, 
P ř i t o m v prvom případe bude na lavoin konci h m o t n ý bod o hmotě rovnej 
polovičke h m o t y , k torá p o v o d n ě lézala v střede nitě. Z uvedeného vvplý\a 
nasJedujúca veta : 

Vela 7.5. F/ť dynamická jxiddajitosf f/(,/' nitě rovnej polovici jiovodwj nil< X._, 
o c<I kovej Innotc JI(~] platin tieto rzfahij: 

T Í I ( I - Í - ' A , 
/ , , ' • l /•• I > Vlk 

II 
IIC 

!.• I 
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P o z n á m k a . Vrcenie veličin mk. a I,, z týclito vzťahov je oveta jednoduchs ie . 
ke cize příslušné reťazce su o ])olovicu krat s ie . 

J > odobne ako v p ř í p a d e nitě Nj možno d o k á z a t t u t o l e m m u : 
Lemma 7/i. Při pcvnoni />. p t , je firnkcia <j.t. 

(i;M>,.íh, ...,•]>,) .J/^> 

,s rasfííci-m pit stále kl( sajnea. j)riconi. ptati: 

I ' 1 " <J,(p\- Ví P,) <h,-\(p\, Ví p, ,)• 

Z toho plynie veta 7.(i. 
Vel si 7.(>. Prc fiibovolnn niť N4 o ti hniofn f/ch bodoch a cel kovej Ivniotc JI. pricom 

frekvencif vlastnf/ch kmitov HÚ rovné. p-h (i I, . . ., n). platí: 

íl\(p\) ' ; <k(V\ • '#>) + • • • I (/Alh *lh> • • • - 14) : í -W-

Pře ])rvú trekvenoiu px d o s t a n e m e z tejto vety o d h a d 

V\ > 

a p ř e d r u h u frekvenční 

ľh ^ Ví 

M 

\M 

tfM * 

Posledně nerovnost i velini úzko súvisia s nerovnosfami N . 14 Xukovského. 
k t o r é odvod i l ]>ri lďadaní ])odmienok ohraničenost i riesení diferenciálně j 
rovnice 

(14/ , 
--,-' •+ PH °-
d.T-

Fozri | - ( ) | . Porovnáním vie t 7.2 a 7.0 možno odvodi t eelý rad zau j ímavýeh 
vzťahow z k tory cli uveďme as])oh j e d e n : 

Vela 7.7. Prc fnnkcic ft. a <jr. [v \. 2. . . .) v případe nitě JS4 * vlastnfmi 
frekrencia-mi px. JL, pit ptali: 

f:\P\- py, P-i,-\) > -, íkÁPi, P-i 44 ,)• (?' V --.. • • •) 

Xáverom třel ni este p o z n a m e n a t , že pro nit ]M;í možno odvodit; analouickú 
^et^l ako vety 7.1 a, 7.3 pro NJ a N 2 . J e to v e t a 7.S. 

Veta 7.8. Ncch i\ • . f2 • 4 . . . -4 4, , V' lubovofná jioslupn.osť kUuinfjch císiel. 
vt<dy vdicina 

J/'4 4 
T 

kd< 

KU) 

t, 
» ( 

\ІÏ'(-'rІ ])[' 
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je dolnou hranicon celkových hmot M vŠetkých niti N ; í . kforé inujú jr< kr< -n-cic 
iiastnýcli ktnitov roviié čís lani r,. T2, . . . . ru .,. Sj)oinedzi týchto niti (.cistu je 
iba jediná niť taká, ktorá má symetrické rozloženi e hmoty (co do r<I kosti i co do 
polohy) vzhiadom na střed nitě, jyričont na oboch koncoch nitě ttíia hmotné body. 
Táto a len táto niť má hmotu rovná Mff. 
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