
Matematicko-fyzikálny časopis

Beloslav Riečan
О плoтнocти некoтoрых внешних мер в тoпoлoгичеcких прocтранcтвах

Matematicko-fyzikálny časopis, Vol. 13 (1963), No. 3, 193--204

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/126629

Terms of use:
© Mathematical Institute of the Slovak Academy of Sciences, 1963

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/126629
http://project.dml.cz


MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV. 

О ПЛОТНОСТИ Н Е К О Т О Р Ы Х В Н Е Ш Н И Х МЕР 

В ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВАХ 

БЕЛОСЛАВ РИЕЧАН (Ве1оз1ау Клесап), Братислава 

Пусть X — лнмерное эвклидово пространство, /л — мера Лебега. Обозначим 
через с{х, г) замкнутый шар с центром х радиуса г. Пусть М — произвольное 
//-измеримое множество. Известно, что функция 

ц(с(х,г) глМ) 
с1(х) = п т — 

г-о ц(с(х, г)) 

равна //-почти всюду характеристической функции ум множества М. 
Э. Й. Микл (Е. }. Мюк1е) и Т. Радо (Т. Яаёо) в работе [3] дали обзор по 

подобным теоремам о плотности для некоторых внешних мер в сепарабельном 
метрическом пространстве. 

В настоящей работе мы докажем методами, аналогичными методам, ис
пользуемым в [3], некоторые теоремы о плотности в топологических, не обяза
тельно метрических пространствах. Эти теоремы сформулированы в разделах 
13 и 14. Обозначения и названия, необходимые для их формулировки, на
ходятся в 2,1, 9,1, 10,2 и 12,1. Все теоремы вытекают почти непосредственно 
из теоремы 12,2, а эта теорема из весьма общей теоремы 6. 

1. Пусть X — абстрактное пространство, X — система всех подмножеств X, 
К с Х , / — отображение, определенное на К со значениями в X. Мы будем 
предполагать, что К и / удовлетворяют следующим предположениям: 

а) и {/(Е): Ее К} = X. 

Ъ) К произвольному элементу х е X и к произвольным множествам Е, Ее К 
таким, что х е/(Е) п/(Е), существует множество Се К такое, что хе/(С) 
и С а Е п Е. 

с) /(Е) а Е для всех Е е К. 

1,1. П р и м е р . Пусть X— локально компактное хаусдорфово пространство, 
К — система всех компактных подмножеств X с непустым открытым ядром. 
Для Ее К положим /(Е) = открытое ядро множества Е (т. е. множество всех 
внутренних точек Е). 
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1,2. П р и м е р . Пусть X метрическое пространство, К система замкнутых 

шаров. Для Ее К положим /(Е) равным множеству центров шара Е.(1) 

До раздела 8 мы будем предполагать, что X — абстрактное пространство 

и К, / имеют только что определенное значение. 

2. Пусть (р действительная функция, определенная на системе I. Ь с К. 
Мы будем говорить, что число С является предельной точкой множества 
\ср(Е) : Еа ^}, если к произвольному с > 0 и множеству Ее^ существует 
множество Ее^ такое, что Е а Е и (р(Е) е (С — г, С 4- в). Через Нт $ир 
{(р(Е):Ее^} и П т т Г {(р(Е) : Е е ^} обозначим соответственно верхнюю 
и нижнюю грань множества предельных точек {(р(Е) : Е е ^}. В случае Нт тГ 
{(р(Е) : Е е ^} = Нт $ир {(р(Е) : Ее ^} мы будем говорить, что множество 
{(р(Е) : Ее }̂ имеет предел и обозначим его через Нт {(р(Е) : Ее Е}. 

2,1. Пусть Л:—произвольный элемент А\ М а X—произвольное множество, 
II положительная и конечная функция на К, со неотрицательная функция на X. 
Положим К(х) = {Ее К : хеДЕ)}. Предел 

ф) = . . т {^-^:Е 6 К(х) 

мы будем понимать в только что определенном смысле ( с 1 = К(х) и (р(Е) = 

= со(Е п Л/)//|(Е)). Аналогичным способом мы определяем (](х) = 1птппГ{...} 

и с!(х) = Нт 8ир 

2,2. Примечание. Нетрудно доказать, что функции (1) и (2) тождественны, 
если системе К и отображению / придать то же значение, как в примере 1,2. 

3. Теорему о плотности в топологическом пространстве мы докажем, грубо 
говоря, для тех внешних мер, для которых справедлива теорема Витали. Но 
мы раньше всего докажем теорему о плотности для ^-почти всех л* е X (см. 
теорему 6). Если для /л справедлива теорема Витали, то из сходимости Яд-почти 
всюду вытекает сходимость /1-почти всюду (см. лемму 10,3) и, значит, спра
ведлива соответствующая теорема для //-почти всех л: е X (см. теорему 11). 

3,1. Определение. Пусть \х—функция множества, определенная на К. Пусть 
^ с К. Положим 

ВД = 8ир|>(.Яг), 
1 = 1 

где верхняя грань берется через все последовательности {Е1}
<*)

=1 взаимо непере
секающихся множеств из ^. 

( 1 ) Под центром шара Е мы понимаем всякий элемент хеЕ для которого существует 
число г > 0 такое, что Е = С (х, г). 
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Пусть : Ф Е а X. Обозначим знаком Ж(Е) множество всех систем ^ с: К 
обладающих следующим свойством: Для произвольного элемента хеЕ 
и произвольного множества Ее К такого, что .\'е/(Л, существует С е ^ такое, 
чго С а Е и д- е](С). 

Положим, наконец, /?.Д0) = 0 и для непустого Е 

ВЦ(Е) = 1пТ{Я;ДП: ^е,Ж(Е)}. 

4,2. .:1еммп. Если р неотрицательная на К, то функция множества Вц яв
ляется внешней мерой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, достаточно доказать неравенство 

В/Е) < X ВД) (3) 
1 = 1 

00 

для всех Е, Е{ таких, что Е а у Е{. 
/ = 1 

Пусть е > 0 — произвольное число. В силу определения /?., существуют 
системы ^/ Е Ж(Е() (/ = 1, 2, ...) такие, что 

ад.) Ф е2-1 > ад). (4) 
сю 

Положим ^ == у ^ I . Очевидно, ^ е Ж(Е), значит, 
I = 1 

В„(Е) й ЯДЮ- (5) 

Для системы ^ существует согласно определению последовательность мно
жеств {Е^=,, 1\- п Е] = 0 (1 Ф /), ^ е 1 ( / = 1,2,...) такая, что 

ВД-е < $ > ( * } ) • (6) 
1=1 

00 

Обозначим[ а,- = {/': Е] е ^^}. Очевидно ^ ок.ь => {1, 2, ...}. 
1 = 1 

Из определений а{- и В^д вытекает 

оо оо оо 

I М-5}) ^ 1 1 м-5» ^ I -»„(-.). (7) 

. 7 = 1 1 = 1 1еа. 1= 1 

Из соотношений (4)—(7) вытекает 

00 

Л„(Я)-г<ХВД) + е 
1 = 1 

для ВСЯКОГО г > 0. Из последнего вытекает (3). 
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\. Определение. Знаком 2% = $(К) мы обозначим систему функций мно
жества ц с областью определения X, обладающих следующим свойством: 

Пусть {Е^=1 — последовательность взаимо непересекающихся множеств 
из К, М — произвольное множество. Тогда справедливо неравенство 

оо 

/«(ЛП 2: I /((Л/ п Е,). 
1 = 1 

4,1. П р и м е ч а н и е . В разделе 9 мы приведем два примера функций из $. 

5. Определение. Пусть N <= X, со — функция множества, определенная 
на X. Мы будем говорить, что множество М с ! внешне (внутренне) ( ^ 
ш)-регулярно, если для произвольного е > 0 существует Е е N такое, что Е => М 
и со(Е — М) < е(Е с М, со(М — Е) < е). 

6. Теорема. Пусть К с X, УИ с X, / — отображение из К в X, причем К. 
/ удовлетворяют предположениям 1. Пусть для произвольного множества 
Е е М и элемента х ф Е существует множество Ее К такое, что Е п Е = 0 
и х е/(Е). Пусть \1 положительна и конечна на К и со е 88(К). Пусть М — про
извольное внутренне (М, со)-регулярное множество. 

Тогда для В^-почти всех х ф М справедливо 

.. ,ш(EnM) K(x)} = 0. 

Прежде чем приступить к доказательству теоремы 6, мы докажем сле

дующую лемму. 

7. Лемма. Пусть X, К, / имеют то же значение, что и в теореме 6. Пусть 

р — функция множества, положительная и конечная на К, сое &(К). Для про

извольного / е (О, оо) и М а X положим 

С г = { х : [ п т 5 и р р ^ : Е е к Ц ] > г } . 

со(М) 

Тогда 

в,(о.) й 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим знаком N систему тех Ее К, для которых 
<о(Е п М)1/и(Е) > I. Пусть хеС(, Ее К, х е/(Е) (мы следуем определению 3,1). 
Из свойств Нт 8ир вытекает существование множества С е К(х) такого, что 
р(0 п М)1ц(0) > 1,0 а Е. Очевидно., 6еN, х е/(С). Значит, N е Ж(Сг). 

Из последнего вытекает неравенство 

В„(С,) й ВЦ(Ы). (10) 
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Пусть г > 0 — произвольное число. По определению #ДЛ/) существует 
последовательность {Е1}™=1 взаимо непересекающихся множеств из N такая, 
что 

оо 

В^)-е<Хл№). 
1 = 1 

Так как Е1 е IV, то справедливо со(Е1 п М)1^(Е1) > I (I = 1, 2, ...) значит, 

сю | оо | 

ВЦ(Ы) -е<У ,/(Е4) = - I ^(Ех- п М) ^ - ш ( М ) . 

Так как последнее неравенство справедливо для всякого г > 0, то 

В^)й~со(М). (11) 

Из (10) и (11) вытекает (9). 

8. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 6. Обозначим через Нг множество тех 
.V е X— М, для которых Нт вир {ио(Е п М)1^(Е) : ЕЕ К(Х)} > (. Очевидно, 
достаточно доказать, что ВЦ(НГ) = 0 для всех г е (0, оо). Выберем произволь
ное 1. Так как М — внутренне (/И, со)-регулярное множество, то к произволь
ному е > 0 существует множество Е е М такое, что со(М — Е) < г, Е а М. 

Положим 

С, = | х : Нт зир Н ~ ^ " ^ = ^ е К(х) 1 > Л . 

Согласно лемме 7 справедливо 

В„(С,)й^^1<±. (12) 

Возьмем V ф М. Так как Е с= М, то л: ф Е. В силу предположения существует 

Ге К такое, что Е п Е = 0 и хе/(Е). Это означает, что для <7еК(^), С с= Е 

справедливо С? п М = С п ( М — /Г), Из этого вытекает, что 

.. (со(Сп(М - Е)) \ 
\\т вир < : О е К(.х) У = 

= 1 п ^ и р { ^ ^ - : С е К ( . х ) | . 
( М )̂ ] 

Значит, Я, с: Сг. Кроме того, -9Д#Г) < г/1 вследствие (12). Отсюда вытекает, 
что Вц(Нг) = 0. 

9. В дальнейшем будет X топологическим пространством. 
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9.1. Определение. Знаком # мы обозначим систему всех внешних мер в Л', 
обладающих следующим свойством: 

Если ^\ V — произвольные открытые непересевкающиеся множества, 
и А с: Ь\В а У\(2) то 

р(А и В) = р(А) + р(В). 

Примечание. Внешние меры, принадлежащие системе г6\ мы будем на

зывать внешними мерами Каратэодори. Основные свойства таких мер рас

смотрены в работах [1] и [5]. 

Следующую лемму мы приведем без доказательства. 

9.2. Лемма. Пусть X — хаусдорфово (соотв. нормальное) пространство. 
Пусть К — система компактных (соотв. замкнутых) множеств. Тогда 
У с= Ж(К). 

Другой пример функции, принадлежащей системе Ж, таков: 

9.3. Определение^3) Пусть К а X, р — функция множества, определенная 

на К. Для произвольного открытого множества ^ положим 

ос 

С^)= 81ф5>(Я.) 
/ = 1 

где верхняя грань берется через все последовательности {Е1}1=1 взаимо непере

секающихся множеств из К, Е1 с= ^(\ = 1,2 ). Для произвольного множества 

Е а X положим 

СЦ{Е) = М{СЦ(^) : Е а (У, и открытое}. 

9.4. Лемма. Пусть К — какая-нибудь система компактных подмножеств 
хаусдорфова пространства X. Пусть р — неотрицательная функция множества, 
определенная на К. Тогда С^е Ж = Ж(К). 

П р и м е ч а н и е . Функция множества С,, может и не быть внешней мерой. 

В работе [6] приведено достаточное условие для того, чтобы Сц была внешне! 

мерой в случае, когда X является метрическим пространством. 

10. Теперь мы докажем теорему о плотности для некоторых топологических 
пространств. Одновременно мы заменим сходимость 1^,-почти всюду сходи
мостью /..-почти всюду. 

10,1. Определение. Пусть ^ — система замкнутых подмножеств X. Мы ска
жем, что /_ покрывает множество М а X в смысле Витали, если для произволь-

( 2 ) А обозначает замыкание множества А. 

( 3 ) См. также [3], 4.3 на стр. 20 и 4,10 на стр. 26, [6], теорема 3 на стр. 55. 
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ного л е М и произвольного открытого множества (Л такого, что л е I/, су

ществует С Е I. такое, что С а С' и д- е (7 .(4) 

10,2. Определение. Пусть К — система замкнутых подмножеств X. Через 

.(? = (/(К) мы обозначим систему всех внешних мер удовлетворяющих сле

дующему условию: 

Пусть I с К, М с= X, ^ покрывает множество /V/ в смысле Витали. Тогда 

существует последовательность {1>,}/Х11 взаимо непересекающихся множеств и* 

^ такая, что р(М— и /1,) = 0. 
1 = 1 

П р и м е ч а н и е . Мы будем говорить, что для внешней меры п е ГЛ(К) спра

ведлива теорема Витали с системой К. В метрических пространствах хорошо 

известны условия достаточные для того чтобы р е & (см. напр. [4]). 

10,!?. Лемма. Пусть К система замкнутых подмножеств Xпокрывающая X 

в смысле Витали. Пусть / — отображение из К в X, обладающее свойствами 

1 и следующим свойством: ^ {/(I7): Е а Е. Ге К} = Е\ для всякого Е е К. 

Пусть р е 9(К). 

Тогда ВЦ(М) = 0 => р(М) = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть е > 0 — произвольное число. Возьмем ^Е Ж(М) 

так, чтобы .в//(^) < е. Мы докажем, что ^ покрывает множество М в смысле 

Витали. Пусть хеМ, хе с/, сУ — открытое множество. Возьмем Ее К так, 

чтобы .V е Е , Е а и. В силу предположения теоремы существует Ее К, Е с= Е 

такое, что хе/(Е) с= Е°. По определению 3,1 существует О е ^ с= К такое, что 

х Е/(С) с= (7е с= О а Е <= Е <= ^. Значит, для произвольного открытого С1 

и произвольного х Е М п ^ существует С е ^ такое, что ХЕС\ С с (/, т. е. I 

покрывает М в смысле Витали. 

Так как р Е Я(К), то существует последовательность {/,,•}•*! г взаимо непере-
00 

секающихся множеств из ^ такая, что р(М— ^ /1/) = 0. Отсюда вытекает 
1= 1 

ц(М) й Ц(М — \) Ц) + ц(М п I) Ц) ^ X /'(--/) = В№ < е 

/ = 1 1 = 1 1 = 1 

для всякого « > 0, значит, р(М) = 0. 

11. Теорема. Пусть X — хаусдорфово (соотв. нормальное) пространство. 

Пусть К — система компактных (соотв. замкнутых) множеств, покрываю

щая X в смысле Витали. Пусть р е {''4 п ^ ( К ) , ( 5 ) // конечна и положительна 

( 4 ) С является открытым ядром С. 

( 5 ) См. 9,1 л 10,2. 
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на К. Пусть М — система всех замкнутых множеств в X. Пусть М — произ

вольное (/И, ^-регулярное множество. Для Ее К положим/(Е) = Е . 

Тогда 

М т { ^ т ^ : Е е К Ц = 0(6) 
для р-почти всех х е X— М. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В теореме 6 положим со = р. В силу леммы 9,2 справед
ливо р е &(К). Из теоремы 6 вытекает (13) для 1?м-почти всех л: е X — М, значит, 
в силу леммы 10,3 справедливо (13) для /(-почти всех х е X— М. 

Примечание . Пусть X — локально компактное хаусдорфово простран
ство. Тогда система К всех компактных множеств удовлетворяет условиям 
теоремы 11. 

12. Попытаемся теперь доказать теорему, аналогичную теореме, приведенной 

нами в введении. 

12.1. Определение. Пусть /И — система всех замкнутых множеств в X, N — 
система всех открытых множеств в X. Мы будем говорить, что множество 
Е с= X регулярно, если оно внутренне (/И, /^-регулярно и внешне (Ы, /0"Ре~ 
гулярно.(7) 

Примечание. Если Е регулярно, то регулярно и множество X—Е. Если 

Е регулярно в смысле книги [2], а X хаусдорфово пространство, то Е регулярно 

также в смысле определения 12,1. 

12.2. Теорема. Пусть X—хаусдорфово (соотв. нормальное) пространство, 
К — система компактных (соотв. замкнутых) подмножеств X покрывающая 
X в смысле Витали, / — отображение из К в Х, причем К, / удовлетворяют 
предположениям I. Пусть, кроме того, (]{/(Е) : Е а Е, Ее К} = Е° для вся
кого Е е К. Пусть р е Ч? п 0)(К), р положительна и конечна на К. Пусть М — 
произвольное регулярное р-измеримое множество. 

Тогда 

Г р(Е п М) 
[1тГ~яЁТ~:Ее к(х) 

0 для и-почти всех х е X— Л/, 
(14) 

1 для р-почти всех х е М. 

(ь) Предел был определен в 2,1. 
(7) См. определение 5. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим в теореме 6 со = р, М равным системе всех 
замкнутых множеств. Тогда из теоремы 6 (с учетом леммы 9,2 и 10,3) вытекает 
первая строчка в (14). 

Так как множество X— М внутренне (/И, /|)-регулярно, то приведенные рас
суждения могу! быть применены и для него, значит, 

| 1 т | , ( Е п ( Х - М ) ) : е б К Ц ^ ( | 5 ) 

для //-почти всех ,\- е М. Так как М, //-измеримо, то 

р(Е) = р(Е п М) + р(Е п (X— М)) 

для всякого Ее К(х) и, значит, (0 < р(Е) < со) 

р(ЕпМ) _ 1 _ р(Еп(Х-М)) 

№ р(Е) 

Из (16) и (15) вытекает вторая строчка в (14). 

13. Приведем несколько следствий георемы 12,2. Притом мы положим 
ДЕ) = Е и предел будем понимать в смысле определения 2,1. 

13.1. Теорема. Пусть X—нормальное (соотв. хаусдорфово) пространство, 

К — система замкнутых (соотв. компактных) множеств, покрывающая X 

в смысле Витали. Пусть р. е ^ п @(К), р. конечна и положительна на К. 
Тогда для любого регулярного р-измеримого множества М справедливо 

р-почти всюду 

П т { ^ ^ : ^ К ( , ) } = Ы . ) . (17) 

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из теоремы 12,2. 

13.2. Теорема. Пусть X—локально компактное хаусдорфово пространство, 
К — система компактных множеств, покрывающая X в смысле Витали. Пусть 
р е % п ^(К), р положительна и конечна на К. 

Тогда для произвольного бэровского(8) множества М справедливо р-почти 
всюду (17). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В [5] доказана следующая теорема (при приведенных 
здесь предположениях о X): Если реЧ?, то каждое бэровское множество /1-из-
меримо. Далее, так как // конечна и положительна на компактных Од множест
вах, то // на бэровских множествах является бэровской, значит, регулярной 

(8) См. 12]. 
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мерой.( 9 ) Отсюда легко вытекает, что все бэровские множества регулярны. 

Так как М н-измеримо и регулярно, то требуемый результат следует из теоремы 

13,1. 

13.3. Теорема. Пусть X — метрическое пространство, К — система всех 

замкнутых шаров. Пусть р е <& п &{К), р положительна и конечна на К. 

Тогда для любого регулярного р-измеримого множества М справедливо (17) 

р-почти всюду. 

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из теоремы 13,1. 

13.4. Теорема. Пусть X—эвклидово п-мерное пространство, К — система 

всех замкнутых кубов. Пусть р п-мерная мера Лебега. 

Тогда для любого борелевского множества М справедливо почти всюду (17). 

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из теоремы 13,2. 

14. В следующих следствиях {(Е) равно множеству центров соответственно 

шара и куба Е. 

14,1. Теорема. Пусть X— метрическое пространство, К — система замкну

тых шаров. Пусть р е % п 3)(К), р положительна и конечна на К. Пусть М — 

произвольное регулярное р-измеримое множество. 

Тогда 

р(с(х,г)слМ) 
1>™ - V - - г - - — — = Х м ( х ) 
г->0 Р(С(Х, Г)) 

р-почти всюду в X. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В теореме 12,2 положим К равным системе всех замкну

тых шаров и для Ее К положим /(Е) равным множеству центров шара Е. 

Нетрудно усмотреть, что 

П т (.^ЦМ). : | = . . т Кфс, ОпМ! 

14,2. Теорема. Пусть X — эвклидово п-мерное пространство. Обозначим 

через К(х, г) куб с центром х с длиной ребра 2г, через р п-мерную меру Лебега. 

Тогда для всякого борелевского множества М справедливо р-почти всюду 

г-о р(К(х, г)) 

(9) Если К покрывает X в смысле Витали и р конечна на К то из этого легко следует. 
что }1 конечна на всех компактных множествах. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . В теореме 12,2 положим К равным системе всех замкну
тых кубов, а для Ее К, ДЕ) равным множеству состоящему из одного эле
мента -- центра куба Е. 
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O N T H E D E N S I T Y O P O U T E R M E A S U R E S IN T H E T O P O L O G I C A L S P A C E 

Beloslav R i e c a n 

S u m m a r y 

Let X be a topological space. Denote by ^ the system of all outer measures fulfilling the following 

condition: If U, V are open, disjoint sets, and A c U, B <=- V, then ju(A U B) =/i(A) -\ /1(B). 
We say K covers M c= x in the sense of Vitali if and only if K is such a family of closed subseis 

of X that corcsponding to each open set U and each xe M there is a set E c K for which A- e E 
(E being the interior of E) and E <= U. 

Let K be any family of closed sets covering X i n the sense of Vitali. Denote by @(K) the system 
of all outer measures fulfilling the following condition: If L <= K, M <= X, L covers M in the sense 

•X 

of Vitali, then there is a sequence (LJfLi °f disjoint sets from L such that /i(M — u Lt) 0. 
1 = 1 

A set M will be calied regular if and only if coresponding to each positive number e there is an 
open set U and a closed set C for which C c M a U and ,u(U — M) < t and /u(M C) 

Finally, let K be any family of sets in X. Let x be any element of X. Let us denote by K(x) the 
family of such E e K for which „Y e E\ Let /i be a real-valued set-function defined on K. We say 
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that number L is the limit of p in the point x if for each positive number f there exists Ee K(x) 

such that | //(E) — L | < e for any Fe K(x), F <= E. 

In this article a general theorem has been proved (theorem 6) from which the following theorems 

follow: 

Theorem 13.1. Let X be a Hausdorff (resp. normal) topological space, K the family of compact 

(resp. closed) sets covering X in the sense of Vitali. Let n e (4 n @(K), jii be positive and finit on K, 

Then for any regular p-measurable set M holds 

l i m { ^ n Л O : £ e K(x)] Xм(x)Г) 

Џ(Ł) J 
p-almost everywhere in X. 

Theorem 14,1. Let X be a metric space, K be the family of all closed spheres. Let ^ e % U Q(K)y 

,u be positive and finit on K. 
Then for any regular fi-measurable set M is 

l i n ^ ^ - ^ ^ ^ . v K " ) . 
r->o /4c(.Y, r)) 

ju-almost everywhere in X. 

( ) %M IS t n e characteristic function of M. 
( x) If Q is the metric function in X, then c(.v, r) — [y: o(y, x) ^ r}. 
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