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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS
ROCNIK VIII CISLO 4

POZNAMKA O STRUKTURE ISTEHO TYPU
ZLAVA JEDNODUCHYCH POLOGRUP

JURAJ KAJAN, Bratislava

Nech S = {a, b, ¢, ...} je pologrupa. Pologrupu S nazyvame zlava jedno-
duchou. ak rovnica xa == b ma aspon jedno rieSenie x €S pre kazdé a.heSN.
Takato pologrupa spliuje teda pre kazds a €S vztah St = S8 a neobsahuje
ziadny Tavy idedl rozny od S.

Ak zlava jednoducha pologrupa S obsahuje idempotent. je strukidra S
znama. Platia tieto vety (pozri [1] a [2]:

Veta Ao KaZdyjidempotent ¢, 2lava jednoduche] pologrupy S je pravo jednotkon
pologruy S.

Veta B. Zlava jednoduchd pologrupa obsahwje idempolent rtedy a len viedy,
ak ma asport jeden minimdalny pravy idedl.

Veta Co Ak e, x €4 je mnoZina vSetkijoh idempotentor €8, potom

S=2e8 =26

we .| ae. i

w2

kde (1, S je grupa. Pre kaZdé dva idempolenty e, + ¢, si grupy (1, (1,
disjunkiné a navzijom tzomorfné.

Veta D. KNaZdi zlava jednoduchd pologrupa majica idempoient je izomorfna
divektnému sicine G X K, kde G je grupa @ B = {e,. ¢;. ...\ je pologrupa.
¢ klorej je ndasobenie definované vztahom e, . e

Vety A, B, C pouzijeme v odseku I.

Ak N je zlava jednoducha pologrupa a S neobsahuje idempotent, Struktira
pologrupy S nie je znima a je pravdepodobne znadéne komplikovana. Ulohou
tejto pozndamky je zaoberat sa zlava jedaroduchymi pologrupami nemajicimi
idempotent, ktoré viak navyse spliiuji dalsiu podmienku, a to, ze st zlava
reguldrne, t.j. vatah ax = ay implikuje ¢ = y pre kazdé a, x, y€S.

Z vysledkov tejto poznamky vysvitne, Ze i za tejto dedatkovej podmienky
je Struktira zlava jednoduchych pologrip este dost komplikovana. Obzvlast
sa zdd velmi tazké najst vetu, ktord by sa mohlo povazovat za nahradu
vety D.

w = eu_

11 Matematicko-fyzikalny c¢asopis SAV, VIII, 4 — 1958 187



1

Aby sme si zjednodusili terminolégiu, zavedieme tato definiciu:

Definieia. Pologrupu S nazgrame typu K, ak a) je 2lava jednoduchd a b ) je zlava
requldrna.

Veta 1. Pologrupa typu K mdZe obsahovat najviac jeden idempotent.

Dokaz. Nech e, 4= ¢; st dva idempotenty €S. Podla vety A je ¢,
teda e.e, = e,e; a vzhladom na platnost pravidla kratenia zlava ¢, = ¢, ¢o je
v rozpore s predpokladom.

Veta 2. Pologrupa S typu K obsahuje idempotent vtedy a len vtedy. al: je gru pou.

Dékaz. 1. Ak S je grupa, obsahuje S idempotent a je zrejme typu A"

2. Ak S obsahuje idempotent e, je podla vety 1 taky len jeden a podla
vety C plati § = eS = @, kde ¢ je grupa.

Vzhladom na vetu 2 budd nas v dalSom zaujimat iba také pologrupy typu A
ktoré neobsahuju idempotent, t.j. také, ktoré nie st grupami. Kvoli Talse]
formulécii viet zavedieme definiciu:

Definicia. Pologrupow S nazgvame typu K., ak je typu KN « sicasne nie je
grupou.

Na prikladoch sa da dokézat, ze pologrupy typu K, existujd. (Pozri napr. [3].)

Z vety B vyplyva okamzite:

Veta 3. Nech S je pologrupou typu K, potom K, nemd ani jeden minimdilny
idedl.

= 0.0

H

Pri definicii zlava jednoduchej pologrupy sme predpokladali. Ze rovnica
b = a ma aspon jedno riefenie. Neziadali sme vSak jednoznaénost riesenia.t
Je preto celkom prirodzené studovat mnozinu vSetkych rieseni takejto rovnice.

Oznatenie. MnoZinu vsetkych riesent rovnice xb = a oznacime znakom S.

Pre kazda dvojicu a, b € S je mnozina 8’ neprazdna.

Najprv budeme $tudovat mnozinu 8%, t. j. mnozinu vsetkych rieseni rovnice
xa = a.

Veta 4. Nech S je pologrupa typu K,. Potom S je opit pologrupa typu K,
a 82 je vlastnou podmnoZinou mnoZiny S.

Dékaz. 1. Ak éa=a, na =a, & n€S, potom &na = &(na) = ta = a, t.].
&n € 82. Teda S¢ je pologrupa.

2. Ze pologrupaS¢ je zlava jednoduch4, vyplyva z tohto: Nech je «,, a,€ S,
teda = a,@ a. a,a = a. Oznaéme znakom =z nejaké rieSenie rovnice xa;, = a,.
Také x existuje, musime iba zistit, ¢i padne do S*. Ndsobenim sprava elemen-
tom a dostavame z tejto rovnice z(a,a) = (ay,a), t.j. za = a. To znamend, ze
x €84,

1 D4 sa totiz lahko dokazat, Ze z poZiadavky jednoznaénosti rieSenia rovnice b :=a
a platnosti pravidla kratenia zlava vyplyva, Ze S je grupou.
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3. 8¢ je, pravda, typu K,, lebo pravidlo kritenia zlava plati aj v Si.

4. S* neobsahuje element «, lebo a . a == a by implikovalo existenciu idem-
potentu, de je v rozpore s predpokladom. Tym je veta 4 tplne dokdzana.

Pologrupa S? m4 iste nekoneény pocet elementov, lebo keby mala iba
koneény pocet elementov, obsahovala by idempotent, éo nie je pravda.

Kedze pologrupa 8¢ je opat typu K;, mozno zvolit v pologrupe S% Iubovolny
clement ~ a zostrojit mnozinu (8%, t.j. mnozinu vSetkych rieSeni xx = a,
kde z€S:. KedZze « opét nelezi v (8%)2, dostdvame tak vlastni podmnozinu
mnoziny S%. Tento postup mozno opakovat fubovolne mnohokrat. Plati teda:

Veta 5. V kazdej pologrupe S typu K, existuje retazec do seba zapadajicich
Flastotngjeh pologrip SD 8,28, ..., z ktorgch kaZdd je vlastnow podmnoZinou
predehadzajicej a kaZdda z pologrip S; je iypu XK.

Pokisime se teraz ziskat prehlad o vSetkych rieSeniach rovnice b = a.

Veta 6. Nech x, je jedno rieSente rovnice tb = a. Potom ku kaZdému rieSeniu &
lejlo rovnice existuje také x € S¢, Ze & = xay.

Dokaz. Podla predpokladu je 2,0 = a, &b = a. Najdime ~ také, aby platilo
& == Awx;. Musime len ukazat, Ze je x€4%. Nasobenim elementom b sprava
dostavame ~(z,0) = &b, t.j. va = a. Teda x je elementom pologrupy S%,
¢obotod.

Naopak, ak ~ je Iubovolny element €87, je (xa;)b = x(2,b) = xa = a.
Teda ~a; je riesenim rovnice ab == a. Vetu 6 raoZno preto vyslovit aj takto:

Veta 6a. Nech o), je lubovolné riedenie rovnice xb = a. Potom mnoZina Sy . x
ddva prdave vdetky rieSenia rovnice xb = a.

Veta 7. Nech b == ¢, potom je S% n S == 0.

Dokaz. Predpokladajme nepriamo, ze &% n 8% == ), a ze 2, €S, n S;,. Potom
je b = a, x;,c = a, teda x,b = x,c a vzhladom na platnost pravidla kratenia
zlava b = ¢, ¢o je v rozpore s predpokladom.

Poznamka 1. Viimnite si, Ze tu sme v podstate prvy raz pouzili pravidlo
kratenia zlava. Vety 4—6 platia pre kazda zlava jednoducha pologrupu bez
idempotentu, nezavisle od platnosti pravidla kratenia zlava.

Poznimka 2. Ak @ == b, mnozina % nie je pologrupou.

Dokaz. Nech z,, 2, €8, t.j. ;b = a, x,b = a. Keby platilo z,z, € S%, bolo by
xx,h = a, t.j. 2,(x0) = z,a = a. Teda by x, patrilo do S%, ¢o je v rozpore
s vetou 7.

I

Povazujme na chvilu v rovnici 2 = a clement a za pevny a nech £ prebieha
vietky prvky €8 = {a,b,¢c, ...}. Tym dostaneme mnoziny S%, 8%, S¢,
Podla vety 7 st vSetky tieto mnoziny navzajom disjunktné.

Ukazme, Ze mnozina ¥ S% je vlastnou podmnozinou z S. Na to staéi dokazat,

beS

ze napr. element a nepatri do mnoziny % 8%. To dokdzeme nepriamo. Keby
beS
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platilo a € ¥ 8¢, existovalo by isté £€S, Ze a€S;, t.j. af = a. Nésobenim
beS
sprava elementom & dostivame z tejto rovnice af? = a&, a (vzhladom na
platnost pravidla kratenia zlava) & = &. Pologrupa S by obsahovala idem-
potent, ¢o je rozpor s predpokiadom.
Veta 8. Nech S je pologrupa typu K a nech 8! md hore zavedenyj viyjznam.

Potom R, = S — X 8% je pravym idedlom pologrupy S.
beS

Doékaz. Mame dokazat, Zze pre kazdé s€ S je R sCR,. Mnozina R, sa
sklada zrejme prave z tych elementov u € S, pre ktoré ux = a nemd riesenie v N,
t. j. pre ktoré je uS n {a} = 0. Ak je £€ R,, je teda &S n {a} = 0. kedZe
(£s) SCE&S, je aj (&) S n {a} =0, t.j.&s€R,.

Poznamka 1. Podla prave dokazaného tvrdenia je R S n {a} = 0, a teda
tym skor B, R, n {a} = V. KedZ7e je a€ R,. je R, .a n {«¢} = 0. Z toho je
zrejmé, ze R, nie je zlava jednoduchou pologrupou (lebo @ == @ nema riesenie
x€R).

Poznamka 2. Zo vztahu B, . R, n {a} = 0 vyplyva aj aR, n {a} = 0.
Teda aR, je vlastnd podmnozina z R,. Podla vety B nemédze byt R, minimdl-
nym pravym idealom z S. Preto musi existovat v R, nekonedénd postupnost do
seba zapadajucichidedlov z S. Takou postupnostouje napr. R, 2 a R D «*R,D .. ..
Je zrejmé, ze a* R, obsahuje v sebe element a1, ale element @ ! nelezivae 'R .
Inak by totiz existovalo z € R,, Ze a'*! == ¢ Hx a vzhladom na pravidlo
kratenia @ = ax € a R, ¢o nie je pravda. Je teda kazdy z napisanyveh pravyveh
idedlov pologrupy S vlastnou podmnozinou predchadzajiceho.

Mnozina R, sa da charakterizovat aj takto:

Veta 9. MnoZina R, — {a} je najvilsi pravy ideal = S. Ltoriy ncobsaloje
element a.

Dokaz. Nech I je najvacsi pravy ideal pologrupy S. ktory neobsahuje
element a. Kedze je R Sn {a} =0a RSCR,, jezrejmé, 7¢e RSCR, — a}.
a teda tym skor {R, — {a}} .SCR, - {a}, t.j. B, — {a} je pravvm ideilom
z S, t.j. R, — {a} CI. Ak by [ obsahoval element 2}, € S’ (s nejakym b € N).
platilo by (vzhladom na ISCIT) tym skor a = a) . b e a’SCISCI. t.j.az].
¢o je rozpor s predpokladom.

7 dokazanych viet dostdvame nakonicc tito vetu:

Veta 10. Nech S je pologrura typu K, a a lubovolnij element € S. Potoin N
sa dd pisat ako sicet neprazdnych disjunkinyjch séitancovvtvare S = R, -+ X 8!

hex a

Pritom pravyy idedl R, je jednoznaéne charakterizovanyy tym, e R, — {a} je

najuilsi pravy idedl z S meobsahujici a, Si je zZlava jednoduchd pologricpa
vdetkych rieseni rovnice xa == a a b je lubovolné rieSenie rovnice xb = «.

Poznéamka. Ponechajme doterajdie oznadenie. Potom zrejme x € S”, . [Tento

vztah hovori iba tolko, Zze x.b = (xb).] Teda X o = X §%,. Ak « prebicha

res xres

celé S, prebieha zb (vzhladom na vztah Sb = 8) vSetky elemty € S. Teda
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S = 384, Pre « & v s mnoziny 8%, 8% zrejme disjunktné (lebo £€ 8" n Sb

aeSs

by implikovalo &b = w, &b = », t. j. w = v). Vztah § = X 8% dava teda rozklad

aesS
pologrupy 8 na sucet disjunktnych mmnozin. Tento vztah je vSak vcelku
trivialny a nedava jasnejsi pohlad do struktary S, lebo o vzajomnom vztahu

mnozin 8, 8¢,

b == ¢ nevieme ni¢ bliZz8icho povedadt.
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SAMETRAOD OJJTHOM TUNE CJALDA HPOCTLIX TTOJYIPYILH
O PATL WA

Buinojin

oAy py i S HasuiBaCTe s CAeBa (POCTOI, Ceditt ypasuenne b == @ mmeet 1o kpaiineii
MCPC ONG penerine € ST KGGLOR Haphi @, 5 € S 11 0 ABKIBACTCH CACBA PCTY. S PHOI
COI S OTHOICTHT (L8 == @) BLITCRACT & = Y.

HLe 10 D70 BaMeTRIN SIBASICTES HECACOBAINRC CTPYRTYPLE CACBA TIPOCTLIX 1T CACRA pe-
PNCBIPUBIN HOJAYEPYIIE 003 1ACMUOTCHTA . IUaBIuii pesyanTar DTONH 3aMOTRH —— €NV 01T
TeOpeMa:

Hvern S caesa npocrast 1 eqeBa peryssipiast nojyrpynoa 0es WCMIIOTCHTA, UYCThL @
upoisso bt viaemenr €5, Horom S MoxeT OLITH TIPCJICTABACHA B BIIC CYMMBI HCHTYCTHIX
HCHCPCCCRAGHUTNCsT HoMuoseeTn: S == Ry + 2 A‘j;xii, e Ry npaBoin wjieat o(HosaM 1o

beS
Napawrepusopanini Takam odpasoM, uro R, - - {a} —- maidloannnnt npasniii maeasn ns S
neeoepncunii @, Sy CACBA NPOCTASE HOJYIPYHIA BCOX PCINCHIIT VDaBHCHUS T == @
woat - HPOHZBOJABLIIOE petienie ypapuewst 2b = a.
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ON A TYPE OF LEFT SIMPLE SEMIGROUPS
JURAJ KAJAN
Summary

A semigroup is called left simple, if the equation xa = b has at least one solution » €N
for every a, b €S. It is called regular, if the relation ax = ay implies @ == ¥.

The purpose of this remark is to study the structure of left simple and left regular
semigroups without idempotent. ’

The main result is given by the following Theorem:

Let S be a left simple and left regular semigroup without idempotent and let « be
any element €S. Then S can be written as a sum of non-vacuous disjoint subsets: N
= R, +b ZbSZ;vZ. Here R, is the right ideal uniqually determined by the property, that

&5
R, — {a} is the maximal left ideal of S notcontaining a, S%is the left simple semigroup
of all solutions of the equation xa = a and 2% is any solution of the equation @b = a.
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