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M A T E M A T I C K O - F Y Z I K Á L N Y Č A S O P I S 
R O Č N Í K V I I I Č Í S L O 4 

POZNÁMKA O S T R U K T U Ř E I S T É H O TYPU 
ZEAVA J E D N O D U C H Ý C H P O L O G R Ú P 

J LI R A J K A J A N , Bratislava 

Nech S = {a, b, c, . . .} je pologrupa. Folog-upu S nazýváme zlava jedno­
duchou, ak rovnica xa == b má aspoň jedno riešenie x € S ]we každé a,beS. 
Takalo ])ologru])a s])lňuje teda pre každé ačS vzťali Sa --— S a neobsahuje 
žiadny íavý ideál rozny od S. 

Ak zlava. jednoduchá pologrupa S obsahuje idempotent. je struktura S 
známa. Flatia tieto vety (pozři [1] a [2 ji. 

Vela A. Kazdy idempotent cu zlava jednoduché j pologrupy S je pravou jednotkou 
pologrupy S. 

Vela 15. Zlava jednoduchá pologrupa obsahuje idempotent Hedy a len vtedy, 
ak má aspoň jeden minimálny pravý ideál. 

Vela C Ak ca, x€A je množina všctkýih idempotentor (iS, potom 

s = 2etts---= >X, 
a e . 1 a e A 

kde Ga eaS je grupa. Pre každé dva idempotenty ea 4= e.i sú grupy (la,G,} 

disjunktně a navzájom izomorfně. 
Vela I). Každá zlava jednoduchá pologrupa majúca idempotent je izomorfná 

direktní tnu s účinu G X E, kde G je grupa a E = {ea. ef>. . . .} je pologrupa, 
v kforej je násohenic definované vztahom cu . eu -= elt. 

Vety A, B, C ])oužijeme v odseku I. 
Ak S je zTava jednoduchá pologrupa a S neobsahuje idempotent, struktura 

pologrupy S nie je známa a je pravděpodobné znacne komplikovaná. Úlohou 
tejto poznámky je zaoberať sa zlava jednoduchými pologrupami nemajúcimi 
idempotent, ktoré však navýše splňujú dalšiu podmienku, a to, že sú zlava 
regulárně, t. j . vzťah ax — ay implikuje x — y pre každé a, x, y€S. 

Z výsledkov tejto poznámky vysvitne, že i za tejto dedatkovej podmienky 
je struktura zlava jednoduchých pologrúp ešte dosť komplikovaná. Obzvlášť 
sa zdá velmi ťažké nájsť vetu, ktorú by sa mohlo považovať za náhradu 
vety 1). 

11 Matemalicko-řy/ikálny časopis SAV, VIII, 4 —1958 1 8 7 



Aby sme si zjednodušili terminológiu, zavedieme tuto definíciu: 
Definícia. Pologrupu S nazýváme typu K, ok a) je zlava jednoduchá ab)je zlava 

regulárna. 
Veta 1. Pologrupa typu K móze obsahovať najviac jeden idempotent. 
D ó k a z . Nech ea 4 r ê  sú dva idempotenty €S . Podlá vety A je ea = eaes. 

teda eaea = eae^ a vzhladom na platnost pravidla krátenia zlava ea = ei7 čo je 
v rozpore s predpokladom. 

Veta 2. Pologrupa S typu K obsahuje idempotent vtedy a len vtedy, ak je grupou. 
D ó k a z . 1. Ak S je grupa, obsahuje S idempotent a je zrejme typu K. 
2. Ak S obsahuje idempotent e, je podlá vety 1 taký len jeden a podlá 

vety C platí S = eS = G, kde G je grupa. 
Vzhladom na vetu 2 budu nás v ďalšom zaujímat iba také pologrupy typu 7\\ 

ktoré neobsahujú idempotent, t. j . také, ktoré nie sú grupami. Kvóli íahšej 
formulácii viet zavedieme definíciu: 

Definícia. Pologrupou S nazýváme typu Kl7 ak je typu K a súcasne nie je 
grupou. 

Na príkladoch sa dá dokázat, že pologrupy typu K1 existujú. (Pozři napr. [3J.) 
Z vety B vyplývá okamžité: 
Veta 3. Nech S je pologrupou typu Kx potom Kx nemá ani jeden minimáíny 

ideál. 
11 

Pri denních zlava jednoduchej pologrupy sme předpokládali, že rovnica 
xb = a má aspoň jedno riešenie. Nežiadali sme však jednoznačnost riešenia.1 

Je preto celkom prirodzené študovat množinu všetkých riešení takejto rovnice. 
Oznacenie. Množinu všetkých riešeni rovnice xb = a označíme znakom S'u. 
Pre každú dvojicu a, b € S je množina Sh

a neprázdná. 
Najprv budeme študovat množinu Sa, t. j . množinu všetkých riešení rovnice 

xa = a. 
Veta 4. Nech S je pologrupa typu Kx. Potom Sa je opdť pologrupa typu Kx 

a S% je vlastnou podmnožinou množiny S. 
D ó k a z . 1. Ak h,a = a, na = a, | , rj € S, potom ^na = ^(rja) = |O = a, t. j . 

fy € Sa. Teda Sa je pologrupa. 
2. Že pologrupa^ je zlava jednoduchá, vyplývá z tohto: Nech je a1, a2€Sa, 

teda = a^a a, a2a = a. Označme znakom x nějaké riešenie rovnice xa1 = a2. 
Také x existuje, musíme iba zistiť, či padne do Sa. Násobením správa elemen-
tom a dostáváme z tejto rovnice x(axa) = (a2a), t. j . xa = a. To znamená, že 
x£S«. 

1 Dá sa totiž lahko dokázat, že z požiadavky jednoznačnosti riešenia rovnice xb 
a platnosti pravidla krátenia zlava vyplývá, že S je grupou. 
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3. S'(\ je, pravda, typu Klf lebo pravidlo krátenia zlava platí aj v Sa
a. 

4. S'i neobsahuje element a, lebo a . a --= a by implikovalo existenciu idem-
potentu, če je v rozpore s predpokladom. Tým je veta 4 úplné dokázaná. 

Pologrupa S(i má iste nekonečný počet elementov, lebo keby malá iba 
konečný počet elementov, obsahovala by idempotent, čo nie je pravda. 

Kcďže pologrupa S'i je opat typu Kt, možno zvolit v pologrupe Si Tubo volný 
element x a zostrojit množinu (S%)*, t. j . množinu všetkých riešení xx = x, 
kde x€S(i. Kedze x opat neleží v ($£)", dostáváme tak vlastnú podmnožinu 
množiny S'i. Tento postup možno opakovat Tubovoine mnohokrát . Platí teda: 

Vela 5. V každej pologrupe S typu Kx existuje reťazec do seba zapadajúcich 
čiastocných pologrúp SD S1D S2 . . ., z ktorých každá je vlastnou podmnožinou 
predchádzajúcej a každá z pologrúp Si je typu Kx. 

Pokusíme se teraz získat přehrad o všetkých riešeniach rovnice xb = a. 
Vela (>. Nech xx je jedno riesenie rovnice xb = a. Potom, ku každému rieseniu f 

tejto rovnice existuje také x £ S'i, že i = xxx. 

Dokaž . PodTa předpokladu je xxb = a, ijb = a. Nájdime x také, aby platilo 
f — \xx. Musíme len ukázat, že je x€Sa

a. Násobením elementom b správa 
dostáváme x(xxb) = i;b, t. j . xa = a. Teda ne je elementom pologrupy Si, 
č. b. t. d. 

Naopak, ak x je lubovolný element €S%, je (xx±) b = x(xfi) = xa = a. 
Teda xxx je nesením rovnice xb = a. Vetu 6 možno preto vyslovit aj takto: 

Vela (ia. Nech x\ je l'libovolné riesenie rovnice xb = a. Potom množina S'i . x!>t 

dává, právě všetky riesenia rovnice xb = a, 
Vela 7. Nech b #= c, potom je Sfi n S'a = 0. 
D o k a ž . Předpokládá jme nepriamo, že S!i n S'a 4 z 0, a že xx^S!i n S„. Potom 

je Xyb — a, xxc = a, teda xj) = xxc a vzhladom na platnost pravidla krátenia 
zlava b = c, čo je v rozpore s predpokladom. 

P o z n á m k a 1. Všimnite si, že tu sme v podstatě prvý raz použili pravidlo 
krátenia zlava. Vety 4 — 6 platia pre každú zlava jednoduchú pologrupu bez 
idempotentu, nezávisle od platnosti pravidla krátenia zlava. 

P o z n á m k a 2. Ak a =$= b, množina Sa nie je pologrupou. 
Do kaz . Nech xx, x2€ Sh

a, t. j . xxh = a, x2b = a. Keby platilo xxx2 € Sa, bolo by 
x{x2b = a, t. j . xx(x2b) = xxa = a. Teda by xx patřilo do Si, čo je v rozpore 
s větou 7. 

III 

Považujme na chvílu v rovnici .r£ = a element a za pevný a nech f prebieha 
všetky prvky čS = {a,b,c, . . .}. Tým dostaneme množiny S'i, Sfi, S'a, . . . 
Podlá vety 7 sú všetky tieto množiny navzájom disjunktně. 

Ukažme, že množina 2 Sfi je vlastnou podmnožinou z S. Na to stačí dokázat, 
btS 

že napr. element a nepatří do množiny .£ Sa. To dokážeme nepriamo. Keby 
beS 
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platilo a6SiSJ , existovalo by isté £€#, že a££f, t. j . a* = a. Násobením 

správa elementom f dostáváme z tejto rovnice a£2 = a?, a (vzhladom na 

platnost pravidla krátenia zlava) f2 = <?• Pologrupa S by obsahovala idem-

potent, co je rozpor s predpokladom. 

Veta 8. Nech S je pologrupa typu K a nech Sb
a má hoře zavedený význam. 

Potom Ra = S — >j Sa je pravým ideálom pologrupy S. 
beS 

Dokaž. Máme dokázat, že pre každé sčS je RsCR,. Množina Ra sa 
skládá zrejme právě z týcli elementov u G S, pre ktoré ux = a nemá riesenie v S, 
t. j . pre ktoré je uS n {a} = 0. Ak je f € Ra, je teda f# n {a} = 0. kedze 

(fs) AS C |/S, je aj (|s) £ n {a} = 0, t. j . ^ € Ra. 

Poznámka 1. Podlá právě dokázaného tvrdenia je RUS n {a} — 0, a teda 
tým skór RaRa n {a} = 0. Kedze je a € R,,, je Ra . a n {a} = 0. Z toho je 

zřejmé, že Ra nie je zlava jednoduchou pologrupou (Jeho xa- = a nemá riesenie 
x e R..). 

P o z n á m k a 2. Zo vztahu Př . Ra n \a} = 0 vyplývá aj aH, n {a} = 0. 
Teda ai?a je vlastná podmnožina z i?,,. Fodla vety B nemóže byť i?, minima i -
nym pravým ideálom z AS\ Preto musí existovat v I?„ nekonečná postupnost do 
seba zapadájúcichideálov z S. Takou postupnosťou je napr. Ra D aR, "J a2Ru 3 
Je zřejmé, že a KR, obsahuje v sebe element a1+1, aJe element a J neleží v a ' ' R ,. 
Inak by totiž existovalo x£Ra, že a i+1 = a + 1 x a vzhladom na pravidlo 

krátenia a — a a; € aIt^, co nie je pravda. Je teda každý z napísaných pravých 

ideálov pologrupy $ vlastnou podmnožinou predchádzajúceho. 

Množina Ra sa dá charakterizovat aj takto: 

Veta 9. Množina Rt — {a} je najváeší pravý ideál z S. Liorý neobsahuje 

element a. 

Dókaz. Nech / je najváeší pravý ideál pologrupy *S\ ktorý neobsahuje 

element a. Kedze je R S n {a} = 0 a R S C iř,, je zřejmé, že RUS C Rt — \a). 
a teda tým skór {Ra — {a}} . $ C I2„ — {a} , t. j . I?, — {a} je pravým ideálom 
z $, t. j . R( — {a} C I. Ak by / obsalioval element xa € AS;!; (S nějakým b 6 S). 
platilo by (vzhladom na IS C I) tým skór a = #J{ . b 6 x[>Sf C IS C I. t. j . a •£ /, 
čo je rozpor s predpokladom. 

Z dokázaných viet dostáváme nakoniec tuto vetu: 
Veta 10. Nech S je pologrupa typu Kl a a luhovolný element 6 #. Potom S 

sa dá písat ako súčet neprázdných disjunktných scítancov v tvare S = Ra -f- ^ Saxa. 
b e N 

Přitom pravý ideál Ra je jednoznačné charakterizovaný tým, ze Ra — {a} je 
najváeší pravý ideál z S neobsahujúci a, S" je zlava jednoduchá 'pologrupa 
všetkých riešení rovnice xa = a a xa je lubovolné riesenie rovnice xh = a. 

P o z n á m k a . Ponechajme doterajšie označenie. Potom zrejme x G Sh.h. [Tento 
vztah hovoří iba tolko, že x . h = (xh).\ Teda >.. x = ^ Sh.b. Ak x prebieha 

x e S x e S 

celé S, prebieha xb (vzhladom na vztah Sb = S) všetky elemty € S. Teda 
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S •= ^ SI;. Pře u 4= v sú množiny Sb
l(, Sb zrejme disjunktně (lebo £ € S^ n $£ 

by ini])likovalo £b =-- w, Sb — v,t.].u = v). Vztah 8 = ^ Sa dává teda rozklad 
a e S 

pologrupy 8 na súčet disjunktných množin. Tento vztah je však vcelku 
triviality a nedává jasnější pohlad do struktury 8, lebo o vzájomnom vztahu 
množin Sh

n, S(;t, b # c nevieme nic bližšieho povedat. 
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. Ч Л М Е Т К Л О П О Д Н О М Т И П Е С Л Е П А П Р О С Т Ы Х П О Л У Г Р У П П 

К) Р Л !1 I? А И И 

В ы в о д ы 

11о. |у | руппа N называется слева простои, если уравнение хЬ = а имеет по крайней 

мере одно решение х € N. дли каждой пары а,7 Ь 6. N и она называется слева регулярной 

если и;, отношения ах. = а у вытекает х = у. 

Ц(мыо ато!"| заметки является исследование структуры слева простых и слева ре­

гулярных полугрупп без пдомпотента. Главный результат атой заметки — следующая 

теорема: 

Пусть N слева простая и слова регулярная полугруппа без идемпотента, пусть а 

произвольный злемент 6 N. Потом N может быть представлена в виде суммы непустых 

непересекающихся подмножеств: $ = Ва -\- И8аХ^, где Еа правый идеал однозначно 

характеризованный таким образом, что Ва - {а} - - наибольший правый идеал из N 
С/П 

пес одержащпп а, ь(1 слева простая полугруппа всех решении уравнения ха = а 
и ха - произвольное решение уравнения хЬ = а. 
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ON A TYPE OF LEFT SIMPLE SEMIGROUPS 

JURAJ KAJAN 

Summary 

A semigroup is called left simple, if the equation xa = b has at least one solution x H= S 

for every a, b €S. It is called regular, if the relation ax = ay implies x == y. 

The purpose of this remark is to study the structure of left simple and left regular 

semigroups without idempotent. 
The main result is given by the following Theorem: 
Let S be a left simple and left regular semigroup without idempotent and let ^be­

any element GS. Then S can be written as a sum of non-vacuous disjoint subsets: S ---. 
= R + ISaXa- Here Ra is the right ideal uniqually determined by the property, that 

btS 

-Ka— {«} i s t h e maximal left ideal of S notcontaining a, S* is the left simple semigroup 
of all solutions of the equation xa = a and x\ is any solution of the equation xb - a. 
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