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MATEMATTCKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS 3AV. VTII, 4 — 1958 

O RETAZCOCH V B O O L O V f C H ALGEBRÁCH 

J Á N J A K U B Í K , Košice 

Připomeňme najprv niektoré názvy a označenia, ktoré ďalej používáme. 
Necli S je svaz (čiastočnó usporiadanie a svazové operácie v S označujeme 
< , n , u ) . Ak a, b € S, a < b, označíme znakom R(a, b) (připadne s indexmi) 
reťazec vo sváže S, majúci najmenší prvok a a najváčší prvok b. Hovoříme, 
že reťazec R(a, b) je maximálny, keď platí: ak je prvok c € S porovnatelný 
so v set ký mi prvkami reťazca R(a, b) a ak je a < c < b, potom c € R(a, b). 

Budeme vyšetřovat nasledujúcu (tzv. Jordán—Dedekindovu) podmienku pre 
svaz S: 

(JD) Ak aJ)€S, a <b a ak Rx(a,b), R2(a,b) sú maximálně reťazce, sú 
kardinálně čísla množin Rx(a, b), R2(a, b) rovnaké. 

Je známe, že konečné distributivně svazy splňujú podmienku (JD) (pozři [ 11). 
IV (Voisot a (i. Szász dokázali, že podmienka (JD) je splněná aj v semimodu-
lárnveh svázoch, v ktorých každý ohraničený reťazec je konečný ([2], [3]). 
Ak existujú ohraničené nekonečné reťazce v S. je situácia podstatné odlišná: 
v práci |4j uviedol (í. Szász příklad nekonečného distributívneho svazu, ne-
splňujúceho ])odmienku (JD); v práci [5| sa dokazuje existencia úplné distri-
butívnych ú])hiých svázov, ktoré nesplňujú podmienku (JD) a vpoznámke [6] 
je dokázané, že žiadna úplné distributívna a úplná Boolova algebra nesplňuje 
podmienku (JD). Určitá pedmienka, blízka podmienke (JD), vyšetřuje sa 
v práci (í. (<rátzera a E. T. Sehmidta [7]; ich podmienka sa týká tiež ,,medzier" 
v raťazci R a přitom pojem maximálnosti definujú iným spósobom, ako bolo 
uvedené vyššie. 

Táto poznámka nadvázuje na článok [5] a jej cielom je dokázat pre Boolove 
algebry tvrdenie do istej miery analogické tvrdeniu vety dokázanej v [5j pre 
distributivně svazy. 

Nech S± je svaz, ktorý má najmenší ])rvok 0 a najváčší prvok 1 (0 4= 1), 
nech R = J?(0, 1) je maximálny reťazec v S1. Predpokladajme, že reťazec R 
je v sebe hustý, t. j . že platí: ak x, y £ R, x < y, existuje prvok z € R taký, 
že x < z < y. Nech M je 1'ubovoTná neprázdná množina. Nech $(M) je mno
žina všetkých funkcií definovaných na M, ktorých funkčné hodnoty patria 
do S!. Množinu S(M) považujeme za čiastočne usporiadanú reláciou < tak, 
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e kladieme / < g(f, g £ S(31)), ak je pre každé x€ M f(x) < g(x). Potom S(3I) 
je svaz. 

Nech x £ Sx. Funkciu / € S(M) splňujúcu podmienku 

i č m => f(i) =• x 
označme fx. 

Nasledujúce iemmy V 2, 3 sú zovšeobecnením lemm 1, 2. 6 článku |f>|. 
Lemma 1. Nech Rx = {fx, x £ R) . Potom Rx je maximálny reťazec v S{31) 

(a má za najmensí, resp. najváčsí prvok funkcie f0, resp. f r ) . 
D ó k a z . Zrejme platí f0, 7 l £ R1 a Rl je reťazec. Nech / 6 S(M), f £ Rx. 

Rozlišujeme dva případy, a) Existuje prvok i £ M taký, ze f(i) ^ R. Z maxi-
málnosti reťazca R vypiy;va existencia prvku x £ R, neporovnate/né/io s prv-
kom /(*). Prvky fc, i svazu S(M) sú neporovnatel'né. b) Vredpokladajme, že 
pre každé i £ 31 f(i) £ R. Keďže / e R\ * existujú prvky i. j £ M také, že /(/) /(/)• 
Reťazec R je v sebe hustý, teda existuje x £ R, f(i) < x < /(/). Prvky /. / . 
sú potom neporovnatelné. Tým je tvrdenie dokázané. 

V ďalšej úvahe považujeme za splněnu axiómu výběru. Předpokládájme
ze množina 31 je dobré usporiadaná a že v tomto us])oriadaní 31 má najváčsí 
prvok. Nech pre každé i G M R': ]e množina všetkých funkcií f € S(3l). pre 
ktoré platí: ak j € J/ , potom 

/ Í >f(j) - I- i Í > / (? ) = 0, f(i)£R. (1) 

P o z n á m k a . Zrejme každá množina Rl má najmensí a najváčsí ])rvok e 
maximálnym reťazcom. Označme R2 —- u Rl (i £ 31). 

Lemma 2. R2 je -maximálny reťazec v S(3I). 
D ó k a z . Zrejme je f{) £ R2 a R2 je reťazec. Keďže 31 má najváčsí ])rvok. 

]')latí tiež fx £ R2. Nech prvok g £ S(M) je porovnatelný so všetkými prvkami 
/ £ R2. Dokážeme, že potom g £ R2. a) Předpoklad ijme, že existuje prvok 
i £ 31, taký, že g(i) £ R. Rovnako ako v lemme 1 sa dokáže existencia prvku 
/ £ R2, neporovnatelného s prvkom g. b) Predpokladajine, že přeď každé / £ JI 
j)latí g(i) £ R. Ak existuje prvok i 6 JI taký, že g(i) =# o, g(i) < \, existujú 
])rvky f, / ' £ Rl také, že /(i) < g(i) < f(i). Keďže prvky /, f. g sú podlá 
předpokladu porovnatelné, platí / < g < /', teda pódia poznámky za lemmou 1 
gefr. 

Ak je pre všetky i £ M g(i) = 0 alebo g(i) = 1. nech 3I1 je množina všetkých 
i £ M, pre ktoré g(i) = 0. Množina Mx je neprázdná, keďže g 4= fi- Nech /0 

je najmensí prvok množiny 3I1. Pre j > i0 existuje / £ Rj, /(i()) =- 1, f(j) = 0. 
Keďže prvky /, g sú porovnatelné a keďže g(iu) = 0, musí #(/) — 0. Platí teda 
pre každé j £ M 

j < h => g(/) = * • ? ^ h => ?(/) = °> 

takže podlá (1) g £ R2. 
P o z n á m k a . Všimnime si ďalej, že kardinálně číslo reťazca R1 je rovné 
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k a r d i n á l n e m u číslu reťazca R a k a r d i n á l n ě číslo reťazca R2 je rovné m a x i m u 
z k a r d i n á l n y c h čísel množin R, M (keďže reťazec R je n e k o n e č n ý ) . 

L e m m a 3 . Nech Mx, M2 sú množiny, Mx 4= 0 4= M2, Mx n M2 = 0, Mx u 
u M2 = M. Potom svazy S(M) a S(MX) x S(M)2 sú izomorfně. 

D ó k a z je zře jmý. (Porov. aj [1], s tr . 8 (6); t a m ide o izotóime funkcie.) 
L e m m a 4. Nech A, B, S sú svazy, ktorúch najm.enšie, resp. najváčsie prvky sú 

*\i ^ 0/Í> Oy* resp. \A, \l}, \ s . Nech svazy S, A X B sú izomorfně. Nech vo svaze 
A(B) existuje maximálny reťazec RX(0A, \A)(R2(0B, \J})) s kardinálnym čislom 
^1(^2)5 pricom k\, k2 sú nekonečné kardinálně čísla. Potom v svaze S existuje re
ťazec R(0S, I, s), ktorého kardinálně číslo je m a x (k1, k2). 

D ó k a z . Množina A1 CA X B,AY= {(a, 0/}),a£ A} j e i z o m o r f n á s o svázomyl , 

t e d a v nej existuje m a x i m á l n y reťazec R[ s na jmenš ím p r v k o m ( 0 A , 0I}) 
a najváčším (\A, 0I}), k t o r é h o k a r d i n á l n ě číslo je kx. Analogicky je m n o ž i n a 
B1 C/l x />, Bx = {(l, t, b), b € B} izomorfná so svázom B, t e d a v nej exis tuje 

m a x i m á l n y reťazec R.z s n a j m e n š í m p r v k o m (lA, 0fi) a na jváčš ím ( 1 ( , 1 /}), 
pr ičom R.z m á k a r d i n á l n ě číslo k2. M n o ž i n a R\ u R^ je p o t o m m a x i m á l n y 
reťazec vo svaze A X B; t e n t o reťazec m á najmenší p r v o k ( 0 , , 0 ,̂) a na j
váčší ( l t . I,.). Reťazcu R\ u R'.z z o d p o v e d á vo v y š e t r o v a n o m izomorfizme 
vo svaze S zre jme m a x i m á l n y r e ť a z e J S n a j m e n š í m p r v k o m 0S a s naj
v á č š í m l s a s k a r d i n á l n y m čislom kx -f- k2 = m a x (kA., k2). 

Nech S{) je Boolova a lgebra v š e t k ý c h p o d m n o ž i n spočítatefnej množiny A, 
nech J je ideál v S>(), t v o ř e n ý v š e t k ý m i k o n e č n ý m i p o d m n o ž i n a m i m n o ž i n y A 
n nech S1 je faktorová Boolova algebra, v y t v o ř e n á ideálom J n a Sl}. Najmenší , 
resp. najváčší p r v o k v S-, o z n a č m e 0, resp. 1. 

Vo svaze Sx neexistuje žiaden prvointerva l . (Ak je tot iž O, b £ Sl, a b, 

existuj ťí m n o ž i n y a, b £ S{), a € a, b £ b. a C b t aké , že množina b — a je ne

k o n e č n á ; t e d y existuje m n o ž i n a c€S{). a C c C b, p r ičom množiny b -----c, 
c a sú nekonečné. Ak c je t r i e d a v Sx, o b s a h u j ú c a m n o ž i n u c, p lat í a < c < b). 

Nech R = R(0, 1) je [ l ibovolný (pevné v y b r a n ý ) m a x i m á l n y reťazec v Sx. 
P o d l á predoš lého reťazec R je v sebe h u s t ý . Nech k je k a r d i n á l n ě číslo re
ťazca R. (Plat í zrejme k < 2K0.) 

Yefa. Nech x je kardinálně čislo, x > k. Existuje Boolova, algebra B L (ktorej 
najmenší, resp. najváčší prvok označíme /(,, resp f t ) , pre ktorú platí: ku každému 
kardinálnemu číslu (J, k < fi < x, existuje v Ba maximálny reťazec R,>(f{), /i), 
ktorého kardinálně číslo je /3. 

D ó k a z . N e c h M je m n o ž i n a , k tore j k a r d i n á l n ě číslo je ;x. O z n a č m e (v t e r m i 
nologii, zavedenej p ř e d l e m m o u 1, p r i č o m Sx = SJJ, a k o s m e uviedli) S(M) = 
= Ba. Vy jádř íme m n o ž i n u M v t v a r e M = M1 u M2, Mx n M2 = 0, pr ičom 
k a r d M1 = fi, k a r d M2 = <%. O z n a č m e S(M2) = A, S(M2) = B; na jmenš í , 
resp. najváčší p r v o k v svaze A(B) o z n a č m e r o v n a k o a k o v l e m m e 4. 

P o d l á l e m m y 2 v svaze A existuje m a x i m á l n y reťazec B1(0A, 1A) o kard i-
n á l n o m čísle /?, a p o d l á l e m m y 1 existuje v svaze B m a x i m á l n y reťazec 
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-R2(0B, lB) o kardinálnom čísle k. Podlá lemmy 3 a 4 v svaze S(3I) existuje 
reťazec R$(f0, fx), ktorého kardinálně číslo je f$. 

P o z n á m k a . Pri dókaze lemmy 1 sme předpokládali, že reťazec R ]e v sebe 
hustý. Tento předpoklad je podstatný; bez něho by tvrdenie lemmy 1 ne
muselo platiť.1 Presnejšie povedané: ak M obsahuje viac ako jeden prvok a ak 
reťazec R nie je v sebe hustý (t. j . obsahuje ako podmnožinu prvointerval), 
reťazec R1, zostrojený v dókaze lemmy l, nie je maximálny. Ak je totiž 
a, b € R a ak je prvok a pokrytý prvkom b, rozdělíme množinu M na dve 
neprázdné navzájom disjunktně podmnožiny Mx, M2 a utvoříme g € S(M) 
tak, že položíme g(i) = a pre i 6 Ml9 g(i) = b pre i £ M2. Potom fa < g < fb, 
g 6 R\ a funkcia g je zrejme porovnatelná s každou funkciou reťazca R1. 

Nasledujúce lemmy móžu prispieť k riešeniu otázky: aké pořadové typy 
maximálnych reťazcov sa vyskytujú v danej Boolovej algebře. 

Lemma 5. Nech je S2 lubovolná Boolova algebra, ktorá obsahuje aspoň dva 
prvky a v ktorej neexistuje ziadny prvok pokrývajúci prvok 0 (t. j . neexistuje 
ziadny atom). Nech R = R(Q, 1) je maximálny reťazec v S2. Reťazec R je v sebe 
hustý. 

Do kaz . Predpokladajme, že a,b € R,a < b. Nech ax je relativný komplement 
prvku a v intervale <0, b). Ak je a = 0, podTa předpokladu b nie je atom 
v S, teda existuje c G S, a < c < b. Ak a =)= 0, potom 0 < ax < b. Existuje 
prvok cx, 0 < c1 < ax. Označme a u cx = c.[ Z predošlého vyplývá a < c < b. 
Teda prvok a nie je pokrytý prvkom b. 

Z lemmy 5 vyplývá, že vo vyššie dokázanej vete by sme mohli vziať za 
východisko úvahy namiesto tam použitej Boolovej algebry Sx íubovolnii 
Boolovu algebru, ktorá neobsahuje ziadny atom a ktorá má viac ako jeden 
prvok. (Význam znaku k by sa potom, prirodzene, změnil.) 

Pre úplné Boolove algebry platí tiež obrátenie lemmy 5. 
Lemma 5'. Nech v upínej Boolovej algebře S existuje atom. Potom každý 

maximálny reťazec R(Q, 1) v S obsahuje prvointerval. 
Do k a z . Nech sú splněné předpoklady lemmy1-, nech a je atom v S. Případ 

a = 1 je triviálny. Označme 

A = {x e R, x n a = 0}, B = {x 6 F!, x n a 4= 0}. 

Každá z množin A, B je neprázdná, kedze 0 € A, 1 € B. Nech a' je komplement 
prvku a. Pre x € A platí x = (x n a) u (x n ď) = x n ď, x < ď, a pre 
x € B je x > a. Označme 

a1 = sup A, a.z = inf B. 

Kedze R je maximálny reťazec, musí býť ax, a2 € R\ ďalej je a1 < ď, a < a2, 
takže musí byť tiež ax < a2. Ak by existoval prvok c € S, ax < c < a2, muselo 
by platiť c € R(0, l), c £ A, c^B, čo je spor, a dókaz je ukončený. 

1 Na tuto okolnost ma upozornil prof. Jerzy Los. 
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Z postupu dókazu sa lanko zistí, že prvointervaly <0, a>, (a1, a2} sú 
projektivně (dokonce transponované). Nech M je množina všetkých atómov 
upínej Boolovej algebry S, nech iž(0, 1) je maximálny reťazec v S. Každému 
atomu m € M je podlá predošlej lemmy priradený prvointerval 

m ->(a™, a£> C jfř(0, 1), 

Ak by dvom róznym atom om ml, m2(ž M bol týmto spósobom priradený 
ten istý prvointerval reťazca R(0, 1), podlá predošlého boli by prvointervaly 
<0, mx>, <0, m2> navzájom projektivně, co však nie je možné. Tým sme dokázali 
ilasledujúcu lemmu: 

Lemma 5". Nech M je množina všetkých atómov úplné) Boolovej algebry S, 
nech R(0, 1) je maximálny reťazec v S a nech Mx je množina všetkých prvointer-
valov reťazca R(0, 1). Potom platí 

k a r d M < k a r d M x . 

Ak by sme do lemmy 5' namiesto výrazu ,,v úplnej Boolovej algebře" 
položili výraz .,v ú])lnom distributívnom svaze"', dostali by sme nesprávné 
tvrdenie. Dokážeme to na následujúcom příklade: 

P ř í k l a d 1. Nech S1 --= {0, a}, a > 0. S2 =- <0,1)> (interval reálných čísel 
s obvyklým us])oriadaním), Ss = Sx X S2, S — S3 u {1} pričom pre prvky 
x, y € S.t] ostává v S rovnaké čiastočné usporiadanie ako v S3 a pre každé 
x 6 S:i kladieme x < 1. Zrejme je S úplný distributívny svaz. Vo svaze S 
existuje prvointerval (tvořený prvkami (0, 0) a (a, 0) a přitom množina 

R = {(0, x), xe <0,1)) u {1} 

je maximálny reťazec v S, v ktorom leží najmenší i uajvácší prvok svazu AV 
a ktorý neobsahuje ])rvointerval. 

V leníme 5' nemožeme vynechat předpoklad o úplnosti Boolovej algebry S: 
P ř í k l a d 2. Nech S2 je lubovolná Boolova algebra, pre ktorú platí: 
a) v S2 neexistuje atom, 
b) v S2 existuje maximálny reťazec R2, obsahujúci najmenší i najváčší j)rvok 

svazu S2, a reťazec R2 nie je úplný.2 

Podlá lemmy 5 reťazec R2 je v sebe hustý. Podlá předpokladu sa dá reťazec 
R2 rozložit na súčet dvoch neprázdných disjuiiktných podmnožin A, B tak, 
že pre každé x € A, y € B platí x < y, pričom v množině A neexistuje najváčší 
prvok a v množině B neexistuje najmenší prvok. Nech S± má rovnaký význam 
ako v příklade 1. Označme S = S± x S2; S je Boolova algebra obsahujúca 
atom (a, 0). Nech 

R = {(0, x), x e A} u {(a, x), x € B}. 

Pahko sa ])reverí, že R je maximálny reťazec v S, obsahujúci najmenší i naj-

2 T . j . B.j, nie jo ú p l n ý svaz. 
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váčší prvok svazu S. Ďalej je reťazec R2 izomorfhý s reťazcom R, teda podlá 
lemmy 5 v reťazci R neexistuje prvointervai. 

Zostáva ešte otázka, či existuje Boolova algebra S, ktorá by malá vlastnosti 
a), b), uvedené v příklade 2. Dokážeme najprv, že platí: 

Lemma 6. Nech S je svaz, ktorý má najmenší prvok 0 a na j váčší 1. Ak svaz 
S nie je úplný, potom existuje maximálny reťazec R(0, 1) v S, ktorý nie je úplný. 

D ó k a z . Nech sú splněné předpoklady lemmy, nech svaz S nie je úplný. 
Potom existujú množiny A, B C S také, že A(B) je množina všetkých dolných 
(horných) ohraničení množiny B(A) a přitom v množině A(B) neexistuje 
najváčší (najmenší) prvok. Vnořme svaz 8 do úplného svazu S' pomocou 
konštrukeie, opísanej v [1], str. 58 — 5.) (,.Dedekindove ř e z y ) . V svaze S' 
existuje prvok x' taký, že platí 

sup A -= x' —- inf 1>, 
x € S, x < x'(x > x') -> x € A(x G H). 

Uvažujme čiastočne usporiadanú množinu P — 8 u {x'} (s čiastočtiým uspo-
riadaním ako v 8'). Podlá [ 11, kap. I I I , § 6 v P existuje maximálny reťazec R, 
obsahujúci prvky 0, x', 1. Eahko sa preverí, že množina R -— R {._r'\ je 
maximálny reťazec v 8 a že tento reťazec nie je úplný. 

Teraz zostrojíme: 
P ř í k l a d 3. Necli M je množina všetkých dvojíc (x, y) reálných čísel, pře 

ktoré 0 < x < 1, 0 < y < 1. Nech 8X je systém všetkých podmnožin mno
žiny M, ktoré sú alebo najviac spočítatelné, alebo ktorýeh kompiement je 
najviac spočítatelný. 8t je Boolova algebra. Nech J je ideál v Sl. tvořený 
všetkými konečnými |)odmnožinami množiny M. Označme 82 ----- SJJ. Triedu 
v ASY

2, obsahujúcu prvok z € S1, označínií^ z. Eahko sa zistí. že v 82 neexistuje 
atom. 

Ak z1, z2 G /S1? potom zřejmé platí 

7X < 'i2ozl-z2eJ. (-) 

Nech Y je spočítatelná množina, Y C <0,1>. Nech pre x € ( 0, -- > a(x) — {(x. //). 

yeY}, A=J^a(x), xe^O, A >̂J . 

Predpokladajme, že by 82 bola úplná Boolova algebra. Potom by množina 
A C S2 malá supremum v S2: 

s = uajxj. (3) 

Nech aeSl9 a es. Podlá (3) a (2) platí pre každé x e \o, \ 

a(x) - aeJ, 

teda a(x) n a 4= 0. Kedze pre #i?
 x2 e\o, ~-\, xx =4= x2 platí a(xx) n a(x2) = 0, 
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množina a je nespočítatePná. Z toho vyplývá, ze jej komplement ď je najviac 

spočítatelný. Teda existuje spocítatelná množina bCc = ( - -, 1 \ X <0, 1> taká, 

že b C a,3 a teda tiež b n a = b, 0 < b < a (znakom 0 tu označujeme najmenší 
prvok v >SY

2). 

Pre každé x 6 ( 0 , - \ platí b n a(x) — 0, b n a(x) = 0; z nekonečnej distri

butivnosti (porov. [1], str. 165) dostáváme 

b n a = b n ( u a(#)) -=•: u (fi n a(#)) = 0. 

Tým sme došli ku sporu. Teda svaz S2 nie je úplný. 
Podlá lemmy 6 svaz S2 splňuje podmienku b), uvedenu v příklade 2. 
P o z n á m k a . Existencia Boolovej algebry s vlastnosťami a), b) z predošlého 

příkladu 2 vyplývá tiež z výsledkov prače [10] (porovnaj hlavně pozn.11) pri 
použití lemmy 6. 

P o z n á m k a . Nech (a, by, <c, J> sú intervaly distributívneho svazu S% 

h : c, a | b, c 4 (i. Po tom intervaly (a, b>, <c, r/> nemožu byt projektivně. 
(Ak by totiž iicto intervaly boli projektivně, existovali by podlá [1], kap. IX, 

V}. !íx. 4a prvky u, v € S také, že by olatilo 

c — (a u u) n T, d — (b u H) n ?;. 

Z toho vyplývá v > ci, takže ?; > a, c > b a z distributivnosti dostáváme 

c --- a u (w n v), rž = b u (u n D). 

Podlá prvej z predošlých rovností je v n D < c, teda b u (u n v) < c, čím 
sme došli ku sporu.) 

Lemma 7. Nech H(0. 1) yc maximálny reťazec v Boolovej algebře S, nech znaky 
il/j, M DwyY/ rovnaký význam ako v lemme 5". Potom 

kard Mx < tard M. 

D o k a ž . Nech p -- (a, by je 1'ubovoTný prvointerval reťazca iž(0, 1). Nech ď 
je komplement ])rvku a. Potom prvok c — b n O/ je atom, keďže intervaly 
<0, c \ fí, b> sú transponované. Priradenie 

p -> c (4) 

zobrazuje množinu Mj do množiny M. Ak L>, p' € Mx a ak je v uvažovanom 
])riradení 

p > c, O' -> c, 

potom sú podlá predošlého prvointervaly p, p' navzájom projektivně, takže 
podlá predchádzajúcej poznámky p = p'. Z toho vyplývá, že zobrazenie 
je prosté. Tým je tvrdenie dokázané. 

3 Kodže ď jo najviac spocítatemá množina, musí byť aj ď D c najviac spocítateíná 
množina, teda a D c jo nespočítáte lná množina. 
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Z lemmy 5" a 7 vyplývá 
Lemma 8. Nech> j?(0, 1) je maximálny reťazec v úplné] Boolovej algebře S. 

nech znaky Mx, M majú rovnaký význam ako v lemme 5". Potom platí 

kard M1 = kard M. 

Nadvázujúc na terminológiu, používánu v [8] a [9] budeme hovoriť, že 
intervaly (a, by, (c, dy svazu S sú zdola priamo podobné, ak existuje interval 
(u, vycS taký, že platí 

a n v = u, a u v = b, c n v = u, c u v = d. 

Hovoříme, že vo svaze S je splněná veta Jordán—Hólderova s dolnou podob-
nosťou prvointervalov [stručné: veta (JH)], keď platí: 

Ak Rx(a, b), R2(a, b) sú maximálně reťazce vo svaze S a ak M1, resp. M2 je množina 
všetkých prvointervalov reťazca Rx(a, b), resp. R2(a, b), existuje jedno-jednoznačné 
zobrazenie množiny M1 na M2 také, ze intervaly, ktoré si navzájom prislúchajíi 
v tomto zobrazeni, sú zdola priamo podobné. (Porov. [9\, dej. 1.1.) 

P o z n á m k a . Ak 0 je naj menší prvok svazu S a ak každý z interval o v 
(a, by, (ď, b'y je transponovaný s intervalom <0, c>, potom intervaly (a. b\ 
(a', b') sú zrejme zdola priamo podobné. 

Lemma 9. Nech S je úplná Boolova algebra. Potom, v S je splněná veta (JH). 
D o k a ž . Nech a,b 6 S, a < b. Potom svaz S± = (a, by je úplnou Boolovou 

algebrou. Nech R±(a, b), R2(a, b) sú maximálně reťazce v S±, nech M je množina 
všetkých atómov v Sx. Nech Ml5 resp. M2 je množina všetkých prvointervalov 
reťazca Rx(a, b), resp. R2(a, b). Podlá dókazu lemmy 7 existuje prosté zobra
zenie množiny M1 na množinu M 

(a1,biy-^c (5) 

((ax, b1>€M1, c € M) také, že intervaly <aL, b>, <0, c> sú transponované. 
Podlá dókazu lemmy 5" existuje prosté zobrazenie množiny M na M2 

c ->(ď, Vy (6) 

(c € M, (a', b'y € M2) také, že intervaly <0, c>, (a', b'> sú transponované. 
Zobrazenie 

<al5 bx> -> (ď, b'y (1) 

množiny M± na M2, vzniknuté zložením zobrazení (5), (6). je zrejme prostým 
zobrazením Mx na M2; podTa už dokázaného a podlá poznámky před lemmou 9 
intervaly, ktoré si navzájom prislúchajú v zobrazení (7), sú zdola priamo 
podobné. 

P o z n á m k y . 
1. Neúplná Boolova algebra nemusí splňovat vetu (JH). (Porovnáj příklad 2.) 
2. V práci [9] sa vyšetřovala platnost vety (JH) p>re svazy, ktoré nemuseli 

byť Boolovými algebrami. Z výsledkov práce [9] (porov. [9], veta 1.11) ne-
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vyplývá lemma 9, keďže úplná Boolova algebra nemusí splňovat podmienku 
označovánu v [9] ako podmienka I I I (porov. [9], definícia 1.6). 
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Vysoké] l'koly technickej v Košiciach 

О ЦЕПАХ В БУЛЕВЫХ АЛГЕБРАХ 

Я II Я К У Б И К 

В ы в о д ы 

Пусть $ — структура. Цепь В с8 называется максимальной в $, если для каждой 

цени IV с $ из соотношения ВсВ' вытекает 11 = В'. Если М — множество, обозначи, 

через кагс! М кардинальное число множества М. 

Пусть # 0 — булева алгебра, образованна л всеми подмножествами счетного мно

жества А, пусть Л — идеал в $ 0 , образованный всеми конечными подмножествами 

из А, 8 = $0Д1. Пусть В — максимальная цепь в *$', к = кагс! I?. 

Теорема. Пусть ос — кардинальное число, ос ^ к. Существуем булева алгебра /5'а 

т а к а я , что для каждого кардинального числа (I, к < {$ < ос, существуем максимальная 

цепь В>]С8а, дли которой кагс! Вр = /?. 

Далее доказываются утверждения: 

Пусть в булевой алгебре $ не существует \том. Тогда в максимальной цепи 1?с$ 

не существует простый интервал. 
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Пусть В — максимальная цепь в полной булевой алгебре &. Пусть М - множество 
всех атомов в $ и Мг — множество всех простых интервалов цепи В. Тогда кагс! М = 
•== кагс1 Мг . 

Построен пример полной дистрибутивной структуры $ с максимальной цепей В с N 
так, что в $ существист атом и в II* не существует простый интервал. Далее построен 
пример не полной булевой алгебры /5> с максимальной цепей 1?С# так, что в # су
ществует атом и в В не существует простып интервал. 

Ü B E R K E T T E N I N B O O L E S C H E N V E R B Ä N D E N 

JÁN JAKU B I K 

Z u s a m men fassung 

S sei ein Verband. Fine Kette RC S ist maximal in S, wenn i'ür jede Kette R, CS 
aus der Beziehung ßcß1 die Gleichung R Rx folgt. Wenn M CS, bedeutet kar<! M 
die Mächtigkeit der Menge M. Wenn a, b£S benachbarte Kiemente sind, a < b, sagen 
wir, daß <a, b> ein Primintervall in S ist. 

Es sei S0 ein Boolescher Verband, der von allen Untermengen einer abzählbaren 
Monge A gebidet ist. J sei der Ideal aller endlichen Untermengen von A, S So'/*-
R sei eine beliebige maximale Ke t te in S, 1/ .-- kard R. 

Satz. Für jede Mächtigkeit (X, nc > k gibt es ein Boolescher Verband S(t mit di'-ser 
Eigenschaft: zu jeder Mächtigkeit ß, k < ß *" x, existiert in Su eine maximale Kette /(\,. 
kard Bf> -- ß . 

Weiter werden folgende Behauptungen bewiesen: 
Wenn in einem Booleschen Verband S kein Atom existiert, dann ist jede maximale 

Kette RcS in sich dicht. 
Wenn in einem vollständigen .Booleschen Vorband S ein Atom existier!, dann ^ibt 

es in jeder maximalen Kette RCS ein Primintervall. 
Es sei Reine maximale Kette in einem vollständigen Booleschen Verband S. Ks sei M 

die Monge aller Atome in S und es sei M] die Menge aller Primintervallen der Ket toR . 
Dann gilt 

k a r d M - kardM . . 

Es wird ein Beispiel eines vollständigen distributiven VerbandesS mit einer maximalen 
Kette R CS konstruiert, wobei in S ein Atom (existiert und in R gibt es kein Priminter\ all. 
Weiter wurde ein Beispiel eines (nicht vollständigen) Booleschen Verbandes S mit einer 
maximalen Kette R CS konstruiert wobei in S ein Atom enthalten ist und in R gibt es 
kein Primintervall. 
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