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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VIII, 4 — 1958

0O RETAZCOCH V BOOLOVYCH ALGEBRACH

JAN JAKUBTK, Kosice

Pripomerime najprv niektoré nazvy a oznadenia, ktoré dalej pouzivame.

Nech S je sviiz (Giastoéné usporiadanie a svézové opericie v S oznadujeme
. n.v). Ak a, b €8, @ < b, oznatime znakom R(a, b) (pripadne s indexmi)

retazee vo sviize S, majici najmensi prvok @ a najvadsi prvok b. Hovorime,
ze retazec R(a, b) je maximalny, ked plati: ak je prvok ¢ € S porovnatelny
so vietkymi prvkami retazca R(a, b) a ak je @ < ¢ < b, potom ¢ € R(a, D).

Budeme vysetrovat nasledujucu (tzv. Jordan-—Dedekindovu) podmienku pre
svilz S

(ID) Ak a.beS, a <b a ak Ri(a,b), Ry(a,b) si maximdilne retazce, si
kardindlne Eisla mnofin Ry(a, b), Ry(a, b) rovnaké.

Je zname, ze kone¢né distributivne svizy spliiuju podmienku (JD) (pozri [1]).
R. Croisot a (3. Szasz dokazali, Ze podmienka (JD) je splnend aj v semimodu-
lirnyeh sviizoch, v ktorych kazdy ohrani¢eny retazec je konedny ([2], [3]).
Ak existuji ohrani¢ené nekoneéné retazce v S. je situdcia podstatne odlisna:
v opraci [4] uviedol G. Szdsz priklad nekoneéného distributivneho svizu, ne-
splitujiiceho podmienku (JD); v praci [5] sa dokazuje existencia uplne distri-
butivinych uplnych sviizov, ktoré nespliiuji pcdmienku (JD) a v poznamke | 6]
je dokdzané. Ze ziadna viplne distributivna a aplna Boolova algebra nespliuje
podmienku (JD). Uréita pcdmienka, blizka podmienke (JD), vysetruje sa
v praci G. Gritzera a E. T. Schmidta [7]; ich podmienka sa tyka tie7Z ,,medzier
v ratazei R a pritom pojem maximalnosti definuji inym spésobom, ako bolo
uvedenéd vyssie.

Tato poznamka nadvizuje na élanok [5] a jej cielom je dokazat pre Boolove
algebry tvrdenic do istej miery analogické tvrdeniu vety dokdzanej v [5] pre
distributivne svizy.

Nech 8, je sviz, ktory mé najmensi prvok 0 a najvacsi prvok 1 (0 == 1),
nech B = R(0. 1) je maximdilny retazec v S;. Predpokladajme, Ze retazec R
je v sebe husty, t.j. Ze plati: ak z, y € R, x < y, existuje prvok z € R taky,
7e x < z < y. Nech M je IubovoIna neprazdna mnozina. Nech S(M) je mno-
zina vSetkych funkecii definovanych na M, ktorych funkéné hodnoty patria
do 8,. Mnozinu S(M) povazujeme za Giastoéne usporiadani reliciou = tak,
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e kladieme f < g(f, g € S(M)). ak je pre kazdé x € M f(x) < g(x). Potom S(I)
je svaz.
Nech x € 8,. Funkciu f € S(M) splitujicu podmienku

tE€Em = f(1) = x
ozna¢me f,.

Nasledujiice lemmy 1. 2, 3 st zov8eobecnenim lemm 1. 2. 6 ¢lanku |5].

Lemma 1. Nech R, = {f,, € R}. Potom R, je maximalny refazec v S(.M)
(a md za najmenst, resp. najvacsi prvok funkeie f,, resp. f;).

Dokaz. Zrejme plati f,, f, € B, a R, je retazec. Nech f€S(J). fe R,.
Rozlidujeme dva pripady. a) Existuje prvok i € M taky, Ze [(i) ¢ R. Z maxi-
malnosti retazca R vyplyva existencia prvku x € £, neporovnatelného s prv-
kom f(i). Prvky f,, f svizu S(M) st neporovnatelné. b) Predpokladajme. ze
pre kazdé ¢ € M f(i) € R. KedZe f € R, . existuji prvky <. j € I také. ze f(7) - /())-
Retazec R je v sebe husty, teda existuje x € R, f(i) < x < [(j). Prvky /. f
s potom neporoviatelné. Tym je tvrdenie dokdzané.

V dalSej dvahe povazujeme zz splnent axidomu vyberu. Predpokladajme.
7e munozina M je dobre usporiadana a 7e v tomto usporiadani M ma najvii¢si
prvok. Nech pre kazdé ¢ € M R’ je mnozina vSetkych funkeii f € S(3). pre
ktoré plati: ak j € I, potom

Joi s dG) =1 i = f(j) = 0. fi)€ER. (1)

Pozndmka. Zrejnie kazdd mnozina R md najmensi a najvicsi prvok ¢
maximéinym retazcom. Oznactme R, = u R’ (i € M).

Lemma 2. R, je maximdalny retazec v S().

Dokaz. Zrejme je f, € R, & R, je refazec. Kedze M mi najvit¢si prvok.
plati ties f; € R,. Nech prvok ¢ € S(M) je porovnatelny so vietkymi prvkami
f € R,. Dokdzeme, Ze potom ¢ € R,. a) Predpokladyyme, 7Ze existuje prvok
1 € M, taky, ze g(¢) € R. Rovnako ako v lemme 1 sa dokdze existencia prvku
I € R,. neporovnatelného s prvkom ¢. b) Predpokladajme, 7e pred kazdé i € M
plati ¢(¢) € R. Ak existuje prvok ¢ € M taky, Ze g(¢) == 0. g(i) == . existuju
prvky f. [ € R¢ také, ze f(i) < ¢(t) < f'(r). Kedze prvky f. f. ¢y st podla
predpokladu porovnateiné. plati f < ¢ < ', teda podla poznimky za lemmou 1
g€ R

Ak je pre vSetky ¢ € M g{(i) = 0 alebo g(i) = 1. nech M, je mnozina vSetkych
1 € M, pre ktoré g(i) = 0. MnoZina M, je neprazdna, kedze ¢ # f,. Nech i,
je najmensi prvok mnoziny M,. Pre j > 1, existuje f € R/, f(i)) = 1, f(j) = 0.
Kedze prvky f, g st porovnatelné a kedze g(i,) = 0, musi ¢(j) = 0. Plati teda
pre kazdé j € M

J<i=g() =1 ] =14=9(j) =0,

takze podla (1) g € R,.
Poznamka. VSimnime si dalej, ze kardinalne ¢islo retazca R; je rovné
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kardindlnemu &islu retazca R a kardindlne ¢&islo retazca R, je rovné maximu
v kardindlnych éisel mnozin B, M (ked’e retazec R je nekoneény).

Lemma 3. Nech M,, M, si mnoZiny, M, & 0 &= M,, M, n M, =0, M, u
u M, = M. Potom svizy S(M) a S(M,) x S(M), st izomorfné.

Dokaz je zrejmy. (Porov. aj [1], str. 8 (6); tam ide o izoténne funkecie.)

Lemma 4. Nech A, B, S si svizy, ktorvick najmensie, resp. najvicsie proky si
0,04, 05, resp. 1, 1,, 1q. Nech svizy N, A X B st izomorfné. Nech vo svize
A(B) existuje maximdalny retazec R,(0 , A)(BZ(()R, 1,)) s kardindlnym cislom
ky(ky), pricom ky, ky st nekonecné kardindlne &isla. Polom v svize S cxistuje re-
tazec R(0,, 1), ktorého kardindlne éislo je max (ky, k,).

Dokaz. Mnozina 4, C A X B, A, = {(«, 0,),2€ A} jeizomorfniso svizom 4,
teda v nej existuje maximalny retazec R| s najmenSim prvkom (0, 0,)
a najvicsim (1,. 0,), ktorého kardinalne ¢islo je k. Analogicky je mnozina
B,CA x B, B, = {(1,,b), b€ B} izomorfna so svizom B, teda v nej existuje
maximdlny refazec R; s najmensim prvkom (L. 04) a najviadsim (1, 1,),
pricom R, md kardindine ¢islo k,. Mnozina R} u R je potom maximilny
retazee vo svize A X B tento refazec md najmensi prvok (0,, 0,) a naj-
vitesi (1,. 1,). Retazeu R, U R, zodpovedd vo vysSetrovanom izomorfizme
vo sviize S zrejme maximalny retaze: s najmensim prvkom 0, a s naj-
vASsim L a s kardindlnym ¢cislom k&, +- &, = max (k. k).

Nech 8, je Boolova algebra vetkyceh podmunozin spoditatelnej mnoziny 4,
neeh J je idedl v S, tvoreny vietkymi konednymi podmnozinami mnoziny 4
a nech 8y je faktorovi Boolova algebra, vytvorena idedlom J na §,. Najmenst,
resp. najvacsi prvok v 8y oznaéme 0, resp. 1

Vo sviize S; neexistuje ziaden prvointerval. (Ak je totiz «, be S, a b,
existuji mnoziny @, b €8, a €a. b €b. a C b také, ze mnoZina b — a je ne-

koneénd: tedy existuje mnoZina ¢ €5, a C ¢ C b, pricom mnoZiny b c,

0
¢ asinekonetné. Ak ¢ je trieda v S, , obsahujica mnozinu ¢, plati ¢ < ¢ = b).

Nech R = R(0, 1) je lubovolny (pevne vybrany) maximalny retazec v ;.
Podla predoslého refazec B je v sebe husty. Nech k& je kardindlne cislo re-
tazea R. (Plati zrejme k =< 2¥8.)

Veta. Nech ~ je l.m(lz,m(,lne Cislo, x = k. Hwistuje Boolova alyehra I3, (ktore)
najmensi, resp. najedadsi prook oznalime f,. resp fy), pre ktord plati: kuw kaZdému
kardindlnemu ¢islu p, k << < «, existuje v B, maximdlny retazec R (f,. f,),
ktorého kardindlne é&islo je f.

Dokaz. Nech M je mnozina, ktorej kardinalne ¢islo je x. Ozna¢me (v termi-
noldgii, zavedenej pred lemmou 1, pricom S, = 8,/J, ako sme uviedli) S(M) =
= B,. Vyjadrime mnozinu M v tvare M = M, u M,, M, n M, = ), pricom
ka.rd M, = B, kard M, = x. Oznabme S(M,;) = A, S(M,) = B; najmensi,
resp. najvadsi prvok v svize A(B) oznadme rovnako ako v lemme 4.

Podla lemmy 2 v sviize A existuje maximalny retazec R,(0,, 1,) o kardi-
nalnom d&isle B, a podla lemmy 1 existuje v svize B maximalny retazec
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Ry(0,, 15) o kardindlnom ¢isle k. Podla lemmy 3 a 4 v svize S(J) existuje
retazec R,(f,, f,), ktorého kardindlne &islo je §.

Poznédmka. Pri dokaze lemmy 1 sme predpokladali, Ze retazec R je v sebe
husty. Tento predpoklad je podstatny; bez neho by tvrdenie lemmy 1 ne-
muselo platit.! Presnejsie povedané: ak M obsahuje viac ako jeden prvok a ak
retazec R nie je v sebe husty (t.j. obsahuje ako podmnoZinu prvointerval),
retazec R,, zostrojeny v dokaze lemmy 1, nie je maximdlny. Ak je totiz
a, b€ R a ak je prvok a pokryty prvkom b, rozdelime mnozinu M na dve
neprazdne navzajom disjunktné podmnoziny M, M, a utvorime g € S(M)
tak, Ze poloZzime ¢(i) = a pre 1 € M,, g(3) = b pre 1 € M,. Potom f, < g < f,,
g € R, a funkcia ¢ je zrejme porovnatelnd s kazdou funkciou refazca R,.

Nasledujice lemmy moézu prispiet k rieseniu otazky: aké poradové typy
maximalnych retazcov sa vyskytuji v danej Boolovej algebre.

Lemma 5. Nech je S, lubovolnd Boolova algebra, ktord obsahuje aspor dva
proky a v ktorej meexistuje Ziadny prvok pokryjvajict prvok 0 (t.]. neexistuje
Zladny atém). Nech R = R(0, 1) je maximdlny retazec v S,. Refazec R je v sebe
hustyj.

Dokaz. Predpokladajme, ze @, b € B, a < b. Nech a, je relativny komplement
prvku a v intervale <0, b). Ak je a = 0, podla predpokladu b nie je atém
v 8, teda existuje c €8, ¢ <c¢ < b. Ak a 5= 0, potom 0 < @, < b. Existuje
prvok ¢;, 0 << ¢; < a,. Oznatme a U ¢, = ¢.' Z predoslého vyplyva a << ¢ < b.
Teda prvok a nie je pokryty prvkom b.

Z lemmy 5 vyplyva, ze vo vyssie dokdzanej vete by sme mohli vziat za
vychodisko uvahy namiesto tam pouzitej Boolovej algebry S, Iubovolni
Boolovu algebru, ktord neobsahuje ziadny atém a ktord ma viac ako jeden
prvok. (Vyznam znaku k& by sa potom, prirodzene, zmenil.)

Pre aplné Boolove algebry plati tiez obratenie lemmy 5.

Lemma 5. Nech v dplnej Boolovej algebre S existuje atom. Potom kaidy
maximdalny retazec R(0, 1) v S obsahuje prvointerval.

Doékaz. Nech su splnené predpoklady lemmy, nech @ je atém v S. Pripad
a == 1 je trividlny. Oznaéme

A= {x€R, xna= 0}, B={xeR, xna-k=0;.
Kazda z mnozin 4, B je neprazdna, kedze 0 € 4,1 € B. Nech a’ je komplement
prvku a. Pre x€ A4 plati x = (xnae)u(rna’)=2xna’, v <a', a pre
z € B je x = a. Oznatme
@, = sup 4, a, = inf B.

Kedze R je maximdalny retazec, musi byt a,, a, € R; dalej je a; < a’, a < a,,
takze musi byt tiez @, < a,. Ak by existoval prvok ¢ € S, @, < ¢ < a,, muselo
by platit ¢ € B(0, 1), ¢ € A, ¢ € B, do je spor. a dokaz je ukondeny.

1 Na tuto okolnost ma upozornil prof. Jerzy l.oS.
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Z postupu dokazu sa lahko zisti, Ze prvointervaly <0, a>, {a,, a,> st
projektivne (dokonce transponované). Nech M je mnozina vSetkych atémov
tiplnej Boolovej algebry S, nech R(0, 1) je maximalny retazec v S. Kazdému
atomu m € M je podla predoslej lemmy priradeny prvointerval

m —<{am, a¥y C R0, 1).

Ak by dvom rdéznym atémom m,, m, ¢ M bol tymto spoésobom priradeny
ten isty prvointerval retazca R(0, 1), podla predoslého boli by prvointervaly
{0, my>, <0, myy navzajom projektivne, ¢o viak nie je mozné. Tym sme dokazali
nasledujicu lemmu:

Lemma 5. Nech M je mnoZina vietkiich atimov wuplnej Boolovej algebry S,
nech R(0, 1) je maximdlny retazec v S a nech M, je mnoZina vsetkiyjch proointer-
valov refazca R(0, 1). Potom plati

kard M << kard M, .

Ak by sme do lemmy 5" namiesto vyrazu ,,v dplnej Boolovej algebre
polozili vyraz v aplhom distributivnom svize', dostali by sme nesprivne
tvrdenie. Dokdzeme to na nasledujacom priklade:

Priklad 1. Nech 8, == {0,a}, a > 0. S, = (0,1)> (interval realnych ¢isel
s obvyklym usporiadanim), §; = 8; x &,, § =8, u {I} priéom pre prvky
x, y €N, ostava v S rovnaké ciastoéné usporiadanie ako v S, a pre kazdé
x €8, kladieme x < 1. Zrejme je S uplny distributivny sviz. Vo sviize S
existuje prvointerval (tvoreny prvkami (0, 0) a (a, 0) a pritom mnozina

R — {(0,2), € <0,1); u {1}

je maximalny retazec v S, v ktorom lezi najmensi i najvacsi prvok svizu S
a ktory neobsahuje prvointerval.

V lemme 5 nemdzeme vynechat predjoklad o dplnosti Boolovej algebry S:

Priklad 2. Nech 8§, je Iubovolna Boolova algebra, pre ktora plati:

a) v 8, neexistuje atém,

b) v S, existuje maximalny retazec R,, obsahujieci najmensi i najvicési prvok
svizu S,, a retazec R, nie je aplny.?

Podla lemmy 5 retazec R, je v sebe husty. Podla predpokladu sa da retazec
R, rozlozit na siéet dvoch neprazdnych disjunktnych podmnozin A, B tak,
ze pre kazdé x € A, y € B plati « < y, pricom v mnozine A neexistuje najvacsi
prvok a v mnozine B neexistuje najmensi prvog. Nech &) ma rovnaky vyznam
ako v priklade 1. Oznaéme S8 = 8; X S,; § je Boolova algebra obsahujtica
atom (a, 0). Nech

R = {0, x), x € A} U {(a, ), x € B}.
Llahko sa preveri, Ze R je maximalny refazec v S, obsahujdci najmensi i naj-

r

2T, . R, nie je aplny sviiz.
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vadsi prvok svizu . Dalej je retazec R, izomorfny s retazcom R, teda podla
lemmy 5 v retazci R neexistuje prvointerval.

Zostava eSte otazka, ¢i existuje Boolova algebra S, ktora by mala vlastnosti
a), b), uvedené v priklade 2. DokaZeme najprv, Ze plati:

Lemma 6. Nech S je sviz, ktory md najmensi prvok 0 a najedadési 1. Ak sviz
S mae je duplny, potom existuje maximalny refazec R(0, 1) v S, ktory nie je iplny.

Doékaz. Nech sa splnené predpoklady lemmy, nech sviz S nie je uplay.
Potom existuji mnoziny 4, BCS také, ze A(B) je mnozina vietkych dolnych
(hornych) ohrani¢eni mnoziny B(4) a pritom v mnozine A(B) neexistuje
najvicsi (najmensi) prvok. Vnorme sviz § do uplného sviizu S’ pomocou
konstrukeie, opisanej v [1], str. 58—59 (,.Dedekindove rezy). V sviize S’
existuje prvok z’ taky, Ze plati

sup 4 = 2’ = inf B,

x€S, x<x'(x>a)=>rwvedeb).

Uvazujme ¢iastodéne usporiadantt mnozinu P = S u {2’} (s Giastoénym uspo-
riadanim ako v 8’). Podla [1], kap. LI1, § 6 v P existuje maximalny retazee I,
obsahujpiei prvky 0, @', 1. Lahko sa preveri, Ze mnozina R = R -~ {2} je
maximalny refazec v § a Ze tento refazec nie je Gplny.

Teraz zostrojime:

Priklad 3. Nech M je mnozina vsetkych dvojic {x, y) redlinyeh ¢isell pre
ktoré 0 <<
ziny M, ktoré st aleho najviac spoditatelné, alebo ktoryeh komplement je

< 1, 0 =7 y == 1. Nech 8, je systém vSetkych podminozin mno-

najviac spoditatelny. 8, je Boolova algebra. Nech J je idedl v S tvoreny
vietkymi koneénymi podmnozinami mnoziny M. Oznadme S, — S/J. Tricdu
v S,. obsahujtca prvok z € 8, oznadime z. Lahko sa zisti. Ze v S, neexistuje
atom.

Ak z,. z, € §;, potom zrejme plati

< zp <z — zy €. (2)

oy

> v/ ) Ve b PO
Nech Y je spotitatelna mnozina, ¥ C€<0,1>. Nech pre « € 050 a(x) = {(x. y).

yery, 4= la@, zeo. o)

Predpokladajme, ze by S, bola iplnad Boolova algebra. Potom by mnozina
A C S, mala supremum v S,:
§ = U a(x). (3)

. . 1
Nech a € S;, a €s. Podla (3) a (2) plati pre kazdé x € <0, o D
a(x) —qe€.J,

1 .
teda a(x) N a =+ 0. KedZe pre Z1: %2 E<(), - x, = x, plati a(x,) N a(x,) = 0,

N
2./’
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mnozina @ je nespodéitatelna. Z toho vyplyva, Ze jej komplement a’ je najviac
o , " " 1 . .
spocitatelny. Teda existuje spoditatelnd mnozina b Cc = \/) , l> X <0, 1) taka,

zebCalatedaticzhbna=1>0 0<b < (znakom 0 tu oznatujeme najmensi

prvok v S,).

1 e
Pre kazdé x €<<O, 2/> plati b N a(x) = 0, b n ¢(x) = 0; z nekonednej distri-

butivnosti (porov. [1], str. 165) dostavame
bna-=>bn (u 2;_(95)) —u(bn a(}rj)) = 0.

Tym sme dosli ku sporu. Teda sviz S, nie je uplny.

Podla lemmy 6 sviz S, splituje podmienku b), uvedent v priklade 2.

Pozndamka. Fxistencia Boolovej algehry s vlastnostami a), b) z predoslého
prikladu 2 vyplyva tiez z vysledkov prace |10] (porovnaj hlavne pozn.'') pri
pouziti lemmy 6.

Poznamka. Nech <a, by, <c,d> st intervaly distributivneho svizu S,
b e, a-t boce d Potom intervaly <a, b, <c, d) nemozu byt projektivne.
(Al by totiz tieto intervaly boli projektivne, existovali by podla [1], kap. X,
§ 13, Ex.4a prvky a, v €8 také, Ze by olatilo

¢ = (@Uu) N, d = (buu)nnr

7 toho vyplyva o = d, takZze v = a. v = b o z distributiviosti dostavame

c==a U (un o), d=Dbu(unw).

v

Podla prvej z predoslych rovnosti je v no = ¢, teda b U (u N w) < ¢, ¢im
sme doshi ku sporu.)

Lemma 7. Nech R(0. 1) je mazximdlny retazec v Boolovej algebre S, nech znaky
e
)

My, M maji rornalky viznam ako v lemome 5. Polom

kard M, < <ard M.

Ddkaz. Nech p = <a, b je Tubovolny prvointerval retazca £(0, 1). Nech o’
je komplement prvku a. Potom prvok ¢ = b na’ je atom, kedze intervaly
<0, ¢ a. by s transponované. Priradenie

p —> 7 (1—)

zobrazuje mnozinu M; do mnoziny M. Ak p, p’ € M, a ak je v uvazovanom
priradent
P JAE

potom st podla predoslého prvointervaly p, p’ navzajom projektivne, takze
podla predchidzajicej poznamky p = p’. Z toho vyplyva, Ze zobrazenie
je prosté. Tym je tvrdenie dokazané.

3 Kedze a’ jo najviac spoditatelnd mnozina, musi byt aj o’ N ¢ najviac spocitatelnd
mnozina, teda @ N e je nespocitatelnd mnozina.
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Z lemmy 5” a 7 vyplyva
Lemma 8. Nech R(0, 1) je maximdlny retazec v iplnej Boolovej algebre S.
nech znaky M,, M maji rovnaky vyznam ako v lemme 5°. Potom plati

kard M, = kard M.

Nadvizujic na terminolégiu, pouzivani v [8] a [9] budeme hovorit, Ze
intervaly <a, b), {c, d) sviizu S si zdola priamo podobné, ak existuje interval
{u, v> CS taky, ze plati

anv=w% aUv=b cnNnv=wu cUv=4d.

Hovorime, ze vo svize S je splnend veta Jordan— Hdélderova s dolnou podob-
nostou prvointervalov [struéne: veta (JH)], ked plati:

Ak Ry(a,b), Ry(a,b) simaximdlne retazce vo svize S aak M, ,resp. M, je mnoZina
vletkajch prvointervalov retazca Ri(a, b), resp. Ry(a, b), cxistuje jedno-jednoznadné
zobrazente mnoZiny M, na M, také, Ze intervaly, ktoré si navzdjom prislichaji
v tomto zobrazeni, si zdola priamo podobné. (Porov. (9], def. 1.1.)

Poznidmka. Ak 0 je najmensi prvok svizu S a ak kazdy z intervalov
{a, by, <a’, b"> je transponovany s intervalom <0, ¢}, potom intervaly (a. h*.
a', b'> s zrejme zdola priamo podobné.

Lemma 9. Nech S je iplnd Boolova algebra. Potom v S je splnend veta (JH).

Doékaz. Nech a,b €8, a < b. Potom sviz S; = <«a, b) je iplnou Boolovou
algebrou. Nech B, (a, b), R,(a, b) st maximalne retazce v S|, nech M je mnozina
vsetkych atémov v S;. Nech M,, resp. M, je mnozina vsetkych prvointervalov
retazca R,(a, b), resp. Ry(a, b). Podla dokazu lemmy 7 existuje prosté zobra-
zenie mnoziny M, na mnozinu M

ay, by —¢ ()

(Ka,, by € My, c€ M) také, ze intervaly (a,, b>, {0,c¢> si transponované.
Podla dékazu lemmy 5” existuje prosté zobrazenie mnoziny M na M,

c—da, b (6)

(ceM, (a',b'>€e M, také, ze intervaly <0,c), <a’, b'> st transponované.

Zobrazenie
lay, by —a’, b (7)

mnoziny M, na M,, vzniknuté zloZenim zobrazeni (5). (6). je zrejme prostym
zobrazenim M, na M,; podla uz dokdzandho a podla poznamky pred lemmon 9
intervaly, ktoré si navzajom prislichaju v zobrazeni (7), st zdola priamo
podobné.

Poznamky.

1. Netplna Boolova algebra nemusi spliiovat vetu (JH). (Porovnaj priklad 2.)

2. V préci [9] sa vySetrovala platnost vety (JH) pre svizy, ktoré nemuseli
byt Boolovymi algebrami. Z vysledkov prace [9] (porov.[9], veta 1.11) ne-
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vyplyva lemma 9, kedze tplna Boolova algebra nemusi spliiovat podmienku
oznadovanu v [9] ako podmienka III (porov. [9], definicia 1.8).
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Doslo 26. 4. 1958,
Katedra matematiky a deskriptivnej geometrie
Vusokej ékoly technickej v Kosiciach

O HEITAX B BYJEBLIX AJ'EBPAX

SH SIRYDBb IR
BuBojin
Hycrn S — crpyrrypa. Henn B CS masnBactes MakeuMaabioii B S, eC/0t sl Ram 0l

neun RS us coornonemitst B € R soreracr 12 = R, Ecint M — MuoxecTBo, obosmawur,
yepes kard M wapiHa/ibnoe yneso MOxeCTBa M.

Hyern Sy — OydaeBa aareOpa. 00pasoBalIIa L BCCMM 1O MHOMKCCTBAMM CUCTHOI'O MUO-
weerBa A, nyern J — wjcan B Sy, 00pasoBaHLIA BCEMH KOHCUIILIMU 10, IMHOMKCCTBAMIT

uz A, S = So/J. llyern B — makcumannuast nean B S, k = kard R.

Teopema. llyerh & — wapauHainHoe umeso, « = k. CymectByeMm OyieBa amreOpa Sy
TAKasT, UTO JUIH KAAJI010 Rap,IMHUILHOro wicaa 5, k < f < o, cyHmiecTByCM MaKCHMATLIAS
nens RgcSq, juist koropoit kard Ry = .

Jlasiee JOKABLIBAIOTCST YTBCPHICHUSI

Hyern B Oyaesoit asrebpe S me cymecersyer atoM. Torya B MaxkcnMmaurbuoit rein RS
HC CYHICCTBYCT HPOCTLIT HHTCPBAII.
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Iycrn R — MakcnMa/bHass 1ens B no.rmoit Oysienoit asreope S. Hyers M - MHOMCCTBO
BCCX aTOMOB B S u M, — MHOMCCTBO BeeX HpocTuix wntepsasion ienn R, Tora kard M =
= kard M, .

IToeTpoelr npuMep NMoHO| JICTPUOYTHBHOI CTPYRTYpPLE S ¢ MarCHMaILHOW 1eneil R C N
Tak, 4ro B S cymecTsier atoM M B R me cynteetByer npoceTnii imrepsact. Jlasiee noetpoen
npiMep 1e noqnoit OysiaeBoit aareOpsr S ¢ MarcuMaTLHOI Heneir RS tag, uro B S cy-
HICCTBYCT ATOM 11 B R HC CYHICCTBYCT HPOCTHLIT STHTCPBAL.

UBER KETTEN IN BOOLESCHEN VERBANDEN
JAN JAKUBIK

Zusammenfassung

S sei ein Verband. Eine Kette R c S ist maximai in S, wenn fir jede Kette £, N
aus der Beziehung R c R, dic Gleichung R - - 12| folgt. Wenn M S, bedeutet kard 31
die Miachtigkeit der Menge M. Wenn «a, b €5 benachbarte Elemente sind, @ -2 0, sager
wir, daf3 <@, > cin Primintervall in S ist.

s sei &y ein Boolescher Verband, der von allen Untermengen einer abzihlb:oen
Menge A gebidet ist. J sei der ldeal aller endlichen Unternmnengen von 1, S Nyl
R sei eine belichige maximale Kette in S, & kard 2.

Satz. Fir jede Michtigkeit «, x = k ¢ibt ¢s cin Boolescher Verband S mit dicser
Eigenschuft: zu jeder Michtigkeit 8, £ <7 f - x, existiert in S cine maximale Kettoe 775,
kard R, = f.

Weiter werden folgende Behauptungen bewiesen:

Wenn in einein Booleschen Verband S kein Atom existiert, dann ist jede maximale
Kette £2¢S in sich dicht.

Wenn in einem vollstindigen Booleschen Verband S cin Atom existiert, dann zibt
es in jeder maximalen Kette R ¢S cin Primintervall.

185 sei 12 eine maximale Kette in einem vollstiandigen Booleschen Verband S, Fs sei M
die Menge aller Atome in S und es sei M, die Menge aller Primintervallen der Kette R,
Dann gilt

kard M - kavd M.

Ios wird ein Beispicl eines vollstandigen distributiven Verbandes S mit einer maximalen
Kette R ¢S konstruiert, wobeiin 8 ein Atom existiert und in R gibt es kein Primintervall.
Weiter wurde ein Beispiel eines (nicht vollstiindigen) Booleschen Verbandes S mit ciner
maximalen Kette £ ¢S konstruiert wobei in & ¢in Atom enthalten st und in ¢ gibt es
kein Primintervall.
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