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\JA TL.MA 1'ICKO-FYZI K A L N Ý ČASOJUS SAY. hi. 1. HK.r. 

ÜBER DIE EIGENSCHAFT VON DARBOUX FÜR FUNKTIONEN 

A1HSLAV M I Š Í K , Brat i s lava 

1. Als die Eigenschaft von Darboux der Funktionen einer reellen Variable 
nennt man gewöhnlich folgende Eigenschaft: 

(L) hJs seien, a, b und c solche Zahlen, daß f(a) < c < f(b) gilt, dann existiert 
eine Zahl £ e (min |ft. b], max {a, b}) für welche /(£) -- c ist. 

Eine andere Formulation. welche mit der Formulation (I) äquivalent ist, 
ist diese: 

(JI) Eine Funkt ion/e iner reellen Variable hat die Eigenschaft von Darboux 
dann und nur dann, wenn das Bild bei / einer zusammenhängenden Menge 
eine zusammenhängende Menge ist. 

Diese Formulation häni>t damit zusammen, daß die Intervalle und die Mengen 
mit einem einzigen Funkt die einzige zusammenhängende Mengen in (---- co, co) 
sind. Aber die offenen Intervalle bilden in ( x>, co) eine Basis offener Mengen 
und darum können wir die Eigenschaft von Darboux auch folgendermaßen 
formulieren: 

( I I I ) Eine Funktion / hat die Eigenschaft von Darboux dann und nur dann, 
wenn für jedrs offenes Intervall J. für jede zwei Zahlen x, y c J (l) und für 
jede Zahl c mit dvr Eigenschaft f(x) < c < f(y) ein | e - J so existiert, daß 
/(-?) --- <• ist. 

Die erste Delinition ist darauf gegründet, das der Delinitionsbereich eine 
geordnete Menge ist. J)ie zweite Definition ist auf dem Begriff zusammenhän
gender Mengen gegründet. Aber die Struktur der zusammenhängenden Mengen 
in ( x \ yj) ist sehr einfach. Wenn wir für den Deünitionsbereich kompli
zierte Bäume nehmen werden, dann ist es vorteilhaft in der Definition (II) 
nur einige der zusammenhängenden Mengen nehmen. So macht es C. J. Neu-
g e b a u e r in [1 ], als er in der Formulation der Delinition (II) verlangt, daß 
das Bild jeder Menge von Darboux zusammenhängend ist. Der Autor geht 
im Artikel \2\ aus der dritten Formulation bei der Formulation der Eigen
schaft von Darboux der Funktionen die auf einem topologischen Raum definiert 

(!) ./ bedeu tet die abgesch lossene Hülle von J. 



sind, aus . W e n n wir dessen bewuß t sind, daß die offenen. In te rva l l e im (— x . J.) 

eine Basis offener Mengen bilden, dann können wir in der Definition ( I I I ) 

das Sys tem offener In te rva l le durch eine Basis offener Mengen erse tzen. Je tz t 

übergehen wir zu zwei äqu iva len ten Definitionen der "Eigenschaft von Darboux 

der reellen F u n k t i o n e n , die auf einem topologisehen R a u m definiert sind. 

2. E s sei ./] eine Basis offener Mengen in einem topologisehen R a u m X. 

Eine Menge A c= X nennt man eine Menge von Darboux bezüglich der Basis V 

dann und nur dann, wenn 

(1) zu jedem x e A ein solches ß e :j existiert, daß x e H und B c= A ist, 

(2) für jedes Paar von Elementen x, y e A endlich viele solche Mengen Q\, 

Q-2: • •., Q< existieren, daß x e Q{, y e Q.<, Q,- CT.- A für i ^ 1.2, . . . . >\ Q; n Q>, i 

0 (2) für i —- 1, 2, . . . , -v 1 und B> c- Qf c- !>f für i —_ l , 2, >• für ge

eignete Mengen ß\, B±, . . . , Bs E/A gilt. 

Leicht beweist man , daß diese zwei Definitionen der Eigenschaft von Dar

boux äqu iva len t sind: 

(IV) Eine reelle Funktion, /reiche im topologisehen Ha um X dcjin'arf •*/. 

hat die Eigenschaft von Darboux bezüglich der Basis ./J. wenn dan Bild ron j<d< r 

Menge von Darboux bezüglich der Basis .-'<? zusammenhängend isf. 

( I I I ' ) Eine reelle Funktion f, die im topologisehen Baum X auf niert !V. hat 

die Eigenschaft von Darboux bezüglich der Basis ./>, icenn für jede* A e ZI urat 

jede x, y e Ä und jedes c mit der Eigenschaft f(x) r c -- fiy) (in solches $ - A 

existiert, daß f(t-) c ist. 

Es soll die F u n k t i o n / die Eigenschaft von. Darboux im Sinne ( I I ' ) hahon. 

Es sei A £•/}, x, y e Ä und c so, daß f(x) < c < / ( / / ) ist. Weil A '< {x. //} eine 

Menge von Darboux bezüglich der Basis -^ ist, gilt es, daß f\x). fiy) — 

<=^f(A U {x, //}) und also (f(x), f(y)) ^f(A) ist. Dann exist ier t ein £ E A so, 

daß / (£) — c ist. Dami t haben wir festgestellt, daß die F u n k t i o n / auch die 

Eigenschaft von Darboux im Sinne (TT I') ha t . 

Es soll j e tz t die F u n k t i o n / die Eigenschaft von Darboux im Sinne von 

( I I I ' ) haben . Es sei A eine Menge von Darboux bezüglich der Basis ./; 

u n d es seien c\ < c<i solche Zahlen, daß c.\, t> £,f(A) ist. Dann exis t ieren zwei 

solche P u n k t e x, y e A, daß fix) — C\ u n d /(//) ----- c« ist. Dann exis t ier t ein 

solches endliches System {Q\, Q-z, ..., Q*} von Mengen, daß xe-Qi. / / e ( / , 

Q> n ö / . i 0 für i ^ 1, 2 s -- 1 und Q; c= A, B{ cz. Q; c= Bt- für i -

1 .2 , * und für geeignete Mengen B^ , B», ..., Bs aus ./> ist. Es sei x, 
E:QiC\Q-n\ für i = 1, 2, . . . , s — V Aus der Eigenschaft (UV ) geht hervor , 
daß (min \f(Xi), f(xM)}, m a x {f(xt), f(xf ,.}) c-/(/,',• ,) ^ f(A) für i 0, 
1, 2, . . . , 6' -- 1 ist. Dabei vers tanden wir x un te r .r<, und // un t e r .r<. Daraus 

(-') Das Zeichen 0 bedeutet, die leere Menge. 



folgt je tz t , daß <Ci .C2> c = / ( ^ ) ist. Also ist das Bild von A b e i / e i n e zusammen

hängende Menge. 

0 . J . Neugebauer definiert in dem Art ikel [1] die Mengen von Darboux nur 

für den Fal l , daß X der n-dimensionaJer euklidischer R a u m u n d die Basis /> 

das Sys tem aller offenen In t e rva l l e im H-dimensionalen euklidischen R ä u m e 

ist. In dem weiteren werden wir die Definition ( I I I ' ) benü tzen . 

3. E> sei (X?)?cA ein Sys tem topologischer R ä u m e . E s sei A" das topologi-

sche P r o d u k t von topologischen R ä u m e n X& für XeA. F ü r jedes / E A soll 

T;. die Projekt ion von dem topologischen P r o d u k t X auf X?. bedeu ten , d. h. 

für jedes x e X TT?.(X) -= x?, wobei xx die / - K o m p o n e n t e von x ist. Es sei 

./)•. eine Basis in dem R a u m X?. für X E A. Dann bi ldet das System {B : B c= X, 

für weiches eine endliche Menge Aß o- A so exis t ier t , d aß JIA(B) ----- X?. für 

X E A Ar, und x,\(B) e /4?. für X e Af> ist} eine Basis im topologischen P r o d u k t 

A". Dieses Sys tem bezeichnen wir als .#. Es sei / eine F u n k t i o n welche auf A' 

definiest ist. Es sei x -•- (x?)?c , E X und es sei XQ E A. Dann verstehen wii' 

un ter einer Menge A.,.?o die rIVilmenge des P roduk tes X für die rr?XX.r.?.n) -

x?_ für X X(). XEA u n d :T;.(!(AV.;M)) = Ar;.o ist. Die partielle Funkt ion von 

der F u n k t i o n / a u f der Menge A/r,/„ bezeichnen wir du rch /x<;0 . 

Satz 1. Es sei A eine endliche Menge. Es sei ?JA' = {B : B e >/J, wobei An 

A ist}. Dann ist J/f eine Basis im X. Es sei f eine Funktion, die auf denn 

topologischen Raum X definiert ist« und für jedes xeX und jedes Xo E A soll 

die Funktion ft• . ^ ( J T ^ 1 ) die Eigenschaft von Darboux bezüglich der Basis ./J}^ 

haben. Dabei soll TT?Ü
] die Funktion bedeuten, welche dem Punkt z E A / O das 

in rase Bild von z im Kr,;,,, zuordnet. Dann hat die Funktion f die Eigenschaft 

ron Darboux bezüglich der Basis yj'. 

B e w e i s . Fs sei B e ->f, x, y e B und c eine Zahl für die f(x) < c < / ( / / ) 

gilt. Zuers t beweisen wir, daß zwei solche P u n k t e u, veB existieren für die 

f(u) < c <f(r) gilt. Es sei x --= (x?)?( A und // =•- (y?)?x .,. Es sei rr?.(B) 
/>;. e •$} für ;"e los X eA. D a n n ist x?. und //;. aus B?. für jedes X e A. E s sei 

.1 {X\, /:>, . . . , Xn). Wir bezeichnen durch ,r(1) --= (x{]))?f , den P u n k t Wir 

d m x\]) •-•- x?. für X / Xx u n d x^ = y?) ist. Es ist ev ident , daß .r(1) e // n 

O A r > iht. Die Funlv t ion/ r . ; . (rr; ') h a t die Eigenschaf t von Darboux bezüg

lich der Basis -'/\. I n jedem Fal l , ob /(><»>) <; c oder /(:r (1 )) > r gilt, exi

st ier t ein solcher P u n k t ,r<J) -.= (.Tn)) / ( r l für den xSl) = x?. für A / - / r u n d 

.r(.n c- BA und f(xi])) < c ist. J e t z t gehen wir von dem P u n k t .r<n e /> aus 

und machon dasselbe für die K o m p o n e n t e A2. Das bedeu te t , daß wir den 

P u n k t x{'1] ('4~)/.( i s o kons t ru ie ren , daß xS^ — r^n für /l / X» u n d .r^' 

//.;. ist. Es ist evident , d a ß xS+) e / i n J , ^ ist, Die Funk t ion f;\[ (TI?
 ]) 

ha t die Eigenschaft von Darboux bezüglich der Basis .JA}^ also exis t ier t ein 

solcher P u n k t ,?<:-> -_, (xf)?l A, für den x^ -= xf für X / / L > , .T^ e />\. 
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und f(x{1)) < c gilt, Es gilt schon, daß , < j <: BK und /?f t- /l- K Wenn wir 

diese Be t rach tung wiederholen, bekommen wir einen P u n k t a eB für (UMI 

/( / /) < e i s t . Analog können wir einen P u n k t v e B konstruieren für d e n / ( v ) , -

~> c ist. Wir müßen nur aus dem Punk t // herausgehen. Wir bezeichnen u,0) 

u (< ! ))A , i und ti("] v (H',"^-^. i- Wir führen jetzt folgende P u n k t e 

>f{l) (^;.;));v i ffu' <' k 2 " 1 so ein daß für sie folgendes gilt: 

u{l [) - ul
?
n für / / ll[{ und >^\]) •- 4 ' / für / - 0, 1. 2 // 1. Für 

sie gilt u0) c B für i --=.- 0, 1, 2, . . . , n. Weil / ( M ( Ü ) ) < f. • f(i<{>>)) ist. exis t ier t 

eine solche Zahl ;/ e [0, F 2, . . . . /* -- 1J? daß f(n^) < c < / ( « < ; + 1 ) ) ist. Aus 

der Ta t sache , daß die F u n k t i o n f{j\ (rt;.1) die Eigenschaft von Darboux 

bezüglich des Sys tems ^ ; .^ ha t , geht die Existenz eines solchen Punk te s 

.J'eI^. hervor , für den f{j\n (:i?[;\j') -••- c ist, Also für di^n P u n k t $ 

-. ( l ; . ) / r / 1 , wobei $;. --- u{/] für / / Aj I und ;̂, , --- £' ist, gilt die (de ichung 

/ ( f ) --•- c. Damit ist der Satz bewiesen. 

Wenn A'; e •/>?. ist, dann ist das System ./)' aus dem Satz 1 gleich /). Der 

Satz 1 ist nicht r ichtig, wenn die Menge .1 eine unendliche Menge ist. Das 

geht aus diesem Beispiel hervor: Es sei d e i n e abzäh lbare Monge und X;. •-- (0,1) 

für jedes / e J . Es sei für jedes / eA ^ ; . das Sys tem aller In te rva l len , welche 

im (Od) en tha l t en sind. J e t z t definieren wir die F u n k t i o n / folgendermaßen: 

f(x) 0, wenn x^ A, x - (x?)/l( , und .o. \ nur für endlieh viele ?. e A 

gilt und f(x) - 1 ist, wenn r e A, „r ----- (x})?t , und ,r,;. .1 für unendl ich 

viele / (•: A gilt. Es ist evident , daß A e-/i ist. Die Funkt ion / n i m m t nur zwei 

Worte an und d a r u m kann sie nicht die Eigenschaft von Darboux bezüglich 

der Basis ,/j haben. Für jedes xeX und jedes /.<> /A gilt folgendes: wenn 

/(.r) 0 ist, dann ist fx:,(^}fz) .-:.- 0 für jedes : G L ; wenn /(.-•) I ist, 

dann ist /",,; (y?
lz) - 1 für jedes ZGX^. Daraus folgt, daß für j(nlos X •- X 

und jede.- /.u t-A die F u n k t i o n / , . ; (.T; ') die Eigenschaft von Darboux bezüg

lich der Basis ^/;, ha t , 

Wir möch ten darauf aufmerksam machen, daß die Funkt ion / . welche auf 

dem topologischen Produk t A' definiert ist, die Eigenschaft von Darboux 

bezüglich der Basis //] haben könnte , aber einige von den Funkt ionen / . : < ') 

haben n icht die Eigenschaft von Darboux bezüglich der Basis •/)}., siehe zum 

Beispiel [1]. Der Satz l für den Fall X - hlN und für die Basis aller offenen 

In te rva l le ist im Artikel [ 1 | . 

4. I n der Arbei t (1] sind verschiedene Beispiele von Funk t ionen , welche die 

Eigenschaft von Darboux bezüglich der Basis alle, offenen [nterval le haben 

angeführ t . Wir zeigen hier nur , daß die Funk t ion von zwei reellen Variablen 

f(x, y) welche die Eigenschaft von Darboux bezüglich der Basis aller offenen 

In t e rva l l e als F u n k t i o n von x bei j edem y und auch als Funk t ion von // bei 

j edem x ha t , die Eigenschaft von Darboux bezüglich der Basis aller sphär i 

schen Umgebungen als Funk t ion von x u n d // ha t . Es sei K eine beliebige 
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sphär ische Umgebung . E s soll (^i , y\) u n d (X2, ^2) aus K u n d c eine solche 

Zahl sein, daß f(x\, y\) < c <f(x2, 2/2) iat. Wegen der Eigenschaf t der Funk

tion /(.r. //) können wir die P u n k t e (x\, y\) u n d (X2, 2/2) so wählen, d a ß beide 

aus A sind und für sie die Ungle ichung f(x\, y\) < c < / ( ^ 2 , #2) r ichtig ist. 

Wenn die P u n k t e (x\. y\) und (X2, 1J2) auf einer Parallele en tweder zu d(?r 

Aclise x oder zu der Achse y liegen, d a n n geh t aus der Eigenschaf t der Funk

tion / hervor, daß ein solches (£, rj) e K exis t ier t , für d a s / ( f , y) ------ c ist. W e n n 

die P u n k t e (x\, }/\) und (X2, IJ2) n icht auf einer Paral lele en tweder zur Achse 

x oder zur Achse // liegen, d a n n liegt mindes tens einer der P u n k t e (x\, 1/2) 

und (.r>, y\) im A\ Es sei zum Beispiel (x\, 7/2) e K. Dann gilt en tweder f(x\, 

t/2) (' oder /( j ' i , 1/2) > c. I m ersten Falle exis t ier t se lbs tvers tändl ich ein 

solches £ G .vi, ^2). wenn x\ < x'2 ist und £ e ( # 2 , ^ i>- vvenn #2 < x\ ist , 

für das / ( £ , //o) -̂ -. c und (f, 1/2) G K ist. I m zweiten Falle exis t ier t ein solches 

// 1; (min{//1, //o}, max{//1, H2}) für d a s / ( # i , ?j) = c und (x\, rj) e K ist. 

( \ J Neugebauer h a t bewiesen (Satz 10 aus [1]), d a ß die app rox ima t ive 

Ablei tung einer" Funk t ion von zwei reellen Var iablen, welche als F u n k t i o n einer 

reellen Variable bei festem Wer t der zweiten Var iable a p p r o x i m a t i v s tet ig 

ist. die Eigenschaft von D a r b o u x bezüglich der Basis aller offenen In terva l le 

in zweidimensionalem euklidischen R a u m ha t . Frier werden wir einen analogen 

Satz über partielle Ablei tung nach einer Var iable beweisen. I n unserem Fall 

ände r t sich die zweite Variable in einem al lgemeineren R a u m . 

Fs sei y ein solcher vol ls tändiger metr ischer R a u m , in dem eine Basis M m i t 

folgender Eigenschaft exis t ier t : 

1. 7m jedem x e. F und zu jeder offenen Menge 0, welche durch die Relation 

x •: O rerbariden sind, existiert ein B e ^ für das B er 0 und x e B — B ist. 

2. Für jede* B e -J/) und für jede Zerlegung B auf zwti nicht leere disjunkte 

Mengen A\ und A2, B ----- AY U A2, für welche P n B c= A\, bzw. P n B c= ,42 

/.s7, trenn. (1 er- A\ bzic. C er Ao und C e -^ ist, sind die Mengen A n A% 

und A 1 H / f nieiit leer (:J). 

Z u m Beis|)iel im u-dimensionalen euklidischen R a u m En haben die Basis 

aller offenen In te rva l le als auch die Basis aller sphär ischen Umgebungen die 

Figensehaft 1. und 2. (siehe [2]). Wir möch ten bemerken , daß das Pos tu l a t 2. 

s t ä rker als das Pos tu la t von Zusammenhäng igke i t ist. 

Wenn nämlich B e M n ich t z u s a m m e n h ä n g e n d wäre, d a n n m ü ß t e B -----

()} U O2 sein, wobei 0\ und O2 re la t iv bezüglich zu B offene zu e inander 

d i s junk te Mengen sind. Dann gilt für jedes C e M mi t der Eigenschaft C m ()\ , 

bzw. C m Oo, P n B er. (\ n B = 0\, bzw. P n B er O2 n B = 0>. Also die 

Mengen ()[ n (U und 0\ n ()'., sollen nicht leer sein. Das abe r widerspr icht der 

A n n a h m e , daß 0\ und (h re la t iv offen in B sind. 

(:!) Das zeichen A' bedeute t die Ablei tung de r Menge A. 
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Satz 2. Es sei Y ein vollständiger metrischer Raum und .'/} eine Basis darin 

mit den Eigenschaften l. und 2. FJs sei ,tf{) das System aller Mengen der Form 

(a, b) X B (4), wobei a < b Zahlen sind und B e .Jf> ist. Dann ist ./>o eine Basis 

in E\ X Y. FJs sei f(x, //) eine Funktion die auf E\ - Y definiert ist, und r> 

df 
soll für jedes y e Y und jedes x e Fi existieren. Es soll f(x, //) als Funkt OH/ 

(IX 

von x bei festem* y e- Y die Eigenschaft von Darboux hab< n und als F>n<kfi<>n 

df 
von y bei festem x e E\ stetig sein. Dann hat ehe Eigenschaft von Dari)oux 

ex 
bezüglich der Basis .J/J{). 

B e w e i s . Es ist ev ident , daß -^o eine Basis im E\ • Y ist. Die Funkt i- >n 
df 

(x, y) h a t für jedes y e Y als Funkt ion von x die Eigenschaf t von Darboux 
dx 

bezüglieh der Basis aller offenen In te rva l le , weiter ist sie aus der ersten B a h r 
'<f 

sehen Klasse , und es gilt für sie der Mittel wei tsa tz [(•*)!• Aber (x, y) ist Dir 
ex 

jedes x e E\ als Funk t ion von // aus der ersten Bairesehen Klasse, weil 

V / / i \ \ / / i 
(x, //) •= lim,, n 1 / Ix 1 ^ , y\ -- f(x, //) | und n \ f \ x • , // J - f(x. y) \ 

eine s tet ige F u n k t i o n für jedes n als Funkt ion von // ist. 

Den Satz werden wir indi rekt beweisen. Fs soll nieht die Kigenschalf 

ex 

von D a r b o u x bezüglieh ^o haben . Dann exist ieren die Zahlen a und b, a b. 

das E l e m e n t 0 e:^, die P u n k t e (x\, y\) und (;r2. /Lz) aus V/, b \ '() und dir 
df df 

Zahl c so, daß (x\, //i) < c < (x2, y<z) u n d {(x, //) : (x. //) e (a, b) l>, 
ßf dx dx 

- (x, y) — c} — 0 ist. E s sei A —- {// : // e 0, wofür ein x e {a. b) so exis t ier t , 
dx' 

df 
d a ß (x, y) S c ist} und B — {y : y eO, wofür ein x e (a. b) so exist ier t . 

dx 

df 
daß — ( x , y) ^ c is t}. Es ist ev ident , daß 0 = A U B ist. Weiter m u ß 

dx 
A n B — 0 gel ten. W ä r e nämlich //0 e _A n />, dann m ü ß t e n zwei Zahlen x\ 

df df 
u n d X2 aus (a, b) so exist ieren, daß (x\, //o) <> r - (.r*. //o) sein soll. 

dx '' dx 

(4) (a, b) X B bedeutet den kartesischen Produkt von dem Intervall (a, b) und der 
Menge B. 
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of 
Aber die F u n k t i o n - (x, yo) h a t die Eigenschaf t von D a r b o u x und d a r u m 

of 
soll ein. £ e (a, h) so exist ieren, daß (£, Ho) = c ist. Das wäre aber ein 

dx 
Widerspruch . 

J e t z t zeigen wir, daß folgendes gilt: wenn U e -'S' u n d U cz A, bzw. U d B 

ist . d a n n ist U nO c= A, bzw. U n O c- B. E s sei U c= .4 und y0 e U r O. 

vf 
Wäre nämlich Ho e I>\ m ü ß t e (:r, Ho) > c für jedes ;r e (rt,, />) gelten. Weil 

# ' . 8x 

(.ro, ?/o) > ^ ist, wobei .r() 6 (a, h) ist, exis t ier t ein solches h für das ,r0 |-

- h e (a, b) und (f(x» -\- h, Vo) — /"(a;o- '/o)) > c ist . W o g e n d e r Relat ion 
k " 1 

//o e / ' und wegen der Ste t igkei t von Funkt ion (f(xo + h, y) — f{x, //)) 
1 A ' 

exist ier t ein solches //i E U für das (f(#o + Ä, >/i) - - /(#o> >/.)) > c gilt. Aus 
A ' ^ 

dem Mi t te lwer t sa tz creht hervor , daß ein £ e (a, b) so exist ier t , d a ß (f(xo L 

of h ' 
h. yi) —/(.To, //i)) — (£, //i) > r ist. E s folgt d a r a u s , d a ß y\ eB ist. 

dx 
was wegen der Relat ion U er. / l unmöglich ist. Analog beweist m a n die Be

h a u p t u n g bezüglich B. 

Wir führen F = A' r B' ein. Ähnlich wie im Beweise des Satzes 2 aus 

[ 21 beweist m a n . daß F r A und F n B d icht in der n ich t leeren Menge F n O 

3/ 
l iefen. Die Funk t ion (xo, //) bei .To 6 (<2, b) ist aus der ers ten Bairesehen 

8X . . . 8 / 
Klasse als Funkt ion von y. Also die j>artielle F u n k t i o n (XQ, //), welche nur 

dx 
auf F b e t r a c h t e t wird, m u ß auf einer d ich ten Tei lmenge von F s te t ig sein. 

E s sei u e F n O. D a n n exis t ieren in jeder U m g e b u n g des P u n k t e s u die 
2 / 

P u n k t e a u s F n 4̂ u n d a u s F n J5. Weil (x'o, H) T^ C ist , k a n n die b e t r ach t e t e 
8x . 0 / 

]->artielle Funk t ion n ich t in u s te t ig sein. Also die par t ie l le F u n k t i o n — (XQ, //) 
dx 

kann in keinem P u n k t e aus F n O s te t ig sein, u n d deswegen k a n n sie auf 
keiner d ich ten Tei lmenge von der Menge F s te t ig sein. D a r a u s würde je tz t 

folgen, d a ß (XQ , //) n ich t aus der ers ten Bairesehen Klasse ist, was unmög-
cx 

lieh ist. 
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