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MATEMATICKO-FYZ IR VLNY CASOPIS SAV. 16, 1. 1066

UBER DIE EIGENSCHAFT VON DARBOUX FUR FUNKTIONEN
LADISLAY MISTK. Bratislava

1. Als die Eigenschatt von Darboux der Funktionen ciner reellen Variable
nennt man gewshnlich folgende Kigenschalt:

(L) &5 selen w, b owund ¢ solche Zahlen, daf f(a) << ¢ <7 f(b) gilt, dann existicrt
cine Zahl & < (min b omax {a. by) fir welche f(£) -~ c ist.

Line andere Formulation. welche mit der Formulation (I) dquivalent ist,
ist diese:

{(11) Kine Funktion feiner reellen Variable hat die Eigenschaft von Darboux
dann und nur dann. wenn das Bild bei f ciner zusammenhingenden Menge
cine zisammenhingende Menge ist.

Dicse Formutatioi hinet damit zusammen. dall die Intervalle und die Mengen
mit cinem einzzen Punkt die einzige zusammenhédngende Mengen in (- 90, o)
sind. Aber die offenen Intervalle bilden in (- 20, o) eine Basis offencr Mengen
und darum kénnen wir die Eigensehatt von Darboux auch folgendermaBien
formulicren:

(ITD) Kine Funktion f hat die Figenschaft von Darboux dann und nur dann,
wenn fiir jedes offenes Intervali J. fiir jede zwei Zahlen w, y ¢ J (1) und fiir
jede Zahi ¢ mit der Eigenschaft f(e) <7 ¢ < f(y) ein £ e.J so existiert, dald
f(8) = ¢ 1st.

Die erate Definition ist daraut gegriindet. das der Definitionsbereich eine
geordnete Menge ist. Die zweite Definition ist auf dem Begriff zusammenhin-
gender Mengen gegriindet. Aber die Struktur der zusammenhédngenden Mengen
I (00 w) st sehr einfach. Wenn wir tiir den Definitionsbereich kompli-
zievte Riaume nehmen werden, dann ist es vorteilhaft in der Definition (IT)
nir cinige der zusammenhingenden Mengen nehmen. So macht es C. J. Neu-
gebauer in [1], als er in der Formulation der Definition (IT) verlangt, dal
das Bild jeder Menge von Darboux zusammenhidngend ist. Der Autor geht
im Artikel 2] aus der dritten Formulation bei der Formulation der Eigen-
schatt von Darboux der Funktionen die auf einem topologischen Raum definiert

(') +/ bedentet die abgescehlossene Hiille von /.



sind, aus. Wenn wir dessen bewulit sind, daB3 die offenen Intervalle im (— 2. 7))
einc Basis offener Mengen bilden, dann kénnen wir in der Definition (111)
das System offener Intervalle durch cine Basis offencer Mengen ersetzen. Jetzt
iibergehen wir zu zwei dquivalenten Definitionen der igenschaft von Darboux
der reellen Funlktionen, die auf cinem topologischen Raum definiert sind.

2. BEs sel .# eine Basis offener Mengen in cinem topologischen Raum .\,
Eine Menge A = X nennt man eine Menge von Darbove beziglich der Dusis 3
dunn und nur dann, wenn

(]) zu jedem x € A ein solches B e # cvistiest, daff v ¢ B und B = A ist,

2) far jedes Pawr von Elementen x, y & A endlich vicle solche Mengen (),
(‘)3_ Q@ ean ‘stzuen daffeeQycQ. Qi A fir v = 1.2, .. «.Q:NQi,

0 ( Jiur o —=1,2, ....8 ~ Voaund By =@ <= Iy fior o = 1.2, .00« fitr ae-
cignete Mengen [)’1, bBa, ..., Bye .4 gill.

Leicht beweist man, dall diese zwei Definitionen der Eigenscehaft von Dar-
boux dquivalent sind:

(TLY Ewne reelle Funktion. welche im topologiselien Rawm X definicrt st
hat dee Kigenschaft von Darboury beziiglich dey Basis .28 wenn das Bild von jedeor
Menge von Darbour beziglich der Basis -2 zusammenhiigend (sl

(YIT") Eine veelle Funktion f, die im topologischen Recrn X defuicrt (s hat
die Kigenschaft von Darbows beziiglich der Basis 4. wcena fir jedes a2 il
jede &, ye A und jedes ¢ mit der Eigenschaft f(o) = ¢ < fiy) ¢in solches 5=
cuistiert, daf3 f(&) ¢ ist.

s soll die Funktion f die Kigenschaft von Darboux im Sinne (4 ") habien.
Essei A e 4, x, ye.lund cso, daB f(x) < ¢ < fly) ist. Weil 10 {0 cine
Menge von Darboux beziiglich der Basis .2 ist, gilt es, dal} f)f ¥ -
= f(d U {e, y}) und also (f(x), f(y) = f(4) ist. Dann existiert cin &2 .1 <o,
dafl f(£) = ¢ ist. Danit haben wir festgestellt, dafy die iunktion [/ auch die
Eigenschaft von Darboux im Sinne (IT17) hat.

1% soll jetzt dic Funktion f die Eigenschaft von Darboux im Sinne von
(I1T") haben. Es sei 4 cine Menge von Darvboux beziiglich der Basis .2
und es scicn ¢; < ¢g solche Zahlen, dali ey, co € f() ist. Dann existicren zwer
solche Punkte x, y e A, dall fla) = ¢ und f(y) -~ c2 ist. Dann existiert cin
solches endliches System {Qy, G, ..., O} von \Ionm\n dall we@Qr. yc.,

QiNnQ ., 0 fur o1, 20 .8~ 1lund @ <= A, B < = DI fur i
1.2, ..., s und fur gecignete Mengen By, B, . I>\ aus -4 ist. B3 set v,

cQ N fire=1,2 ....s— 1. Aus der Kicenschaft (1117) geht hervor,
dald  (min (fr), flaa)y, max {f(ag), fr oY) <= f(5 0 = f) fie 70,

1, 2, ..., s - 1 ist. Dabei verstanden wir 2 unter o und y unter ao. Daraus

(4) Das Zeichen (5 bedeutet die leere Menge.
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folgt jetzt. daB (i, 2> = f(A) ist. Also ist das Bild von 4 bei f eine zusammen-
hiangende Menge.

(. J. Neugebauer definiert in dem Artikel [1] die Mengen von Darboux nur
fiir den Tall, dafl X der n-dimensionaler cuklidischer Raum und die Basis .#
das System aller offenen Intervalle im n-dimensionalen cuklidischen Raume
ist. In dem weiteren werden wir die Definition (111) beniitzen.

3. Essei (X)), ein System topologischer Riaume. Es sei X das topologi-
sche Produkt von topologischen Riumen X, fiir 2 € 4. Fiwe jedes 2 .1 soll
7, die Projektion von dem topologischen Produkt X auf X, bedeaten, d. h.
tir jedes x € X a(x) = x;, wobei x; die Z-Komponente von o ist. s sci
A4 eine Basis in dem Raum X fiir 2 € A. Dann bildet das System {(B: 0 < X,
fiir welches eine endliche Menge Ap < A so existieet, dafl =(B) - X, fur
ledA - Ap und 7(B) € 4, fir 4 € Ay ist} eine Basis im topologischen Produkt
X. Diescs System bezeichnen wir als .. s sel f eine Funktion welche auf X
definiert ist. Is sei 2 = (), , € X und es set ) € 4. Dann verstechen wir
unter ciner Menge X, ,, dic Teilmenge des Produktes X fur die 7,(X, ) —

xp fir 2 Ay, Aed und a5, (X)) = X, ist. Die partielle Funktion von
der Funktion fauf der Menge X, ;, bezeichnen wir durch f, ;.

Natz 1. Ks sei A eine endliche Menge. Es sei A = {B: B e %4, wobel Ay

A dsty. Dann ist A" eine Basis im X. Es sev f eine Funktion. die auf dem
topologischen Rawm X definiert ist. und fiir jedes x € X und jedes Ay 21 soll
dic Funktion f.;(7,,") die Higenschaft von Darboux beziglich der Basis 4,
haben. Dabei soll 7, die Funktion bedeuten, welche dem Punkt z € X, dus

ineerse Rild von = i Xy, zuordnet. Dann hat die Funktion f die Eigenschaft
von Darbowr bezitglich der Basis .4

Beweis, ks sel Be s, x, ye b und ¢ eine Zahl fir die f(x) < ¢ <7 f(y)
ailt. Zucrst beweisen wir, dall zwet solche Punkte w, v € B existicren finr dic
fl) < e -2 flr) gilt. Es sel @ = (x;),, , und y = (y,);,. ;. Es sei 7:(B)

B e 2 tiie jeldes Aed. Dann ist x; und y, aus B, fir jedes ied. Es sei
A tA Aoy oAb Wir bezeichnen durch aM = (2"),, ;| den Punkt fiir
den ety e 400 4 und 24 =y, ikt Bs ikt evident, daB ah e [0
NN ist Die Funktion f,-_;.((.‘l;_‘ " hat die Eigenschaft von Darboux beziig-
lich der Basis -2, . In jedem Fall, ob flr)) ¢ oder f(eh) > ¢ gilt, exi-
stiert ein soleher Punkt 30 — (4" - fiir den " = 2, fir 2 4 und
Ve By ound f(e)y < e ist. Jetzt gehen wir von dem Punkt 5O e B oaus
und machen dasselbe fir die Komponente 1s. Das bedeutet, daff wir den

Punkt 2@ = (), | so konstruieren. daly &7 == #" fir 2 - Z und 2%
o ist. Bxoist evident, daf a e BN X)) ist. Die Funktion f'} (=, ")
hat dic Kigenschaft von Darboux beziiglich der Basis .4, also existiert cin

_ ) . ETWE s (2
<olcher Punkt 7@ - ("'(z_')z‘.w fiir den @ == 2™ fir A1 - 2, ¥ €l
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und (i) < e gilt, ls gilt schon. daly 57 < B, und o7 e B st Wenn wir

diese Betrachtung wiederholen, bekommen wir cinen Punkt v ¢ B fie den

S0 0 eist. Analog konnen wir einen Punkt o ¢ I konstruieren tie den f(e) >

> st Wir mithen nar aus dem Punkt 4 hevausgehen, Wir bezeichnen u‘“’
o (ayund W e (), Wir Fithren jetzat folgende Punkte

a ™y, fe f e 20 o L so ein dal fiie sie folgendes gilt:
w0 e 2 Jp und Yl e s o0 b 20 e L i

sie gilt w'' ¢ B fur i 0,1, 2, oo Well fe) <2e - f(utm) st existiert
eine solche Zahl j e 10, 1020 oo - 1L dal f(u®) < ¢ o flud+h) ist. Aus
der Tatsache, dald <lw Funktion f{” (7, ') die Bigenschaft von Darboux
beziiglich des Systems 4, hat, geht die Existenz eines solchen Punktes

4
e B, hervor, fie den [V (7, 'E) - e ist. Also fir den Punkt $
= (&), .. wobel & Wl fir A/ A und & - E sty gilt die Gleichung

£(&) = ¢. Damit ist dew Satz bewiesen.

Wenn X, €., ist. dann st das Systemy 227 aus dem Satz 1 eleich 20 Der
Satz 1 ist nicht richtig, wenn die Menge (1 eine unendliche Menege ist. Das
geht aus dicsem Beispiel hervor: Ks sei 1 eine abzihlbave Menge und X <o (0.1)
fir judes 4 e 1. Bs sel fir jedes 4 e 4.4, das Svstem ailer Tontervallen, welche
im (0.1) enthalten sind, Jetzt definicren wir die Funktion f ihigendermalien:

Fle)y 00 wenn we Xoowo= (), und w0 L e fir endlich viele 72 .1
cilt und f{e) 1 ist, wenn v e X, w0 (), undd o = L fir anendlich

viele 2 L gilt, s ist evident. dafl X .7 ist. Die Poniction f nimmt nur zwel
Werte an und darum kann sie nicht die Eigenschaft von Darhoux beziielich
der Basis 0 haben. Fir jedes e X und jedes 2o co 1 gilt foleendes: wenn
Sy o st dann ist [ (), ':) 0 fie jedes we Xo 0 wenn fi) 1 ist,

dann st [/, (7, 'y - U far lv(lr\x z 3 ,\',ﬂ. Darvaus folgt, dal i jodes o+ X
und jedes 2, l die Funktion [, (7, " die Tigensehaft von Darboux beziig-

lich der Basis ;/f,:,” hat.

Wir mochten daraut aufmerksam machen. dafl die Funktion /. welche auf
dem topologischen Produkt X definiert ist. die Kigenschaft von Darboux
beziigiich der Basis # haben konnte, aber einige von den Funktionen f.(7 ")
haben nicht die Kigenschaft von Darboux beziielich der Basis 4. siche zum
Beispiel [1]. Der Nate 1 fir den Fall X - K, und fir die Basis aller offenen
Intervalle ist im Avtikel [1].

4. Tno der Avbeit [1] sind verschiedene Beispiele von Funktionen. welche die
Bigenschaft von Darboux beziiglich der Basis alles offenen Tutervalle haben
angetithrt. Wir zeigen hier nur, dall die Funktion von zwei recllen Variablen
S, y) welehe die Eigenschalt von Darboux beziiglich der Basis alicr oftenen
Intervalle als Funktion von z bei jedem y und auch als Funktion von y bei
jedem x hat. die Higenschaft von Darboux beziiglich der Basis aller sphivi-
schen Umgebungen als Funktion von 2 und y hat. Es sei K cine beliebige

18



sphirische Umgebung. Es soll (xy, #1) und (x2, y2) aus A und ¢ eine solche
Zahl sein, daB f(er, y1) < e << f(xz2, y2) ist. Wegen der Eigenschaft der Funk-
tion f(r. y) konnen wir die Punkte (x1, ¢1) und (a2, y2) so wahlen, dall beide
aus A sind und fiir sie die Ungleichung f(x1, y1) << ¢ < f(z2, y2) richtig ist.
Wenn die Punkte (v, 1) und (w2, ye) auf einer Parallele entweder zu der
Achse v oder zu der Achse y liegen, dann geht aus der Kigenschaft der Funk-
tion f hervor. dald ein solches (&, y) € K existiert, fir das f(¢, %) = ¢ ist. Wenn
die Punkte (v, 1) und (w2, y2) nicht auf ciner Parallele entweder zur Achse
+ooder zur Achse g liegen, dann liegt mindestens einer der Punkte (x1, y2)
und (@2, yp) im AL Es sei zum Beispiel (w1, y2) € K. Dann gilt entweder f(xy,
1) ¢ oder flay. y2) > ¢. Im ersten Falle existiert selbstverstindlich ein
solehes Ee oy, a2). wenn ayp < as ist und & € (e, x>, wenn w2 << xy ist,
fiir das f(&, y2) ¢ und (&, y») € A ist. Im zweiten Falle existiert cin solches
yoc (mindy . g2t maxiyy, yaf) flr das f(zr, 1) = cund (2, ) € K ist.

(. J. Neugebauer hat bewiesen (Satz 10 aus [1]), dafl die approximative
Ableitung einer Funktion von zwei reellen Variablen, welche als Funktion einer
recllen Variable bei festem Wert der zweiten Variable approximativ stetig
ist. die Kigenschatt von Darboux beziiglich der Basis aller offenen Intervalle
in zweidimensionalem cuklidischen Raum hat. Hier werden wir einen analogen
Natz iber partielle Ableitung nach einer Variable beweisen. In unserem Fall
andert sich die zweite Variable in cinem allgemeineren Raum.

s sei ) ein solcher vollstindiger metrischer Raum, in dem cine Basis -4 mit
folgender Iigenschaft existiert:

Lo Zow gedem v Y und zu jeder offenen Menge O, welche durch die Relation
v O verbunden sind. existiert ein B ¢ 4 fiurdas B = O und x € B — B ist.

2 Far jedes B e A und fir jede Zerlegung B auf zwet nicht leere disjunlite
Mengen Ay wned Ao B~ Ay U As, fior welche (OB = Ay, bz, CNB —A4,
sty wenn = Ay bue. € = Ao und O ¢ 22 ast, sind die Mengen A: N Ay
wnd o1y .'*\.»I.; wicht leer (3).

Zum Beispiel im w-dimensionalen cuklidischen Raum £, haben dic Basis
aller offenen Intervalle als auch die Basis aller sphirischen Umgebungen die
Iligenschaft 1. und 2. (siehe [2]). Wir mochten bemerken, dal3 das Postulat 2.
stiirker als das Postulat von Zusammenhingigkeit ist.

Wenn nimlich B €.4 nicht zusammenhingend  wire, dann millte 5

0y U 02 sein. wobei Op und Og relativ beztiglich zu B offene zu einander
disjunkte Mengen sind. Dann gilt fir jedes ¢/ € 4 mit der Kigenschaft ¢ == 0y,
bzw, (" =Os, CNB OO B =0, baw. (N B =0 B = 0. Also die
Mengen O] N Os und Oy N O] sollen nicht leer sein. Das aber widerspricht der
Annahme, dall Oy und Os relativ offen in B3 sind.

(*) Das zeichien 1" bedeutet die Ableitung der Menge A.



Satz 2. Hs set Y ewn vollslindiger metrischer Rawm wund 4 cine Basis daiip
mit den Higenschaften 1. und 2. Es sei Ao das Systens aller Mengen der Form
(a, b) x B (%), wobei a < b Zaklen sind und B & % ist. Dawn isi Ay eine Busis

in By < Y. Es sei f(x, y) einc Funktion die auf Ey - Y definiert isto und o
%

soll - * - fiir jedes y € YV und jedes x € By cxistieren. Es soll (. y) als Funktion
ax

von x bei festem y o Y die Eigewschaft con Darbowa habew wid als Fodetion

af
von y ber festem x e Ey stetig scin. Dann hat die Kigenschaftt cow Darboae
Y . { { :

ca
beiiglich der Basis %y .
Beweis. Es ist evident, daBl -Zy eine Basis im Ky - Y ist. Die Fuaniktion
of : : -
(. y) hat fir jedes y € YV als Funktion von ¢ die Eigenschaft von Darboux
ox

beziiglich der Basis aller offenen Intervalle, weiter ist sic aus dev ersten Baive-
(

schen Klasse. und es gilt fiir sie der Mittelwertsatz [(3)]. Aber (7. ) ist tir
cr

jedes a € £y als Funktion von 7 aus der ersten Baireschen Klasse, weil

of . I 1

ooy ) = limy, e | f cyl =S und e L f e 72 A ,’/)}

o n
eine stetige Funktion fiir jedes » als Funktion von y ist.

n

Den Satz werden wir indirekt beweisen. ks soll " nicht die Eigenschatt
o
von Darboux beziiglich 4y haben. Dann existieren die Zahlen « und b, « - b.
das Element O € #, die Punkte (a1, i) und (x2. y2) aus “a. b - O und dic
. of of
Zahl ¢ so, daBl "~ (21, 1) < ¢ < (@2, w2) und {(x, y): (. )€ (a, b) (),

of x ox
8 (2, y) = ¢} = Pist. Bsset 4 == {y:y €0, wotir cin x € (1. b) so existiert,
ZRe

D

dal ——(x, y) < cist} und B = {y:y €0, wofiir ein x € (v. h) =0 existiert.

daB =~ (x, y) = ¢ ist}. Es ist evident, dafi O == A4 U B ist. Weiter mul}

A N B =10 gelten. Wire nimlich yy € A N B, dann mifiten zwei Zahlen .

of

und xs aus (a, b) so existieren, dal} (a1, yo) == ¢ (2. yo) sein x=oll.
o oxr

(*) (@, b) X B bedeutet den kartesischen Produkt von dem Intervall (a, ) und der
Menge B.
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0
Aber die Funktion - - (2, yo) bhat dic Eigenschaft von Darboux und darum
Cw .

b
=oll ein & € (a, b) so existieren, daBl - (& #o) == ¢ ist. Das wire aber cin
ox

Widerspruch.
Jetzt zeigen wir, daf folgendes gilt: wenn U € 4 und U = 4, baw. 7 < B
ist. dann ist ("N O =4, baw. 1U'NO <= B. Essei U = 4 und ypc ' N0,
, . of ‘ .
Wiire namlich yo € B, miilite " (x, yo) > ¢ fir jedes o € (n, b) gelten. Weil
of ox
(o, yo) > c ist, wobei xg € {(a, ) ist, existiert ein solches A fur das .y ©-
cr
]
- h e (a, by und Y, (fwo -+ k. w0) — f(xo. yo)) > ¢ ist. Wegen der Relation
)
1
o € U und wegen der Stetigkeit von Funktion ; (f@ro + k. o) — flioo )
h
existiert ein solches e U fir das i (f(xo 4 R, y1) -~ flxo, 1)) > ¢ gilt. Aus
)
dem Mittelwertsatz geht hervor, dall ein & € (a, b) so existiert, dal} h (f(eo -
of
boop) — fleos ) = 0 (& ) > ¢ st Bs folgt daraus. dall g1 e B ist,
dr

was wegen der Relation ¢ = A anmaglich ist. Analog beweist man die Be-

hauptung beziiglich B.

Wir fithren F = A’ N B’ ein. Ahnlich wie im Beweise des Satzes 2 aus
[2] beweist man. dafl F N A und F N B dicht in der nicht leeren Menge F N 0

licgen. Die Funktion (o, y) bet xg € (@, b) ist aus der ersten Baireschen

ox g
7]

Klasse als I‘unktion von y. Also die particlle Funktion (xo, y), welche nur
cx

auf F betrachtet wird, muf3 auf ciner dichten Teilmenge von F stetig scin.
Es sei w e F N O. Dann existieren in jeder Umgebung des Punktes « die

Punkte aus # N 4 und aus F N B. Weil 787 (xo, u) 7 ¢ ist, kann die betrachtete
x

partielle Funktion nicht in u stetig sein. Also die partielle Funktion - (29, )
x

kann in keinem Punkte aus F N O stetig scin, und deswegen kann sie auf
keiner dichten Teilmenge von der Menge F stetig sein. Daraus wiirde jetzt

.
¢

tolgen. daB (70, ¥) nicht aus der ersten Baireschen Klasse ist, was unmog-
cr

lich ist.

<
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