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M A T E M A T I C K O - F Y Z I K Á L N Y Č A S O P I S 
R O Č N Í K I X Č Í S L O 2 

Z T E O R I E KONEČNÝCH GRAFOV 
S L I N E Á R N Y M FAKTOROM I 

ANTON KOTZIG, Bratislava 

Úvod 

Špeciálnu triedu grafov (v celej práci pod grafom budeme vždy rozumiet 
konečný graf) tvoria grafy, v ktorých existujú lineárně faktory (podgrafu L 
grafu G sa hovoří lineárny faktor, alebo tiež faktor prvého stupňa, ak L obsa
huje všetky uzly z G a 1'ubovolný uzol grafu G je incidentný právě s jednou 
hranou grafu L). Problematike lineárnych faktorov grafu věnovalo sa v litera
tuře nemálo pozornosti. To presvedčivo hovoří o dóležitosti postavenia, ktoré 
tá to problematika v teorii grafov zaujímá. Pozornost sa sústredila najma na 
otázku existencie lineárneho faktora v pravidelnom grafe (graf sa nazývá 
pravidelným grafom w-tého stupňa, ak každý jeho uzol je* incidentný právě 
s n hranami grafu). 

Priamo z defmície lineárneho faktora vyplývá, že pravidelný graf prvého 
stupňa obsahuje lineárny faktor (lineárcrym faktorom je tu graf sám). Velmi 
jednoduchou sa problematika javí v pravidelnom grafe druhého stupňa. Je 
známe, že v pravidelnom grafe druhého stupňa existuje lineárny faktor právě 
vtedy, keď každá z jeho komponent (komponentou je tu vždy kružnica) obsa
huje parny počet hrán (resp. uzlov). Dóležitú vetu pre pravidelné grafy tretieho 
stupňa odvodil Petersen v [1], ktorý dokázal, že v takom lubovoinom pravi
delnom grafe tretieho stupňa, ktorý neobsahuje most (pod mostom rozumie sa 
hrana, ktorá nepatří do žiadnej kružnice grafu), existuje lineárny faktor. 
Nutnú a postačuj úcu podmienku pre existenční lineárneho faktora v pravidel
nom grafe tretieho stupňa (neobmedzujúc sa přitom len na grafy bez mostov, 
ako je to u Petersena) odvodil som v svojej práci [2], kde som dokázal toto: 
v lubovoinom pravidelnom grafe tretieho stupňa G existuje lineárny faktor 
právě vtedy, keď v G existuje taký Listingov systém otvorených ťahov, že 
každý jeho tah obsahuje právě tri hrany a v ďalšej práci [3J som dokázal, že 
v predošlej vete možno dokonca šlová ,,právě tri h r a n y " nahradit slovami 
,,nepárny počet h r á n " (systém © otvorených ťahov grafu G nazýváme Listingo-
vým systémom, ak každá hrana grafu G je hranou právě jednoho tahu € © 
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a počet ťahov systému činí polovicu z počtu tých uzlov grafu, ktoré sň uzlami 
nepárneho stupňa v grafe G; je známe, že v každom pravidelnom grafe nepár-
nelio stu])ňa existuje Listingov systém otvorených ťahov). 

J )oznatky o pravidelných grafoch vyššieho stupňa, polda! ide o ich lineárně 
faktory, sú zatia! velmi skromné. O pravidelnom grafe nepárneho stupňa 
je napr. známe ešte toto: ak v istom pravidelnom grafe nepárneho s tupňa G 
existuje lineárny faktor L a G obsahuje most, potom L obsahuje všetky mosty 
grafu G (pozři Kónig [4], str. 195). O lineárnych faktoroch v pravidelných 
grafoch parného stupňa (vyššieho než druhého) sa nevie takmer nič. V práci [5] 
som dokázal, že pre [libovolné prirodzené n > 3 existuje súvislý pravidelný 
graf n-ttho stupňa (dokonca rodu nula — ako z konštrukcie tam o])ísanej 
vyplývá) s parným počtom uzlov, ktorý neobsahuje žiadny most a neexistuje 
v ňom lineárny faktor. 

Trochu ináč ra vrak veci máju, ])okiaI ide o speciálně pravidelné grafy. 
Je napr. známe (pozři Konig [4j, ,str. 171), že lubovolný parny pravidelný 
graf H-tého stupňa dá sa rozložit na n lineárnych faktorov (parny graf je graf, 
ktorý neobsahuje kružnicu s nepárnym počtom hrán). Alebo je známe, že 
lubovolný kompletný graf s ])árnym počtom uzlov dá sa rozložit na lineárně 
faktory (kompletný graf je graf. v ktorom lubovolné dva uzly sn spojené právě 
jednou hranou). Jstým skromným príspevkom v uvažovanom směre móžu 
byť aj poznatky o špeciálnyeh grafoch štvrtého stupňa (o tzv. #-grafoch), 
ktoré som odvodil v práci [OJ. To su v hrubých obrysoch známe poznatky 
o lineárnych faktoroch v pravidelných grafoch. 

Otázku existencie lineárneho faktora v o všeobecnějších grafoch (bez toho, 
že by sa obmcdzoval len na pravidelné grafy, ba dokonca na grafy konečné) 
skumal Kaluza v [7|. Kaluza konstruuje zložitejšie grafy z grafov jednoduch-
ších, vychádzajuc z grafu C70 — ktorý je cestou s nepárnym počtom hrán — 
pomocon dvoch operách: (A) napojením novej párnej cesty na uzol grafu; 
(B) spojením dvoch uzlov grafu novou nepárnou cestou. Pod parnou, resp. 
nepárnou cestou rozumie cestu s párnym, resp. nepárnym počtom hrán; 
napojenie cesty C na uzol u istého grafu Gi (aby tak vznikol istý graf Gin) 
poníma tak, že jeden koncový uzol cesty G (ktorá nemá s grafom G{ žiadny 
prvok spoločný) splynie s uzlom u; spojenie uzlov u 4= i;grafu Gi novou cestou C 
chápe tak, že jeden koncový uzol cesty C splynie s uzlom u, druhý splynie 
s uzlom ?;. Dokazuje toto: v lubovolnom grafe G existuje lineárny faktor právě 
vtedy, keď graf G možno z istej nepárnej cesty C70 skonštruovať pomocou 
oj)erácií (A), (B)? případným ich opakováním. Využitie tohto Kaluzovho 
kriteria ])re existenciu lineárneho faktora je stažené najma tam, kde sa ne-
móžeme obmeclziť iba na grafy s malým počtom uzlov (napr. v triede všetkých 
pravidelných grafov istého daného stupňa). Přitom zostáva, pravda, ešte 
mnoho dóležitých otázok otvorených. 

V nasej práci zameriame sa predovšetkým na skúmanie základných spoloč-
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ných vlastností úplné všeobecných grafov, ktoré spíňajú tuto jedinú pod-
mienku: existuje v nich lineárny faktor. Napriek tomu, že sa nezameriavame 
n a hladanie jednoduchších, íahšie použitelných kritérií pre posúdenie otázky 
existencie lineárneho faktora v grafe, dúfame, že přispějeme týmto k riešeniu 
niektorých už uvedených otvorených otázok. K tomu nás pobáda aj skutočnosť, 
že právě v naznačenom směre teória grafov často aj v základných otázkách 
vykazuje celý rad medzier. 

1, Jádro grafu5 ^c-kružnice a ^c-cesty 

Prv než přikročíme k odvodeniu základných pojmov, o ktoré sa chceme pri 
skňmaní grafov s lineárnym faktorom opierať, pripomenieme si formou po
mocných viet niektoré — pre ďalšie skúmanie užitočné — poznatky. 

Lemma 1. Lubovolná komponenta grafu s lineárnym faktorom obsahuje parny 
povet uzlov. 

Lemma 2. V lubovolnom grafe G existuje lineárny faktor právě vtedy, ked 
existuje lineárny faktor v keizdej jeho komponente. Ak G má komponenty Gí? 

G-2, . . ., Gn a L{ je lubovolný lineárny faktor komponenty Gi (i € {l, 2, . . ., n}), 
potom kompozici a L — Lx X L2 x . . . X L;l je lineárnym faktorom grafu G.1) 
Nech L je luhovolný lineárny faktor grafu G « Li podgretf komponenty Gi, po-
zostávajúei z týcli prvkov a len z tých prvkov z L, ktoré patrici do Gi, potom L{ 

je lineárnym faktorom grafu G{. 

Lemma 3. Nech graf G0 je podgrafom istého grafu G1, pričom G0 obsahuje 
všetky uzly z G2. Ijubovolný lineárny faktor grafu G0 je tiez lineárnym faktorom 
grafu Gl. 

D ó k a z Icmmy 1, 2, 3 je velmi Tahký, jeho vykonanie přenechávám preto 
čitatelovi. 

Přikročme teraz k definícii pre ďalšie skúmanie dóležitých pojmov. 
Nech G je [libovolný graf, v ktorom existuje lineárny faktor L. Kružnici K 

grafu G- budeme hovoriť alternujúca kružnica (alebo tiež skrátene (X-kružnica) 
vzhladom na JJ, ak [libovolný uzol z Ji je incidentný právě s jednou takou 
hranou z K, ktorá patří do L. Cestě C grafu G budeme hovoriť alternujúca 
cesta (alebo tiež skrátene r*-cesta) vzhíadom na JJ, ak každý uzol cesty C je 
incidentný právě s jednou hranou cesty C, patriacou do L. 

P o z n á m k a 1. Pojem ^-kružnice vzhladom na lineárny faktor grafu pre 
speciálně případy grafov (pravidelné grafy tretieho stupňa) zaviedol vlastně 

x) Nech Gl9 G2, . . ., Gu sú podgrafy isteho grafu 67. Pod kompozíciou G0 grafov G19 

G2, . . ., Gu (písané G0 = Gx x G2 x ... X G;i) rozumienae podgraf grafu G, ktory obsahuje 
právě tie hrany G G, ktoró sa vyskytujú v nepárnom počte kompoiiovariych grafov Gl9 

G2, . . ., Gn a okrem toho už len tie uzly € G, ktoré sú s takymito hranami incidentnó. 
Kompozícia móže byt, pravda, aj nulovým grafom. 
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už Petersen v [1] (používá preň názov Wechselpolygon); ťx-cesta v našom 
pojatí je novým pojmom v teorii grafov. Názov alternujúci pochádza z toho, že 
íx-kružnica, resp. ťx-cesta má tuto vlastnost: v postupnosti opisujúcej sled hrán 
v takejto kružnici, resp. cesty striedajú sa hrany patriace do L a nepatriace 
d o i . 

P ř í k l a d . Na obr. 1 je znázorněný graf, ktorý obsahuje lineárny faktor. 
Uzly grafu sú znázorněné malými krúžkami, hrany čiarami, ktoré tieto krúžky 
spojujú. Přitom hrany lineárneho faktora sú znázorněné silnějšími čiarami. 
Cesta C к lu H > " 2 5 J ^ 5 J 5̂6 > UQ j e zrejme ťx-cestou vzhTadom na L 
a kružnica obsahujúca hrany h12, h25, h56, hu je ťx-kružnicou vzhladom na L. 

Obr. 1. 

P o z n á m k a 2. Graf s lineárnym faktorom nemusí obsahovat kružnicu a tým 
menej Oc-kružnicu. Existuji! tiež grafy s lineárnym faktorom obsahujúce 
kružnicu, v ktorých neexistuje žiadna ťx-kružnica. Takýto graf je znázorněný 
na obr. 2. Naproti tomu platí: v každom grafe s lineárnym faktorom L existuje 
aspoň jedna (%-cesta. Například jedna hrana z L spolu s uzlami, ktoré spojuje, 
tvoří ot-cestu. 

Platia tieto vety: 
Veta 1. Nech G je lubovolný graf a nech Lx 4= L2 sú lubovolné dva lineárně 

faktory grafu G, potom lubovolná kružnica z kompozicie L± X L2 je alternujúca 
aj vzhladom na L1 aj vzhladom na L2. 

D ó k a z . Nech u je lubovolný uzol grafu G. Z definície lineárneho faktora 
vyplývá, že uzol u je incidentný právě s jednou hranou z L± (označme ju h±) 
a právě s jednou hranou z L2 (označme ju h2). Ak je hx — h2, potom hx = h2 

nie je hranou kompozície Lx x L2 (pretože sa vyskytuje v párnom počte kompo
novaných grafov). Potom však uzol u nie je incidentný ani s jednou hranou 
kompozície Lx X L2 a nepatří teda do L1 x L2. Ak je hx 4 1 h2, potom Lx x L2 

obsahuje aj hranu hx aj hranu h2 aj uzol u, ktorý je uzlom druhého stupňa 
v grafe Lx x L2. Ak teda uzol u je uzlom kompozície Lx X L2, potom je 
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incidentný právě s jednou hranou kompozície patriacou do Lx a právě s jednou 
hranou patriacou do L2. To platí o lubovolnom uzle kompozície. Preto kompo-
zícia Lx x L2 je pravidelným grafom druhého stupňa, každá jej komponenta 
je kružnica, ktorá je <%-kružnicou aj vzhladom na Lx aj vzhladom na L2, co 
bolo třeba dokázat. 

Veta 2. Nech G je lubovolný graf obsahujúci lineárny faktor Lx a nech Hx 

je množina hrán lineárneho faktora Lx. Nech K je lubovolná oc-kruznica v G 
alternujúca vzhladom na L1. Označme znakom H[, resp. (H'2) množinu hrán z K 
patriacich (resp. nepatriacich) do Hx. Platí: množina hrán H2, kde H2 = Hx — 
— H[ + H'2, je množinou hrán istého lineárneho faktora L2 (L2 4= Lx) grafu G-

D ó k a z . Nech u je lubovolný uzol z G. Nech hx je tá hrana z H1} s ktorou je 
incidentný uzol u. Je buď h±€ Hx — H[, alebo je h±£ H[. V prvom případe je 
tiež h±č H2, v druhom případe uzol u je uzlom kružnice K a okrem hrany h\ 
je incidentný ešte s jednou inou hranou kružnice K (označme ju h2), ktorá 
patří do H'2. Pretože hx nepatří do H1 — H[ + H2& je h2 G H2; h2 € H2 a žiadna 
iná hrana incidentná s uzlom u nepatří do H2, je nutné uzol u incidentný práva 
s jednou hranou z H2. Lubovolný uzol z G je incidentný právě s jednou hranou 
z H2, teda H2 je množinou hrán istého lineárneho faktora L2. Pretože H[, H'2 sú 
neprázdné množiny, je H1 4= H2 a teda tiež Lx 4= L2. Dókaz je vykonaný. 

Vetu 2 možno formulovat aj takto: Kompozícia L2 = K X Lx lubovolnej 
kružnice K, ktorá je alternujúca vzhladom na lineárny faktor L1 grafu G 
s lineárnym faktorom L1 je lineárny faktor grafu G. 

P o z n á m k a 3. Výsledky z vety 1 a 2 majú tento zaujímavý dósledok: 
změnou zatriedenia hrán v istých ťx-kružniciach vzhladom na pevné zvolený 
faktor L0 (namiesto hrán z ťx-kružnice patriacich do L0 zařadíme do Hi tie 
hrany z <%-kružnice, ktoré nepatria do L0 a okrem toho do Ht zařadíme už len 
tie hrany z L0, ktoré nepatria do uvažovaných ťx-kružníc) možno skon štruovať 
množinu hrán lubovolného lineárneho faktora L(. Aby vznikol z lineárneho 
faktora L0 lineárny faktor L{, třeba urobit opísanú změnu v kružnici ach a len 
v kružniciach kompozície L0 x L{. 

Veta 3. Nech G je lubovolný graf a nech La, Lb sú lubovolné dva lineárně faktory 
/ \ y\ 

grafu G. Nech Ha (resp. Hb) je množina tých hrán z G, ktoré sú hranou aspoň 
jednej kružnice alternujúcej vzhladom na La (resp. vzhladom na Lb). Platí: 

<N / \ 

Ha = Hb. 
/\ /\ /\ 

D ó k a z . Ak by obe množiny Ha, Hb boli prázdné, alebo ak by bolo Ha = 
/\ 

= Hb 4= 0, netřeba nič dokazovat. Predpokladajme oproti tvrdeniu vety, že 
/\ /\ 

existuje hrana h £ Ha, ktorá nepatří do Hb. 
Nech K je lubovolná ť^-kružnica vzhladom na La obsahujúca hranu h. 

Nech Lc = K X Lfa. Podlá vety 2 je Lc lineárny faktor grafu G a platí: h r a n a h 
je buď hranou z La a nepatří do Lb, alebo je hranou z Lb a nepatří do La. 
Preto buď kompozícia La x Lb (prvý případ), alebo kompozícia Lc x Lb (druhý 
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případ) obsahuje hranu h. Pretože lubovolná kružnica z kompozícií La X Lb; 
Lc X Lb je kružnicou alternujúcou vzhladom na Lb a právě jedna z týchto 
kružnic obsahuje hranu li, existuje kružnica K' obsahujúca hranu h, ktorá je 
tx-kružnicou vzhladom na Lb; čiže h patří do Hb. To je spor s predpokladom. 
Podobné dostaneme sa do sporu, ak předpokládáme, že existuje hrana lť € Hb, 

ktorá nepatří do Ha. Preto je Ha == Hb, co bolo třeba dokázat. 
Priamym dósledkom vety 3 je táto veta: 

Veta 4. Množina H tých hrán grafu G, ktoré sú hranou aspoh jednej ^.-kružnice 
vzhladom na istý lineámy faktor grafu G, nie je odvislá od volby lineárneho fak
tor a. 

D ó k a z je zřejmý. 

D e f i n i c i a. Podgraf grafu G (obsahujúceho aspoň jeden lineámy faktor), ldorý 
pozostáva právě z tých hrán, ktoré sú hrano^c aspoň jednej <x-kružnice v G a z uzlov 
s týmito hranami incidentných, budeme nazývat jadrom grafrt G. Jádro grafu G 
budeme oznacovcd znakom G. Ak o istom grafe (s lineárnym faktorom) G platí: 
G — G, t. j . ak graf G je sám sebe jadrom, budeme sa tiez vyjadřovat' tak, ze graf G 
je jádro. 

Jadrom grafu móže byť aj nulový graf (příklad: graf znázorněný na 
obrázku 2 má nulové jádro). 

D o h o v o r . Graf, ktorý vznikne z grafu G (obsahujúceho lineámy faktor) 
odstraněním všetkých tých jeho hrán, ktoré nepatria do žiadneho lineárneho 

o 

faktora grafu G, budeme označovat znakom G. 
Platí táto veta: 
Veta 5. Množina všetkých hrán €G, ktoré patria do komponent grafu G, 

obsaMijúcich iba po jednej hrané, je právě množinou všetkých hrán grafu G, ktoré 
o 

patria, do každého lineárneho faktora grafu G. Tie komponenty grafu G, ktoré 
o 

ob sáhuj ú viac než jednu hranu (přitom každá koinponenta grafu G obsahuje 

aspoh jed^^u hranu), tvoria právě komponenty jádra G. 
D ó k a z . Nech L je lubovolný lineárny faktor grafu G a nech h± je hrana, ktorá 

je jedinou hranou istej komponenty grafu G. Nech ux je uhol incidentný s hra
nou h1. Uzol u± je incidentný právě s jednou hranou z L a pretože žiadna hrana 
incidentná s ux a iná než hx nepatří do L, musí hx patriť do L. Teda hx patří 

o 

do každého lineárneho faktora grafu G. Platí tiež hrana hx nepatří do G. 
o 

Nech h2 je hrana, patriaca do takej komponenty grafu G, ktorá obsahuje 
viac než jednu hranu. Potom hrana h2 je incidentná aspoň s jedným uziom 
(označme ho u2), ktorý je vyššieho než prvého stupňa a existuje hrana K2 iná 
než h2, ktorá je incidentná s uzlom u2. Priamo z definície grafu G vyplývá, že 
existuje lineárny faktor L2, resp. L'2 grafu G obsahujúci hranu h2, resp. hranu K . 

/\ 
Kompozícia L2 X L'2 podlá vety 1 patří celá do jádra G a pretože kompo-
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zícia JJ2 X L'2 obsahuje nutné aj hranu h2 aj hranu h2, platí: hrana h2 patří do 
y\ 

jádra G. 
Z uvedeného vyplývají! ihned všetky tvrdenia vety. 

o 
Z definície grafu G a z vety 5 vyplývá táto veta: 

o 
Veta 6. Lubovolný lineárny faktor grafu G je tiez lineárnym faktorom grafu G 

o 
a obrátene: lubovolný lineárny faktor grafu G je lineárnym faktorom grafu G. 

/\ /\ 
Ak jádro G je nenulový graf, potom v G existuje lineárny faktor a každému lineár-

y\ 

nemu faktoru z G odpovedá (indukovaný) lineárny faktor v G a naopak. Jadrom 
^ xN ^ ^ 

nenulového jádra G je jádro G, cize: G = G. 
D o k a z . Veta je dósledkom vety 5. 
Iný dósledok vety 5 možno formulovat takto: TubovoTná hrana h grafu G 

/\ 
obsahujúceho aspoň jeden lineárny faktor je buď hranou jádra G, alebo nepatří 
do žiadneho lineárneho faktora grafu G, alebo patří do každého lineárneho 
faktora grafu G a tieto tri případy sa vzájomne vylučujú. 

Obr. Obr. 3. 

P ř í k l a d . Na obrázku 3 je znázorněný graf G, v ktorom existuje lineárny 
faktor (hrany lineárneho faktora sú znázorněné silnějšími čiarami). Hrana h1 

je hranou každého lineárneho faktora v G (čitatel sa 1'ahko přesvědčí, že v zná-
zornenom grafe existujú dva rózne lineárně faktory); hrany h2, h3 nepatria 
do žiadneho lineárneho faktora v G; ostatné hrany patria do G. 

Veta 7. Nech G je lubovolný graf, v ktorom existuje lineárny faktor L0 a nech 
u 4= v sú lubovolný dva uzly z G. Platí: a-cesta vzMadom na lubovolný lineárny 
faktor Lt grafu G, ktorá spojuje uzly u, v, existuje právě vtedy, keď existuje 
(K-cesta vzMadom na lineárny faktor L0, ktorá spojuje uzly u, v. 

D ó k a z . (A) Nech v G existuje --cesta C vzhladom na L0, ktorá spojuje 
uzly u, v. Utvořme z grafu G graf G' tak, že uzly u, v spojíme novou — v G sa 
nevyskytujúcou — hranou h'. Cesta C spolu s hranou h' tvoří v grafe G' 

/\ 
ťx-kružnicu vzhladom na L0. Teda /?/ je hranou jádra G'. 

Pretože graf G' má tie isté uzly ako graf G a graf G je podgrafom grafu G', 
lubovolný lineárny faktor Li grafu G je tiež lineárnym faktorom grafu G'. 
Podlá vety 3 a 4 existuje v grafe G' ^-kružnica Ki vzhladom na lubovolný 
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linerány faktor L{ obsahujúca hranu h'. Ak zrušíme v kružnici K{ hranu h', 
dostaneme tak cestu Ci alternujúcu vzhladom na L{, ktorá spojuje uzly u, v 
a přitom cesta Ci je podgrafom grafu G. Teda ak v grafe G existuje &-cesta 
vzhladom na L0 spojujúca uzly u, v, potom existuje v G cesta Ci spojujúca 
uzly u, v alternajúca vzhladom na lubovolný lineárny faktor Li grafu G. 

(B) Nech v grafe G neexistuje taká cesta spojujúca uzly u, v, ktorá by bola 
^-cestou vzhladom na L0, potom nemóže existovat ani ťx-cesta vzhladom na 
L{ — kde L{ je lubovolný pevné zvolený lineárny faktor grafu G —, ktorá 
spojuje uzly u, v, lebo z existencie takefjto cesty by podlá časti (A) dókazu 
vyplývala existencia cesty C0 alternujúcej vzhladom na L0 spojujúcej uzly 
u, v, co je proti předpokladu. 

Preto A-cesta vzhladom na lubovolný lineárny faktor L{ grafu G, ktorá spo
juje uzly u, v, existuje právě vtedy, keď existuje takáto <%-cesta vzhladom na 
L0; co bolo třeba dokázat. 

2. Relácia Q a relácia A v množině uzlov grafu 

Prvé poznatky, ktoré sme získali v úvahách predchádzajúcej časti umožňujú 
nám definovat ďalšie dóležité pojmy a zoznámiť sa s ich základnými vlast-
nosťami. 

Nech G je lubovolný graf, v ktorom existuje lineárny faktor. Definujme si 
v množině uzlov grafu G reláciu Q takto: uzly u, v sú v relácii Q (písané uQv) 
právě vtedy, keď u = v, alebo keď existuje v G taká cesta spojujúca uzly u, v, 
ktorej každá hrana je hranou aspoň jednoho lineárneho faktora grafu G. 
Definujme si ďalej reláciu A takto: uzly u, v sú v relácii A (písané uAv) právě 
vtedy, keď neexistuje v G taká ťx-cesta (vzhladom na lubovolný lineárny 
faktor — pozři vetu 7), ktorá by spojovala uzly u, v. Platí táto veta: 

Veta 8. Nech G je lubovolný graf, v ktorom existuje lineárny faktor. Relácia Q 
v množině uzlov grafu G je reláciou ekvivalencie. 

D ó k a z . Veta vyplývá priamo z vety 5. 
D o h o v o r . Rozklad množiny UG uzlov grafu G (obsahujúceho lineárny 

faktor) na triedy uzlov, ktoré sú v relácii Q, budeme označovat znakom Uf. 
o 

Veta 9. Nech G je lubovolný graf, v ktorom existuje lineárny faktor a nech G 
je graf, ktorý vznikne z G odstraněním všetkých hrán, ktoré nepatria do ziadneho 

() —1 ^ o 

lineárneho faktora grafu G. Platí Ug = U% je rozklad množiny uzlov grafu G 
na množiny uzlov jednotlivých jeho komponent. 

D ó k a z . Veta je dósledkom vety 5 a vety 6. 
Lemma 4. Nech G je lubovolný graf s lineárnym faktorom. Lubovolná trieda 

rozkladu U% množiny jeho uzlov obsahuje parny počet uzlov. 
D ó k a z . Lemma je dósledkom lemmy 1 a vety 5, 6. 
Veta 10. Nech G je lubovolný graf, obsahujúci aspoň jeden lineárny faktor, 
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ktorý má nenulové jádro. Nech h je lubovoíná hrana z G a nech h spojuje uzly ux, 
u2. Platí: uxQu2, t. j . uzly ux, u2 patria do tej istej triedy Ui rozkladu U% = 
= { U1, U2, . . ., Un} a neplati uxAu2. Ak v je lubovolný taký uzol z G, ze platí 
uxAv; u2A v, potom platí uxA v pre všetky uzly ux z množiny Ut. 

D ó k a z . Podlá vety 6 existuje taký lineárny faktor L grafu G, ktorý obsa
huje hranu h. Cesta C = ux, h, u2 je takou cestou spojujúcou uzly ul9 u2, 
ktorej jediná hrana je hranou lineárneho faktora v G. Preto je uYQu2. Cesta C 
je však tiež ťx-cestou vzhladom na L, preto neplatí uxAu2. 

Nech v je lubovolný taký uzol z G, o ktorom platí uxAv, u2Av. Ak by 
o triede U{ platilo Ui = {ul7u2 }, netřeba už nic dokazovat. Predpokladajme, 
že okrem uzlov ux, u2 obsahuje Ui ešte ďalšie uzly. 

Nech L' je lubovolný taký lineárny faktor grafu G, ktorý neobsahuje hranu h-
Pretože h patří do G, existuje ťx-kružnica K' vzhladom na L', ktorá obsahuje 
hranu h. Ak v kružnici K' zrušíme hranu h, dostaneme tak zrejme cestu 
C spojujúcu uzly ul9 u2, ktorá je ť%-cestou vzhladom na L'. 

I. Tvrdím: nech C = u[, h12, u2, . . ., u'2n je lubovoíná ťx-cesta vzhladom 
na L', ktorá spojuje uzol u[ = ux s uzlom u'2n = u2, potom platí u'x =4= v pre 
všetky x G {1, 2, . . ., 2n}. 

Dókaz tvrdenia. Pretože podlá předpokladu existuje ťx-cesta C vzhladom 
na L', ktorá spojuje uzly u1, u2 a je uxAv, u2Av, je nutné u[ = ux 4= v; u'2n = 
= u2 4= v. Lubovolný uzol ux z C rozděluje cestu C na dve čiastočné cesty: 
na cestu C[, ktorá spojuje uzol u[ s uzlom u'x a na cestu C2, ktorá spojuje uzol ux 

s uzlom u'2n. Právě jedna z ciest C[, C2 je ^c-cestou vzhladom na L' a pretože 
má platit súčasne u[Av, u'2;iAv, je nutné u'x ^ v pre všetky x £ {2, 3, . . ., 2n— 1}; 
čiže je u'x 4= v pre všetky u'x G C. 

I I . Tvrdím: nech C = u[, h12, u2, . . ., h2x_12x, u'2)l je lubovoíná ťx-cesta 
vzhladom na L', ktorá spojuje uzol u[ = ux s uzlom u2l = u2, potom platí 
vAu'x pre všetky x € {1, 2, . . ., 2n}. 

Dókaz tvrdenia. Predpokladajme naopak, že existuje ^-cesta C" vzhladom 
na L', ktorá spojuje uzol v s istým uzlom u'x z C a nech C" = v±, g12, v2, . . ., 
v2m (kde v1 = v, v2m = u'x; hrana giii+1 € C" spojuje uzol v{ s uzlom vi+1). Podlá 
predošlého je vx = v 4= u'y pre všetky y G {1, 2, . . ., 2n}. Označme znakom z 
najmenšie číslo z {1,2, . . ., 2m}, o ktorom platí vz G C" patří do C. Pretože C" 
je ť%-cesta vzhladom na L', patria do L' z hrán £ C" tieto a len tieto hrany: 
1̂,29 3̂,45 • • •> 92m-i,2m' Platí nutné z = 0 (mod 2), t. j . hrana gz-ljZ€ C" nepatří 

do L . Hrana gz_lz nepatří do C a pretože uzol vz = u't je incidentný právě 
s jednou hranou z L', ktorá patří do ť%-cesty C, nemóže hrana gz-lz patř i t 
do L (ináč by uzol u[ bol incidentný s dvoma hranami z U, čo nie je 
možné). 

Uzol u't rozděluje cestu C na dve cesty C'a, C'b, z ktorých prvá spojuje uzol u[ 
s uzlom u[, druhá uzol u't s uzlom u'2l. Právě jedna z týchto ciest je (%-cestou 
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vzhladom na U. Označme znakom C0 tuto část cesty C"\ C"Q = vl9 g12, v2 , . . . . 

Pretože cesty C'a, C0, ani cesty C'b, C'0 nemajú spolocné hrany a hrana g2-lyZ 

nepatří do U, buď prvky ciest G'a, C"{) tvoria rv-cestu vzhladom na U, ktorá 
spojuje uzol v s uzlom ^í[, alebo prvky ciest C'b, C0 tvoria rv-cestu vzhladom 
na U, ktorá spojuje uzol v s uzlom ^ť2}l. To je však spor, lebo sme předpokládali, 
že platí súčasne Vi^i[ = tt±; vA^t2.l = ^l2. Preto nemóže existovat r^-cesta 
vzhladom na U, ktorá by spojovala uzol u'x € C s uzlom v a je teda vAux 

pre všetky x € {1, 2, . . ., 2n}, čo bolo třeba dokázat. 
I I I . Z tvrdení I a I I ako aj zo skutečnosti, že hrana jádra je hranou aspoň 

jednej ^-kružnice vzhladom na pevné zvolený lineárny faktor, vyplývá ihned 
toto: nech h € G spojuje uzly ^í1, ^l2 a nech K je lubovolná ^-kružnica vzhladom 

na istý lineárny faktor L; ak o istom uzle v £G platí vYAv; u2Av, potom platí 

'uÁAv pre lubovolný uzol ux € KY 

Dokončíme teraz dókaz vety. Ak platí Ui = {?/l7 u2}, netřeba už nič do
kazovat. Predpokladajme, že ux je lubovolný taký uzol, který je rózny od U\ 
a rózny od ^^2 a patří do U{. Platí teda ^t1Q^lx, t. j . existuje cesta C° = wl9 

h\2, ^v2, hys, . . ., wr, ktorá spojuje uzol w\ = ux s uzlom ^or = ux taká, že 
každá jej hrana je hranou aspoň jednoho lineárneho faktora v G. Cesta C° 
nemóže obsahovat takú hranu, ktorá by bola hranou každého lineárneho 
faktora v G, lebo potom by dva uzly cesty incidentné s touto hranou tvořili 
triedu V• € ~Ú% a to je spor s predpokladom, že všetky uzly z C° patřix do 
triedy Ui, ktorá má viac než dva uzly. Preto všetky hrany z C° patria do 

A 

jádra G a pretože sú hranami jednej a tej istej cesty, patria všetky do tej istej 
komponenty jádra G. 

Nech L je lubovolný lineárny faktor v G, který obsahuje hranu h spojujúcu 
uzly ux, ^l2. Označme znakom Kx lubovolnú ťv.-kružnicu vzhladom na L, ktorá 
obsahuje hranu h{\2. Kružnica K1 obsahuje nutné hranu h, lebo Kx obsahuje 
uzol ux — u\ a lubovolný uzol ^.-kružnice je incidentný právě s jednou hranou 
z kružnice, ktorá patří do L (touto hranou v našom případe je zrejme hrana 
h € L). Podlá vyššie uvedeného všetky uzly z Kx sú v relácii A s uzlom v. 

Nech wyi je ten uzol z C°, ktorý patří do K1 a o ktorom platí: buď je y1 = r, 
alebo pre všetky y > y1 uzol wy € C° nepatří do Kx. Pretože je h^2€Kl9 

teda u)2 patří do Kx, je nutné yx ^ 2. Ak by bolo yx = r, sme s dókazom 
hotoví. Predpokladajme, že je y1 < r. Hrana hyuyvrl € C° nepatří do L, lebo 
hrana z L incidentná s uzlom wyi patří do Kx a hrana tyvyvll nepatří do Kx. 
Pretože hrana h®hyvll je hranou jádra G, existuje kružnica K.?, ktorá obsahuje 
hranu h{)

!jiyi+1 a ktorá je ťv-kružnicou vzhladom na L. Kružnica K2 má s kruž-
nicou Kx spoločnú tu hranu z L (označme jn g12), ktorá je incidentná s uzlom w . 
Oba uzly, s ktorými je incidentná hrana g12, sú podlá predošlého — pretože 
patria do Kx ~~ v relácii A s uzlom v. Potom však aj všetky uzly z K2 sú 
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v relácii A s uzlom v. Označme znakom wy2 ten uzol z K2 patriaci do C°, o kto-
rom platí: buď je y2 = r, alebo všetky wy G C°, kde y > y2, sú mimo kruž
nice K2. J e zrejme y2 >̂ yx -f- 1. Ak je ?/2 — r, sme s dókazom hotoví; v opač-
nom případe existuje kružnica K3 obsahuj úca hranu h®2iy2_vl (ktorá nepatří 
do L), ktorá je rY-kružnicou vzhladom na i a má s kružnicou K2 spoločnú 
hranu g2 3 G L. Z toho vyplývá, že všetky uzly z fT3 sú v relácii A s uzlom v. 
Po konečnom počte takýchto krokov najdeme kružnicu K takú, ktorá je 
^-kružnicou vzhladom na L, obsahuje uzol w]jq = iv. = ux a všetky jej uzly 
sú v relácii A s uzlom v. Teda uzol ux je v relácii A s uzlom v. Pretože ux bol 
lubovolný uzol z Č7ť, je nutné uxAv pre všetkjT uzly uxč Ui, čo bolo třeba 
dokázat. Dókaz vety je tým vykonaný. 

Veta 11. Nech G je lubovolný graf, v ktorom existuje lineárny faktor L a nech U!
(j 

je rozklad množiny Ufí uzlov grafu G na triedy uzlov, ktoré sú v relácii Q. Platí 
v lubovolnej triede Ui G U$ je relácia A reláciou ekvivalencie. 

D ó k a z . Z definície relácie A priamo vyplývá, že relácia A je reílexívna 
a symetrická. V množině Ui G U$, ktorá obsahuje právě dva uzly, je pre to 
relácia A zrejme reláciou ekvivalencie. Třeba dokázat, že relácia A je tranzi-
tívna v takej triede U{ G U%, ktorá obsahuje viac než dva uzly. Nech u, v, w 
sú také tri rózne uzly z Uí G £/"$, o ktorých platí uAv, vAw. Predpokladajme 
proti tvrdeniu vety, že uzly u, w nie sú v relácii A, t . j . , že existuje cesta 
C = ul9 hx 2, u2, h2Z, . . ., h2,l_12il, u2il spojujúca uzol ux = u s uzlom u2:l = w9 

ktorá je ^-cestou vzhladom na L. Potom hrany a len hrany h2x_12x G C (kde 
x = 1, 2, . . ., n) patria do L. Podlá tvrdenia I a I I z dókazu predošlej vety 
platí v 4= uy, vAuy, pre všetky y = 1, 2, . . ., 2n. Pretože hrana h12 patří do L 
a hrana h12 nemóže byť hranou každého lineárneho faktora v G, je nutné 
uxQu2 a hrana h12 je hranou jádra G. Potom však podlá vety 10 platí vAux 

pre všetky uzly uxG Ui, za předpokladu, že je ux, u2 G Ui (Ui£ U%) a že 
uzly ux, u2 sú spojené hranou z G; čo v našom případe je splněné. Cize uzol v 
je relácii A so všetkými ostatnými uzlami z Ui. Nech h0 je tá hrana z L, ktorá 
je incidentná s uzlom v a nech t ^= v je druhý uzol, s ktorým je incidentná 
hrana h0. Je nutné vQt, čiže t patří do Ui a podlá predošlého je vAt. To je spor, 
pretože cesta pozostávajňca z uzla v, hrany h0 G L a uzla t je (x-cestou vzhladom 
na L, ktorá spojuje uzol v s uzlom t a je teda v non At. Předpoklad, že ne
platí uAw viedol ku sporu. Je preto uAw a relácia A je tranzitívna v lubovolnej 
množině U{ G Č7#. Relácia A je reláciou ekvivalencie v lubovolnej množině 
Ui G Ujj. Dókaz je vykonaný. 

Pretože relácia A je reláciou ekvivalencie v lubovolnej triede Ut rozkladu U^, 
možno každú z tried z Ufí rozložit jednoznačné ešte na triedy (podtriedy) 
uzlov, ktoré sú aj v relácii Q aj v relácii A. Rozklad množiny U uzlov grafu G 
na triedy uzlov, ktoré sú aj v relácii Q aj v relácii A, budeme označovat zna
kom U*. Je zřejmé, že rozklad U* je zjemněním rozkladu U£. Každá trieda 
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z ř7g obsahuje uzly najmenej z dvoch tried rozkladu U%, pretože Tubovolná 
trieda z Ú§ obsahuje najmenej dva uzly (pozři vetu 9) a lubovolný uzol nie 
je v relácii A aspoň s jedným uzlom tej istej triedy rozkladu ř7g. 

Veta 12. Nech G je lubovolný graf, v ktorom existuje lineárny faktor a v ktorom 
rozklad U§ obsahuje aspoň dve triedy uzlov. Nech ul9 vx sú lubovolné dva uzly 
patriace do rázných tried z ř7g; ux e U{; vx € Uj; U{, ř7;. € U%. Nech L je lubo
volný lineárny faktor grafu O. Označme znakom u2 (resp. v2) ten uzol z G, ktorý 
je spojený s uzlom u± (resp. vx) hranou z L. Ak existujú cesty Cx, C2, ktoré sú 
a-cestami vzhladom na L a cesta C1 spojuje uzly ul9vxa cesta C2 spojuje uzly u2,u2, 
potom existuje oc-cesta vzhladom na L spojujúca uzly ul9 v2a existuje tiez oc-cesta 
vzhladom na L, ktorá spojuje uzly u2, vx. 

D ó k a z . Nech C1 (resp. C2) je ťx-cesta vzhladom na L spojujúca uzly ul9 vx 

(resp. uzly u2, v2). Hrana z L spojujúca uzly ul9 u2 (označme ju g0) a tiež 
hrana z L spojujúca uzly v1, v2 (označme ju h0) patří zrejme aj do cesty C1 

aj do cesty C2. Cesty Cx, C2 musia mat okrem hrán g0, h0 a uzlov u±, u2, vx, v2 

ešte ďalšie spoločné prvky, lebo v opačnom případe by hrany a uzly oboch 
týchto ciest tvořili ^-kružnicu vzhladom na L a to je spor s predpokladom, že 
uzly ul9 vx patria do róznych tried z ř7g. 

Ďalej: keby cesty C1, C2 mali okrem uvedených prvkov spoločné už len 
isté uzly, potom každý takýto uzol bol by incidentný s jednou hranou z C1 

patriacou do L a s jednou hracnou z C2 patriacou do L, a to nie je možné, lebo L 
je lineárny faktor. Teda cesty Cl9 C2 majú okrem hrán g0, h0 spoločnú aspoň 
ešte jednu hranu. 

Označme znakom G0 podgraf grafu G, ktorý pozostáva z prvkov a len 
z prvkov ciest C1, C2. Graf F0 je zrejme súvislý, neobsahuje žiadny uzol prvého 
stupňa a neobsahuje žiadny uzol vyššieho stupňa než tretieho. Keby totiž 
niektorý z uzlov bol vyššieho stupňa než tretieho, znamenalo by to, že dve 
a dve hrany s ním incidentné by patřili do C1, resp. do C2 a takýto uzol by bol 
incidentný s dvoma hranami z L, pretože C1, C2 sú podlá předpokladu ^-cestami 
vzhladom na L. To však je spor, lebo L je linerárny faktor. Graf G0 obsa
huje uzly najviac tretieho stupňa. 

Označme znakom Hl (resp. H%, resp. Hf}) množinu tých hrán grafu G0, 
ktoré patria len do cesty Cx (resp. len do cesty C2, resp. do oboch ciest). Nech w 
je lubovolný uzol grafu G0 nepatriaci do {u1, u2, vl9 v2}. Platí toto: ak w je 
uzlom druhého stupňa v grafe G0, potom obe hrany z G0 s ním incidentné 
patria do tej istej množiny z množin I7J, R\, Ií\; ak uzol w je tretieho stupňa 
v G0, potom každá z hrán s ním incidentných patří do inej z množin I7J, Ii\, I/jj, 
pretože právě jedna z týchto troch hrán patří aj do C\ aj do C2, právě jedna 
patří len do C\ a právě jedna len do C2. Označme znakmi x0, xl9 . . ., x2l+1 

uzly cesty C1 v poradí, v akom cez ne prechádzame vychádzajúc z uzla x0 = u± 

a končiac v uzle x2:l+1 = vx (platí potom xx = u2; x2i = v2) a označme znakmi 
Ž/o> ž/i5 • • -9 l/2m+i u z l y cesty C2 v poradí, v akom cez ne prechádzame vy-

84 



chádzajúc z uzla y0 = u2 a končiac v uzle y2m+1 = v2 (platí zrejme y± = u±; 
Vím = Vi)- N e c h XP (Presp. ag) je ten uzol cesty Gl9 ktorý je spoločný obom 
cestám a má z takýchto uzlov x{ € C1 najmenšie (resp. najváčšie) pořadové 
číslo a nech yr (resp. ys) je ten uzol cesty C2, ktorý je spoločný obom cestám 
a má z takýchto uzlov y{ € C2 najmenšie (resp. najváčšie) pořadové číslo. 

I. Tvrdím: ak je xp = yr, alebo ak je xq = ys, potom v grafe G existuje 
ťx-cesta vzhladom na L spojujúca uzly ul9 v2 a tiež ^%-cesta vzhladom na L 
spojujúca uzly u2, vx. Dokažme to. Nech je xp= yr. V uzle xp = yr možno 
cestu C1 rozdělit na dve čiastočné cesty Clx, C12, pričom cesta G1,1 spojuje 
uzol x0 = ux s uzlom xp, cesta C12 spojuje uzol xp s uzlom xx. Podobné v uzle 
xp = yr možno rozdělit cestu C2 na dve čiastočné cesty C 2 1 , (72 2 (z uzla u2 do 
uzla yr a z uzla yr do uzla v2). Platí : ani hrana z CX1, ani hrana z C21, s ktorou 
je uzol xp = yr incidentný, nepatří do L; do L patří tá hrana incidentná 
s uzlom xp = yr, ktorá je spoločná cestám C1, C2. Teda cestaC 1 2 (resp. cestaG2 2) 
je rx-cestou vzhladom na L, ktorá spojuje uzol xp = yr s uzlom vx (resp. 
s uzlom v2). Potom však prvky ciest C1X, C22 (resp. prvky ciest C21, G12) 
tvoria nutné ^-cestu vzhladom na L, ktorá spojuje uzol u± s uzlom v2 (resp. 
uzol u2 s uzlom v±); cesty s požadovanými vlastnosťami existujú, ak je xp = yr. 
Podobné sa dokáže, že takéto cesty existujú, ak je xq = ys. 

Ak by platila aspoň jedna z rovnic xp = yr; xq = ys, sme s dókazom vety 
hotoví. Predpokladajme, že platí súčasne xp #= yr\ %q 4= ys- Nech U je mno
žina tých uzlov grafu G0, ktoré sú v G0 uzlami tretieho stupňa. Skonštruujme 
graf G takto: uzlami grafu G sú uzly množiny Gř7, dva uzly z U sú spojené 
hranou v grafe G právě vtedy, keď v grafe G0 existuje taká cesta spojujúca 
tieto dva uzly, ktorej všetky hrany patria do tej istej množiny H^ (i € {1, 2, 
3}) a okrem toho nech existujú už len tieto dve hrany: hrana spojujúca uzol xp 

s uzlom yr a hrana spojujúca uzol xq s uzlom ys (je zřejmé, že uzly xp, xq, yr, ys 

patria do množiny Ú). Teda existuje prosté zobrazenie Hp množiny takých 
ciest v grafe G0, ktoré spojujú dva uzly tretieho stupňa z G0 a ktorých vnútorný 
uzol nepatří do U, na množinu hrán grafu G; ináč povedané: graf G je pravidelný 
graf tretieho stupňa, ktorý je homeomorfný s grafom G0. 

I I . Tvrdím: vzorom lubovolnej hrany z G v zobrazení <̂  je cesta grafu G0, 
ktorá obsahuje nepárny počet hrán. Obrazy ciest v G0 spojujúcich dva uzly 
z U, ktorých všetky hrany patria do III, tvoria množinu hrán istého lineárneho 
faktora L grafu G. Dokažme platnost uvedených tvrdení. Nech h je lubovolná 
hrana z G, ktorá je obrazom cesty C0 z grafu G0 obsahujúcej hrany z JJjj. 
Hrana h (resp. cesta C0) nech spojuje uzly u,~v € U. Tá hrana z C0, ktorá je 
incidentná s koncovým uzlom, patří nutné do L. Keby totiž niektorá z hrán 
cesty C0 incidentných s uzlom u, ~v nepatřila do L, potom by patřili do L 
aj hrana z C1 nepatriaca do C2, aj hrana z C2 nepatriaca do C1, ktorá je inci
dentná s uzlom u, resp. s uzlom ~v, čo nie je možné. To však znamená, pretože 
hrany patriace d o l a nepatriace d o L sa v cestě C0 striedajú, že cesta C0, ktorá 
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je vzorom hrany h v zobrazení q, obsahuje nepárny počet hrán. Lubovolna 
cesta z G0 spojujúca dva uzly z Ú obsahuj uca len hrany množiny H{) obsahuje 
nepárny počet hrán. Podobné je to s cestami grafu G0, ktoré spojujú dva uzly 
z U a obsahuji! len hrany z //J (resp. len hrany z H*). Takéto cesty začínajú 
a končia hranou nepatriacou do JO, lebo hrana z G0 patriaca do L a incidentná 
s uzlom množiny U patří podlá předešlého do množiny Ií{\ a pretože sa v nich 
taktiež hrany nepatriace a patriace do L striedajú. Teda všetky vzory hrán 
grafu G v zobrazení q sú cestami grafu G0 s nepárnym počtom hrán. Pretože 
každý uzol z li je incidentný v C70 pra ve s jednou hranou z //;; — teda je 
koncovým uzlom právě jednej takej cesty spojuj ňcej dva uzly množiny c7. 
ktorej všetky hrany patia do H{] ~ každý uzol z U je v grafe G incidentný 
právě s jednou takou hranou, kforá je obrazom cesty z G0 obsahujúeej len 
hrany množiny //;;. Množiny všetkých takýchto hrán v grafe G je množinou 
hrán istého lineárneho faktora L grafu G. Teda graf G je súvislý pravidelný 
graf tretieho stupřia. v ktorom existuje lineárny faktor L. 

I I I . Tvrdím: graf G obsahuje aspoň jeden most h* a most h* je li ranou 
každého lineárneho faktora grafu G. Dokaž tvrdenia: íuhovoíný most [libo
volného grafu obsahuj uceho lineárny faktor je bud hranou každého lineárneho 
faktora grafu, alebo nie je hranou žiadneho lineárneho faktora tohoto grafu 
(v opačnom případe by bol most hranou jádra, co podía definície jádra nie je 
možné). Dokažme najprv toto: ak graf G obsahuje most h*, potom h* je hranou 
každého lineárneho faktora grafu G. Necli h* spojuje uzly u, "v a nech cesta G0 

je vzorom hrany h* v zobrazení q>. Uzly u,~v sú uzlami aj cesty C\ aj cesty C2. 
Cesta C0 je jedinou cestou grafu G{) spojujúcou uzly u, v. (Jesta C0 je preto 
ciastocnou cestou aj cesty (\ aj cesty C2, cize: všetlcy hrany z C0 ])atria do //;;. 
To však znamená podlá I I . . že li* patří do L a patří tiež do každého lineárneho 
faktora grafu G. Ak preto existuje v grafe G most, patří tento most do každého 
lineárneho faktora grafu G. Dokážeme napokon, že v grafe G existuje most. 

Je známa táto veta: nech G je lubovolný konečný súvislý pravidelný graf 
tretieho stupňa. ktorý neobsahuje most, potom v grafe G existuje lineárny 
faktor L a íubovoíná hrana z G je hranou aspoň jednej ^-kružnice vzhiadom 
na L (pozři [SJ). Ak by teda graf G neobsahoval most, potom podlá uvedenej 

vety každá hrana z G by bola hranou jádra G. Pretože graf G je homeomorfný 
s grafom G0 a vzorom každej hrany z G je cesta v G0, ktorá obsahuje nepárny 
počet hrán, odpovedá —kružnici z grafu G kružnica, ktorá je v-kružnicou 
v grafe G0. To vyplývá z tejto úvahy: cesty grafu G0, ktoré sú v zobrazení ~<p 
vzorom hrán z L, začínajú a končia hranou z L, ostatné cesty grafu G0, ktoré 
sú vzorom hrán grafu G v zobrazení q, začínajú a končia hranou nepatriacou 
do L. Množině hrán lubovolnej ^-kružnice vzhiadom na L z grafu G odpovedá 
preto množina ciest grafu G0 na seba nadvázujúcich, ktoré nemajú spoločné 
hrany, tvoria spolu kružnicu v G0 a vzhiadom na to, že sa hrany patriace do L 
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a nepatriace do L v takejto kružnici striedajú, je takáto kružnica /%-kružnicou 
vzhladom na L grafu G0. Je teda G0 = G0. Graf G0 je súvislý a z predošlého 
vyplývá, že v grafe G platí uxQvx — spor s predpokladom, že uzly ux, v1 patria 
do róznych tried rozkladu U$. Teda v grafe G existuje najmenej jeden most 
a vzorom tohto mosta v zobrazení 7p je cesta C0 v grafe G0 obsahujúca len 
hrany z množiny //;;. Všetky hrany cesty C0 síi zrejme mostami v grafe G0. 

IV. Teraz už móžeme dokončit dókaz vety. Nech /&* je Tubovolný most 
grafu G, vzorom hrany /t* nech je cesta C0. Pretože uzly ux, u2 (resp. uzly vA, v 7) 
sú spojené v grafe G hranou g0 (resp. hranou Ji0) a cesta v G0 odpovedajúca 
lirane z G, ktorá spojuje uzly xp, yf (resp. uzly x , y;.), nepatří do L, patria 
nutné uzly xp, y. k jedncmu a uzlu xq, y... k druhému břehu mosta h* grafu G. 
Hrany cesty C0 patria do //;], preto hrana z C0 incidentná s koncovým uzlom 
tejto cesty patří do L. Označme znakom ?I(resp.¥) ten uzol incidentný s hra
nou h* (resp. ten koncový uzol cesty C0), ktorý leží v tom istom břehu mosta /z* 
ako uzly xp, yr (resp. ako uzly xp, ys). Označme znakom Clu, resp. C\iV tú ěasť 
cesty Cx, ktorá spojuje uzol ux s uzlom u, resp. uzol u s uzlom vx a znakom C2 u, 
resp. C2>y tú část cesty C2, ktorá spojuje uzol u2 s uzlom u, resp. uzol u s uzlom?:2 • 
J e zřejmé, že cesty (7 í jU? C2>y sú ^-cestami vzhladom na L. V cestách (7 l j?t, C2

W 

sa sice striedajú hrany patriace a nepatriace do L, avšak uzol u a len tento 
uzol nie je v týchto cestách incidentný s hranou z L. Cesty Clu, C2íV (resp. 
cesty C2u, C\ r) nemajú okrem uzla u žiadny prvok spoločný, preto cesta v G0 

pozostávajúca z prvkov oboch týchto ciest je %-cestou vzhladom na L, ktorá 
spojuje uzly ux, v2 (resp. uzly u2, ^ ,

1). Tým je dókaz vety vykonaný. 

Veta 13. NecJi v grafe G, ktorý obsahuje viac aJco dva uzly, existuje lineám y 
faktor L a nech v množině Ua všetJcýcJi uzlov grafu G je relácia A tranziti'vna, 

- ^ 
potom (1) rozJclad 17$ obsahuje právě jednu triedu uzlov U& = {Ua}', (2) jádro G 
obsahuje všetky uzly grafu G; (3) jádro G aj graf G sú súvislé grafy. 

D ó k a z . Predovšetkým: ak A je relácia tranzitívna v grafe G, potom G je 
súvislý graf. Ak by totiž graf G nebol súvislý a Ua, Ub by boli množiny uzlov 
dvoch jeho komponent, platilo by UaAUb (lebo nemóže existovat cesta a teda 
ani ť%-cesta, ktorá spojuje uzly z róznych komponent grafu). Pretože v mno
žině Ua existuje aspoň jedna dvojica uzlov u, v, ktoré sú spojené hranou 
lineárneho faktora L, nemóžu byť lubovolné dva uzly z Ua v relácii A (napr. 
uzly u, v nie sú v relácii A). To je spor s predpokladom, že A je relácia tranzi
tívna. Preto G je súvislý graf. 

Predpokladajme oproti tvrdeniu vety, že rozklad 17% obsahuje aspoň dve 
triedy uzlov. Pretože G je súvislý graf, vyplývá z toho, že v G existuje hrana Ji 
spojujúca isté uzly ul9 u2 patriace do róznych tried z 17$. Hrana h nemóže 
patř i t do žiadneho lineárneho faktora v G, preto Ji nepatří do L. Označme 
znakom vx (resp. v2) uzol, ktorý je spojený hranou lineárneho faktora L s uzlom ux 

(resp. u2). Je uxAu2 a uzly ux, vx (resp. u2, v2) nie sú v relácii A. Pretože p o d l á 
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předpokladu relácia A je tranzitívna, nemóžu byť ani uzly vl9 u2, ani uzly uv v2 

v relácii A. Existuje preto v G taká ^-cesta vzhladom na L, ktorá spojuje 
uzly ux, v2 a tiež taká, ktorá spojuje uzly u2, v\, z čoho podlá vety 12 vyplývá, 
že existuje v grafe G ,x-cesta vzhladom na L, ktorá spojuje uzly ul9 u2, resp. 
uzly v1, v2. To je spor, lebo podlá predošlého je uxAu2. Preto rozklad U% 
nemóže obsahovat viac ako jednu triedu uzlov a je c7g = {UG}. 

Dokažme teraz platnost dalších tvrdení vety. Pretože graf G obsahuje viac 
ako dva uzly a platí podlá predošlého uQv pre lubovolné dva uzly u, v grafu G, 
nemóže graf G obsahovat takú hranu, ktorá by bola hranou každého lineárneho 

/\ 
faktora grafu. Lubo volná hrana z L patří preto do jádra G a pretože Tubo volný 

/\ 
uzol z G je incidentný s hranou z JJ, patří každý uzol z G do jádra G. Pretože 
pre lubovolné dva uzly u 4= v z G platí uQv, existuje v G taká cesta C spojujúca 
tieto dva uzly, ktorá obsahuje len hrany vyskytujúce sa aspoň v jednom 
lineárnom faktore grafu G. Pretože v G neexistuje hrana, ktorá by bola hranou 
každého lineárneho faktora, cesta C je cestou tiež v grafe G a jádro G je súvislý 
graf. Tým je dókaz vety vykonaný. 

Vety 11 a 13 poukazujú na zaujímavú vlastnost relácie A v množině UG 

uzlov grafu G obsahujúceho lineárny faktor: v Tubovolnej triede rozkladu ř/g 
je relácia A reláciou ekvivalencie a ak A je v množině UG (s viac než dvoma 
uzlami) reláciou ekvivalencie, potom rozklad U$ obsahuje jedinú triedu; 
U§= {UG}. 
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К Т Е О Р И И К О Н Е Ч Н Ы Х ГРАФОВ 
С Л И Н Е Й Н Ы М М Н О Ж И Т Е Л Е М I 

А Н Т О Н К О Ц И Г 

В ы в о д ы 

В статье изучаются новым методом основные свойства конечных графов содержащих 
по крайней мере один линейный множитель. Пусть С — такой конечный граф, в ко
тором существует по крайней мере один линейный множитель 1^. Окружность (путь) 
графа С называется а-окружноетыо (ос-иутем) относительно /,, если любая вершина 
окружности (пути) инцидента ребру окружности (пути), принадлежащей ^. Доказы
вается, что любая окружность К графа О, являющаяся композицией двух различных 
линейных множителей 1^, 1^2 графа С, есть а-окружиость относительно 1^x и также 
л-окружпость относительно ^2. Доказывается далее что в том случае, когда К — про
извольная а-окружпостъ относительно 1^, то композиция окружности К и линейного 

множителя I/ является линейным множителем графа С. Пусть Д7 и 1^^ — два любые 
/\ /\ 

линейные множители графа С и пусть Иа и I//, — множества ребер графа С, принадле
жащих но крайней мерс одной а-окружпости относительно 1^а и соответственно ос-окруж-

/\ /\ /\ 
пости относительно 1,ь; тогда имеет место равенство На = Ни т. е. множество И ребер 
графа С, являющихся ребрами по крайней мере одной л-окружпости относительно 
определенно выбранного линейного множителя графа С, не зависит от выбора этого 
линейного множителя. Это позволяет ввести понятие ядра графа: подграф графа С, 

/\ 
содержащий все ребра € Я и кроме того только вершины, инцидентные этим ребрам, 
называется ядром графа С и обозначается символом С Доказывается, что С может 
быть и пулевым графом. 

х\ /\ 
Доказываются следующие предложения: если С — ненулевой граф, то в С всегда 

/\ /\ 
существует линейный множитель. Ядром ненулевого графа С служит сам граф С. 
Любое ребро € С служит ребром ядра О, или принадлежит каждому линейному мно
жителю графа С, или пе принадлежит никакому линейному множителю графа С. Если 
ребро 1г принадлежит С то в О существует линейный множитель, содержащий ребро к 
и существует также линейный множитель пе содержащий ребра к. 

Доказываются следующие свойства <\-путп в графе С: пусть 1,г, /,2 два произвольные 
линейные множители графа С; и, с — две произвольные вершины € 6\ Тогда в графе С 
существует такой л-путь относительно /,2, который соединяет вершины и, V тогда 
и только тогда, когда существует в С ос-нуть относительно 1,г, который соединяет 
вершины и, V. 

Предметом дальнейшего исследования служат соотношения О, А па множестве всех 
вершин графа С, определяемые следующим образом: вершина и находится в графе С 
с вершиной V в соотношении ^ тогда и только тогда, когда и = с, или когда в С сущест
вует путь, соединяющий вершины и, г, каждое ребро которого служит ребром по 
крайней мере одного линейного множителя графа (7; вершина и находится в графе О 
с вершиной V в соотношении А тогда и только тогда, когда и = г, или когда в С йе 
существует ос-иуть относительно ^ (где I/ — произвольный линейный множитель гра
фа С), который бы соединял вершины и, т. 

Доказывается, что соотношение ^ есть соотношение эквивалентности и поэтому 
множество ^а всех вершин графа С можно единственным способом разложить' на 
классы вершин ^1, ^2, ..., ^п так, чтобы две вершины и, V принадлежали одному 
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и тому же классу тогда и только тогда, когда они находятся в соотношении ^. Такое 
разложение множества обозначено символом ^^. 

Доказывается слующее свойство соотношения Л: в любом классе ^^ € С1 а соотно
шение Л есть соотношение эквивалентности. Отсюда следсут: существует одно и только 
одно разложение Ьд множества 1Г

(; на классы вершин, для которого справедливо 
предложение: две любые вершимы и, с> принадлежат одному и тому же классу раз
ложения 67* тогда и только тогда, когда они находятся одновременно в соотношении 
о и в соотношении Л. Если соотношение Л транзитивпо в целом множестве ^а и если ^а 
содержит больше чем две вершины, то: (1) имеет место равенство ^а = {Ьта}\ (2) ядро О 
содержит все вершины € 1/а '» (?>) С есть связный граф и поэтому и С есть граф связный. 

E I N B E I T R A G ZUR T H E O R I E 
D E R E N D L I C H E N G R A P H E N M I T L I N E A R E N F A K T O R E N I 

A N T O N K O T Z I G 

Z n s am m en f a s su n g 

In der Arbeit werden mittels einer neuen Methode die Grundeigenschaften endlicher 
Graphen, die mindestens einen linearen Faktor enthalten, behandelt. Es sei 67 ein solcher 
endlicher Graph, in welchen wenigstens ein linearer Faktor L existiert. E i n K r e ' s (resp. 
Weg) des Graphen G heißt «-Kreis (resp. «-Weg) bezüglich L, wenn folgendes gilt: Ein 
beliebiger Knotenpunkt des Kreises (resp. des Weges) ist inzident mit der Kan te des 
Kreises (resp. des Weges), die zu L gehört. Folgendes wird bewiesen: Ein beliebiger 
Kreis K des Graphen, der eine Komposition zweier verschiedener lienearer Faktoren Lx 

L2 ist, ist «-Kre.'s bezüglich Lx und ist auch «-Kreis bezüglich L2 und weiter: W7enn K ein 
beliebiger «-Kreis bezüglich L ist, dann ist die Komposition des Kreises K und des 
linearen Faktor L auch ein linearer Faktor des Graphen 67. Es seien La, Er, zwei beliebige 
lineare Faktoren des Graphen 67 und es sei H(l, resp. Hh die Menge jener Kanten des 
Graphen 67, die mindestens zu einem «-Kreis bezüglich La, resp. bezüglich L^ gehört. 
Es gilt dann: Ha = H\ oder: die Menge LI jener Kan ten des Graphen 67, des Graphen 
67, die Kan ten wen :gstens eines «-Kreises bezüglich eines fest gewählten 1 inearen 
Faktors des (Graphen 67 sind, ist unabhängig von der Wahl des linearen Faktors. Diese 
Tatsache ermöglicht es den Begriff des Kernes eines Graphen einzuführen. Ein Unter
graph des Graphen 67, der sämtliche Kanten von H enthält und außerdem nur noch 
Knotenpunkte, die dieser Kanten Inzident sind, heißt Kern des Graphen 67 und wird 

y-\ 
in weiterem mit 67 bezeichnet. 

y\ # / \ 
Es zeigt sich, daß 67 auch ein Nullgraph sein kann . Folgendes wird bewiesen: Wenn 67 

/ \ 
kein Nullgraph ist, dann existiert in 67 immer mindestens ein linearer Faktor; jedem 

/\ 
linearen Faktor des Graphen 67 entspricht gerade ein linearer Faktor des Graphen 67 und 

/ \ # / \ 
umgekehrt. Der Kern des Nichtnull-Kernes 67 ist selbst der Graph G. 

o 
Es sei 6? ein Graph, der aus dem Graphen G (der mindestens einem linearen Faktor 

enthält) entsteht, wenn alle diejenigen Kanten aus G, die zu keinem linearen Faktor des 
Graphen 67 gehören, entfernt werden. 

o 
Es wird folgendes bewiesen: eine Kante und nur solche Kante aus G gehört zu jedem 

linearen Faktor des Graphen 67, wenn sie eine einzige Kante einer Komponente des 
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Graphen G ist. Die Komponente des Graphen G, die mehr als eine Kante enthält und 
/\ 

nur solche Komponente, ist auch Komponente des Graphen 67. Ein beliebiger linearer 
o 

Faktor des Graphen G ist auch linearer Faktor des Graphen G und umgekehrt. 
Vom nc-Wege im Graphen G sind folgende Tatsache bewiesen: Es seien Ll9 L2 zwei 

beliebige Faktoren des Graphen 67; u, v zwei Knotenpunkte im 67, dann gilt: Im Graphen 67 
existiert ein solcher oc-Weg bezüglich L2, der die Knotenpunkte u, v verbindet, gerade 
dann, wenn im Graphen G ein solcher oc-Wog bezüglich Lx existiert, der die Knotenpunkte u9 

v verbindet. 
Gegenstand dor weiteren Untersuchungen sind die Relationen D, A in der Menge aller 

Knotenpunkte des Graphen G, folgendermaßen definiert: Der Knotenpunkt u ist im 
Graphen 67 in der Relation D mit dem Knotenpunkte v genau dann, wenn entweder 
u = v, oder wenn im Graphen G ein WTeg existiert, dor die Knotenpunkte u, v verbin
det, dessen jede Kante mindestens zu einem linearen Faktor des Graphen G gehört. 
Der Knotenpunkt u ist im Graphen G in der Relation A mit v genau dann, wenn entweder 
u = v, oder wenn im Graphen 67 kein .\-Weg bezüglich L existiert (L ist ein beliebiger 
linearer Faktor), der die Knotenpunkte u, v vorbindet. Es wird bewiesen, daß die Rela
tion D eine Aequivalenzrelation ist und deshalb kann man die Menge U(> aller Knoten
punkte des Graphen G auf eine einzige Art in Knotenpunkteklassen U1? . . ., Ua zerlegen, 
und zwar so, d iß zwei Knotenpunkte u, v nur dann in dieselbe Klasse gehören, wenn 
sie in der Relation D sind. Eine solche Zerlegung der Menge U(; bezeichnen wir mit U<7. 
Von der Relation A sind folgende Tatsache bewiesen: In einer beliebigen Klasse U{ £ US 
ist die Relation A Aequivalenzrelation. Folgendes geht daraus hervor: Es existiert genau 
eine Zerlegung U]} der Menge U(< in Knotenpunkteklassen, so daß folgendes gilt: Beliebige 
zwei Knotenpunkte u, v gehören in dieselbe Klasse aus TJ% genau dann, wenn sie sowrohl 
in Relation D, als auch in Relation A sind. Wenn die Relation A in der ganzen Menge U^ 
transitiv ist und die Menge U<< mehr als zwei Knotenpunkte enthält, gilt folgendes: 
(1) UQ = {U(7J; (2) der Kern 67 enthält alle Knotenpunkte von U(t; (3) 67 ist ein zusam
menhängender Graph und daher ist auch 67 zusammenhängend. 
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