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Matematický časopis 20 (1970), No. 1 

ALLGEMEINE BEDINGUNGEN DER 
NICHT-OSZILLATIONSFÄHIGKEIT UND DER 

OSZILLATIONSFÄHIGKEIT FÜR DIE LINEARE 
DIFFERENTIALGLEICHUNG DRITTER ORDNUNG 

y" + pi(x)y" 4 p2(x)ij -f Pz(x)y 0. 

M I L A N G E R A , Brat i s lava 

Frwägen wir die lineare Differetialgleichung dritter Ordnung 
(') Lly] li" + pi(x)y" + P*(X) y' + p*(x) y - o , 

wo pi(x) E C(J), i — \, 2, 3; J = L(x0, b) bzw. (a, x0 , — oc <; a < x0 < b ^ oo. 
Unter der adjungierten Differentialgleichung zu der linearen Differential 

^leiehung L[y] 0 verstehen wir die Differentialgleichung 

(2) M [z] [(z' - Pl(x)z)' + p2(x)z]' p3(x)z 0 . 

Diese Differentialgleichung kann in das nachfolgende Syrstem von Differen 
tialgleichungen übertragen werden 

z' = pi(x)z + 11 , 
u' = —- ^_>(x)̂  + V , 
V' =- p 3 ( # ) 2 • 

welches gerade eine Lösung, die die Cauchy-schen Anfangsbedingungen in der 
Zahl x0 erfült und im ganzen Intervall J definiert ist, hat [2]. Daraus geht 
hervor, dass die Differentialgleichung M[z] — 0 gerade eine Lösung, die 
durch die Bedingungen z(x0) = z0, z'(x0) — z0, (z' — pi(x)z)x Xo = z0 gegebenen 
ist und im Intervall J definiert ist, hat. (Siehe auch [3].) 

Ks sei z(x) die Lösung der Differentialgleichung M[z] - 0 im Intervall J, 
dann gilt 

d 
(*) zL\ll\ ~ , W + (P\(*)~ * V r [P2(x)z -1 (zf pi(x)z)']y) . 

d.r 

Wenn die Funktionen y\,y-i,yz ein Fundamentalsystem der Lösungen der 
linearen Differentialgleichung Ij[y] = 0 im Intervall J bilden, dann bilden 
die Funktionen 
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. J _ ? l ( » n ( l . 

zi(x) P-io 

2/1 2/2 

У'i У'Z 

SPi(t})dn 

z2(x) — — e*o 
г/i _/з, ÍPÍЧ). ! , Ž/2 г/з 

auf diesem Interval ein Fundamentalsystem der Lösungen der Differen 
tialgleichung M[z] 0 ([3]). 

Wir sagen, dass die Differentialgleichung n- ter Ordnung im Intervall J nicht 
oszillatorisch ist, wenn jede ihre nichttriviale Lösung im Intervall J höchstens n-\ 
Nullsteilen, einschliesslich der Vielfachheit, hat. Im entgegensetzten Fall sagen 
wir, dass sie im Intervall J oszillatorisch ist. 

Es sei 
L2[u] u" + pi(x)u' -\ p2(x)u . 

x 

Die Substittion z(x) — v(x) exp I pi(?])di], x e J, führt die Gleichung M[z] 0 

in die Gleichung 

W Mi[v] (L2[v]e*o )' — Pi(x)ve* 0 

über. 

(Die Differentialgleichungen M[z] = 0 und Mi[v] 0 halten wir für die 
Differentialgleichungen dritter Ordnung.) 

In dieser Arbeit befassen wir uns haupsächlich mit den Bedingungen der 
Nichtoszillationsfähigkeit und teilweise mit den Bedingungen der Oszillations 
fähigkeit der linearen Differentialgleichung L[y] = 0 im Intervall _/. Wii 
zeigen, dass das Problem die Bedingungen der Nichtoszillationsfähigkeit füi 
die Differentialgleichung L[y] = 0 im Intervall *f zu finden, mit dem Problem 
der Positivität einiger Lösungen der Differentialgleichungen L[y\ 0 und 
M[z] 0 (Mi[v] 0) im Intervall J — {x0} äquivalent ist. 

Lemma 1. Es seien gi(x), g2(x) stetige Funktionen im offenem Intervall I und 
es sollen diese auf diesem Intervall keine gemeinsame Nidlstelle haben. Wenn 
jede der nichttrivialen linearen Kombinationen gi(x), g2(x) im Intervall 1 höchstens 
eine und zivar einfache Nulstelle hat, dann existiert unter diesen linearen Korrbi 
nationen eine solche, welche auf diesem Intervall verschieden von Null i4. 

Bewei s . Es sei {xn}™ 1 eine Folge von Punkten aus dem Intervall / , welche 
zu einem der Endpunkte des Intervalles / konvergiert. Setzen wir <fn(x) 
— cngi(x) 4 dng2(x), wo 

__ g2(x„) gi(xn) 
cn — T / , an T 

ygfon) -t- g\(xn) \ g\(xn) + g\(xn) 

Dann ist (fn(xn) — 0 und cpn(x) 4= 0 für x e I, x =f= xn. Da cft -f- dft 1 ist 
sind die Folgen {cn}™, {dn}™ begrentz und daher kann man aus denselben 
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konvergerte Folgen wählen. Es seien dies {c\P}^ und {d{1)}^ und es sei lim c(1) c. 
1I-+O0 

lim d^ d . 
H-+O0 

Dann ist 

lim 9<V(x) lim [c{
n

l)gi(x) + d{?g2(x)\ - cgi(x) + dg2(x) <p(x) , 
/i-»oo n^-oo 

für x e I. Die Folge {q{
TP(x)}™ konvergiert fast gleichmässig zu der Funktion 

q(x) im Intervall / d. li. sie konvergiert gleichmassig zu der Funktion (p(x) auf 
jedem geschlossenen Teilintervall des Intervalls / . Die Fuktion (p(x) ist nicht 
identisch Null in / , weil <?2 -+- d1 — I. Zeigen A\ir, dass im Intervall / cp(x) 4= 0 
ist. Indirekt. Es sei q(x) 0 in irgendeiner Zahl x e I. Dann folgt aus der 
Voraussetzung des Lemma, dass q(x) =(= 0 für x e I, x 4= %• Es sei zum Beispiel 
<T{*T) < 0 für x x und (p(x) > 0 für x > ir, xel. Es seien ^ i , r]2,7ji,ij2 

Zahlen aus dem Intervall I mit den Eigenschaften r]i < Tji <C x <. T}2 <^ 7]2. 
Daraus, dass die Folge {xH}™ zu einem der Endpunkte des Int ervalles / kon 
vergiert, folgt, dass eine solche Zahl Ni existiert, dass für alle n > Ni ist 
9 ^(^O + O für xe < r/i ,?j2 > . Bezeichnen wir min (—q?(x)) im, min q(x) 

H^2 und m min { m i , ^ } . Mit Rücksicht darauf, dass die Folge fast 
gleichmässig zu der Funktion q(x) im Intervall / konvergiert, gilt: 
Zu der Zahl m existiert eine solche Zahl N(N > Ni), dass für alle x e rji, 7ji U 
U ?/2,^2 <Pn'(x) <p(x)\ < m JS^. Da (p{

n
}(x) 4= 0 ist, für xe r\\,r]2 und 

n > N, jst qn
)(x) für jene x und n positiv oder negativ. Es sei zum Beispiel 

q(^(x) < 0 für x G ?/i, rj2 und ?? > N. Aus der Stetigkeit der Funktion (p(x) 
im lnter \al l TJ2,IJ2 folgt, dass die Zahl £2e(Tj2,rj2 derart existiert, dass 
q(h) wi2 • Tn dieser Zahl f2 und rc > N ist 1^(12) g>(h)\ m2 qlPih) ^ 
> m2, was aber im Widerspruch ist damit, dass \(p^\^2) 9?(£2)! < M < wL> 
für n > N ist. 
Damit ist das Lemma bewiesen. 

Lemma 2. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dazu, dass die 
Lösung y(x) der Differentialgleichung L[y] 0 mit der Eigenschaft y(x\) 

y'(xi) 0, y"(xi) 4= 0 eine Nullsiellc in der Zahl x2 4= xi, xi, x2 E <f habe, 
ist, dass die Lösung z(x) der adjungierten Differentialgleichung M[z] 0 mit 
der Eigenschaft z(x2) zf(x2) 0, (z' pi(x)z)x x 4= 0 bzw. die Lösung ? (x) 
der Differentialgleichung Mi[v] 0 mit der Eigenschaft v(x2) v'(x2) 0, 
v"(x2) 4= 0 in der Zahl xi eine Nullstelle habe. 

Beweis . Es sei y(x) die Lösung der Differentialgleichung L[y] 0 mit der 
Eigenschaft y(xi) y'(xi) — 0, y"(xi) 4= 0 und z(x) sei die Lösung der adjuu 
gierten Differentialgleichung M[z] 0 mit der Eigenschaft z(x2) z'(x2) 0, 
(z' Pi(x)z)'x X2 4= 0 bzw. v(x) sei die Lösung der Differentialgleichung il/i[?/] 0 
mit der Eigenschaft v(x2) vf(x2) 0, v"(x2) 4= 0. Aus der Lagrange-schen 
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Ident i tä t für die Lösungen y(x), z(x) bzw. v(x) erhalten wir dann 

(5) 0 _ f{zL[y] + yM[z]}dx = y(x2) (z' - jn(x)z)x X2 z(x1)y"(xl) 
Vi 

bzw. 
Ob .T2 r l 

J.2 \pi(v)dv !pi(v)dt) Un(v)dn 
(6) 0 J {e*o vL[y] + yM\[v]}dx = e*° y(x2)v (x2) — e*o v(xi)y"(x\) . 

JCl 

Notwendige Bedingung. Es sei y(x2) = 0. Es ist notwendig zu zeigen, dass 
z(x\) 0 bzw. v(x\) 0. Aus (5) bzw. (6) ist 

0 = z(xi) y"(xi) 
bzw. 

.r 
iPi(>l)dv 

0 — e*- z;(o;i) ?/ (x\), 

woraus wir z(x\) = 0 bzw. v(x\) — 0 erhalten. 
Hinreicliende Bedingung. Es sei z(x\) 0 bzw. v(x\) 0. Es ist zu zeigen, 

dass y(x2) 0. Aus (5) bzw. (6) ist 

0 - y(*2) (z' — p\(x)z)[ ,, 
bzu. 

•r2 

0 - ^'o ?j(^2) V (#2) « 

daraus folgt y(x2) — 0 . Damit ist der Beweis des Lemma bewiesen. 
Es sei jetzt z(x) die nichttriviale Lösung der Differentialgleichung J\1[Z] 0 

und v(x) sei die nichttriviaJe Lösung der Differentialgleichung iJ/i[#] 0 
Bezeichnen wir 

F(y, z) zy" + (p,(x)z z')y' + [p2(x)z + (z' P\(x)z)']y 
und 

fi(y>v) vy" — v'y' + L^v\y • 
Dann ist aus (3) 

d 
(7) zL[y] i F(y,z) 

dx 
und 

x , .r 
- SPi(v)d>j (1 SPi(v)dv 

(8) rMZ/I e a'° fJ° "i(yir) • 
dx 

AVenn y(x) die Lösung der Differentialgleichung L[y] — 0 im Intervall . / ist. 
dann ist y(x) auch die Lösung der DifferentialgleicJnmgeii 

(ö) F(y,z)- [F(y,z)U ,0 , 



!PM<I>I 
(10) I\(y,v) e <•. [-Fi(y,t>)]**0 

für x e J und umgekehrt, wenn y(x) die Lösung der Differentialgleichung (9) 
bzw. (10) im Intervall , / i s t , dann ist y(x) die Lösung der linearen Differential­
gleichung L[y] 0 im Intervall J'. Weiter bezeichnen wir I ^ {xo} 

Lemma 3. Es existiere die Lösung y(x) der Differentialgleichung L[y] 0 
und die Lösung z(x) (v(x)) der Differentialgleichung M[z] — 0 (Jfift;] 0) 
mit dir Eingeschaft y(x) > 0, z(x) > 0 (v(x) > 0) für xel. Folglich ist die 
Differentialgleichung F(y, z) 0 (F±(y, v) 0) int Intervall I nicht oszillatorisch 
dann und nur dann, wenn die Differentialgleichung 

X 

/ ^ r ° \ ' , y(x) Jpi(/y)d/y 

II(u,y,z) \u' _ / / 2 W K _ e r o [F(y.z)]trou 0 
z(x) } z*(x) 

( u'Tf1(x)\f ll(x) )pi(n)d'/ 

+ e *> [F^, 0 1 , x. u 0) 
v(x) I v-(x) 

im Intervall I nichtoszillatorisch id. 
Der Beweis dieses Lemma folgt aus dem Zusammenhang zwischen den Lös im 
gen der Differentialgleichung F(y, z) 0 (F±(y, v) — 0) und der Differential­
gleichung II(u, y, z) 0 (H\(u, y, v) 0), welcher folgender y(x) u(x) y(x) 
ist. 

Folgerung. Es existiere die Lösung y(x) der Differentialgleichung L[y\ 0 
und die Lösung z(x) (v(x)) der Differentialgleichung M[z] 0 (M±[v] = 0) 
mit der Eigenschaft y(x) > 0, z(x) > 0 (v(x) > 0)für xel. Wenn dabei [F(y, 
z)]x xo = 0 ([Fi(y, v)]x xo = 0), dann ist die Differentialgleichung F(y, z) 0 
(Fi(?/. v) 0) im Intervall I nichtoszillatorisch. 

Lemma 4. Es existiere die Lösung z(x) (v(x)) der Differentialgleichung 31 [z | 0 
(JIi[v] — 0) mit der Eigenschaft z(x) > 0 (v(x) > 0) für xel. Folglich ist die 
Differentialgleichung F(y, z) = 0 (Fi(H, v) — 0) im Intervall I nichtoszillatorisch 
dann und nur dann, wenn eine Lösung y(x) der linearen Differentialgleichung 
L[y | 0 mit der Eigenschaft [F(y, z)\ Xo 0 [(Fx(y, v)]K x, 0), y(x) - 0 für 
xel, existiert. 

Beweis , a) Die Differentialgleichung F(y,z) 0 (Fi(y, v) 0) sei mcht 
oszillatorisch im Intervall I. Es seien y\,yi solche Lösungen von L[y] 0 
im J , welche ein l^undamentalsystem von Lösungen der Differential­
gleichung F(y, z) 0 (F\(y, v) — 0) im I bilden. Dann ha t jede n cht-
tnviale lineare Kombination der Funktionen y\, y> im Interval I höchstens 
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einfache Nullstelle. Aus (9) und (10) ist offenbar, dass [F(yi, z)]x Xo 0 
([F\(yi, v)]x XQ 0), i - 1 , 2 , ist. Es ist auch er sichtlich, dass y\ und y> gleich­
zeitig in keiner Zahl x e I gleich Null sein können, und daher existiert auf 
Grund des Lemma 1 die Lösung y der Differentialgleichung F(y, z) 0 
(F\(y, v) 0), welche im Interval I positiv ist (y c\y\ -f- c2y2, wo c\, c2 Kon­
stanten sind). Es gilt also F(y, z)]x Xo 0 ([F\(y, v)]x Xo 0) . 

b) Es existiere jetzt eine solche Lösung y(x) der linearen Differentialgle'chung 
L[y] 0, welche im Intervall I positiv ist, dass [F(y, z)]x ro 0 ([F\(y, v)]v ro — 

0) sei. Dann geht aus der Folgerung des Lemma 3 hervor, dass die Diffe­
rentialgleichung F(H, z) = 0 (Fi(H, v) 0) im Intervall / nichtoszillatorisch 
ist. 

Lemma 5. Es sollen die Funktionen oc(x), ß(x) stetige erste Ableitungen im 
a(x) oc ß 

Intervall J? haben und es sei lim = 0, x\ e J, , 4= 0 für x e J', x 4= x\. 
™iß(x) a P 

Wenn die Funktion oc(x) in der Zahl x2 die erste Nullstelle vor oder nach x\ hat, 
dann hat die Funktion ß(x) gerade eine Nullstelle zwischen x\ und x2. 

oc ß Beweis . Es sei oc(x2) 0. Da 
a'ß' 

4= 0 fúr x e Jf, x 4= x\, ist fi(x2) 4= 0. 

Es sei ß(x) 4= 0 zwischen den Nullstellen x\, x2 der Funktion oc(x). Dann folgt 
aus der Gleichung 

«ß 

\ß) ß* 
für x aus dem offenen Intervall, dessen Endpunkte x\ und x2 sind, 

p oc ß 
^ _ l i m a W = l i m a ' ^ ' dt. 
ß(x2) ™l ß(x) x^x ß*(t) 

Die linke Seite dieser Gleichung ist gleich Null, aber die rechte Seite ist ver­
schieden von Null. Dieser Widerspruch beweist, dass die Funktion ß(x) zwischen 
x\ und x2 wenigstens eine Nullstelle hat. Aus der Tatsache, dass für x e J>, 

ocß 
je 4= x\, 4= 0 ist, folgt, dass die F'unktion ß(x) gerade eine Nullstelle zwi 

oc'ß' 
sehen x\ und x2 hat. 

Satz 1. Die Differentialgleichung L[y] = 0 ist im Intervall J> dann und nur 
dann nichtoszillatorisch, wenn eine solche Lösung z(x) (v(x)) der Differential­
gleichung M[z] = 0 (M\[v] 0) mit der Eigenschaft z(x) > 0 (v(x) > 0) für 
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x e I existiert, dass die Differentialgleichung zweiter Ordnung 

F(y, z) - 0 (F1(y, v) - 0) 

nn Intervall I nichtoszillatorisch ist. 

Bewei s , a) Zeigen wir, dass wenn die Differentialgleichung L[y] 0 im 
Intervall J nichtoszillatorisch ist, dass dann eine solche Lösung z(x) (v(x)) 
der Differentialgleichung M[z] 0 (Mi[v] _ 0) mit der Eigenschaft z(x) > 0 
(v(x) > 0) für xel existiert, dass die Differentialgleichung F(y,z) 0 
(b\(y, v) 0) im Intervall / nichtoszillatorisch ist. Mit Rücksicht darauf, 
dass die Differentialgleichung L[y] — 0 im Intervall J nichtoszillatorisch 
]st, ist die Lösung yi(x) der Differentialgleichung L[y] = 0 mit der Eigenschaft 
Vi(^o) 2/i(^o) — 0, y"i(xo) — 1 für xel positiv. Aus denselben Gründen ist 
die Lösung zi(x) (vi(x)) der Differentialgleichung M[z] = 0 (Mi[v] 0) mit 
den Eigenschaften zi(x0) Z[(X0) — 0 (z[ — pi(x)zi)'x Xo — 1 (vi(x0) v[(x0) 

0, vl(x0) 1) positiv für xel (da, wenn die Lösung zi(x) (vi(x)) eine wei 
tere Nullstelle xel hätte, dann würde laut Lemma 2 eine Lösung y(x) der 
Differentialgleichung L[y] = 0 mit der Eigenschaft y(x) = y'(x) 0, y(x0) 

0, y"(x) -# 0 existieren, d. h. es würde eine Lösung der Differentialgleich­
ung L[y] 0 mit drei Nullstellen im Intervall J existieren, was im Wider­
spruch damit ist, dass die Differentialgleichung L[y] = 0 im Intervall J 
nichtoszillatorisch ist). Setzen wir z — 21 (v = vi). Dann ist F(yi, z{) 

0 (Fi(yi, vi) 0) für x e J und also ist die DifferentialgleichungF(y, z{) 
0 (Fi(y, vi) 0) im Intervall I nichtoszillatorisch (Lemma 4, y yi). 

b) Es sei z(x) (v(x)) die Lösung der Differentialgleichung M[z] 0 (Mi[v]) 0 
mit der Eigenschaft z(x) > 0 (v(x) > 0) für xel und die Differentialgleichung 
F(y, z) 0 (Fi(y, v) 0) sei im Intervall I nichtoszillatorisch. Zeigen wir, 
dass dann die Differentialgleichung L[y] 0 im Intervall ^nichtoszillatorisch 
ist. Mit Rücksicht darauf, dass die Differentialgleichung F(y, z) — 0 (Fi(H, v) 

0) im Intervall I nichtoszillatorisch ist, existiert, auf Grund des Lemma 4, 
die Lösung y(x) der linearen Differentialgleichung L[y] — 0 mit der Eigenschaft 
\F(y, z)]r ao 0 ([Fi(^, v)]x Xo — 0), y(x) > 0 für x e I d. h. y(x) ist die Lösung 
der Differentialgleichung F(y, z) — 0 (Fi(H, v) — 0) für xel. Daraus folgt, 
dass der Differential-Ausdruck F(y, z) (Fi(y, v)) in das Produkt zweier linearer 
Differential-Ausdrucke erster Ordnung für xel zerlegt werden kann (siehe [1]) 
und also auf Grund von (7) bzw. (8) kann der Differentialausdruck L[y] im 
Intervall / in das Produkt von drei linearen Differential-Ausdrücken erster 
Ordnung zerlegt werden. Diese Zerlegung ist wie folgt 

( П ) L[ÿ] 
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/ ÍPi(n)dn f \ 
e *» d T2 )Pl(n)ún d y* d y\ 

L[y] _ e** 
\ v dx y dx v dx y) 

0 im In te rva l l / nichtoszi l la to 

für x e I. Auf CSrund von (11) ist diese 

u n d daher ist die Differentialgleichung L[y] 

d y 
r isch [1]. Setzen wir v(x) — y2 l_ : 

da; y 

F u n k t i o n die Lösung der Differentialgleichung zwreiter Ordnung , welche im 

In te rva l l I nichtoszi l latorisch ist [1], d. h. dass die F 'unkt ion v(x) (v(x) 0) 

im In t e rva l l I höchs tens eine u n d zwar einfache Nullstel le ha t . Diese Differen 

t ia lgle ichung zweiter Ordnung k a n n in der F o r m 

(12) ( X 

lvi(n)^n 
L[y] 

' SPi('l)dn 
Є*o d 

dx \ y(x 

geschrieben w e r d e n für x e I. 

$pi(v)dn i \ 

f e"° ( 2(3.) +
 y"{x)) „ 

y(x) \ y(x)J 

E s sei yi,y2, y3 ein F u n d a m e n t a l s y s t e m von Lösungen der Differentialgleichung 

L[y] 0 m i t der Eigenschaf t 

(13) ifPЫ 
yfЫ 

0 

1 
i * з 
з з 

i 1, 2, 3 ; j 0, 1, 2 u n d es sei 

vi(x) — — УiУг 

УiУi 
, v2(x) = УiУъ , v3(x) y*ys 

y'iy3 

W e n n y(x) eine beliebige Lösung der Differentialgleichung L[y] 0 ist 

d. h. y(x) = ayi + c2y2 + c3y3 u n d wenn y(x) = kiyi + k2y2 + k3y3, wo C, 

ki K o n s t a n t e n sind, £ — 1, 2, 3, d a n n k a n n die Lösung der Differential gl ei 

chung (12) in der F o r m 

v(x) -
Cl c2 Cl c3 C2C3 

kl k2 Vl + ki kз *>2 + 
k2 kЗ 

v3 

geschrieben werden. D a die Differentialgleichung (12) i m I n t e r v a l l I n icht­

oszil latorisch ist, exis t iert die Lösung Vo(x) dieser Differentialgleichung, welche 

im In te rva l l I von Nul l verschieden ist (Lemma 1). 

E s sei zuers t y(xo) > 0 d. h. y(x) > 0 für x e J. Zeigen wir, dass in diesem 

Pralle jede n ich t t r iv ia le Lösung der Differentialgleichung L[y] 0 im In t e r ­

val l «^höchs t ens zwei Nullstel len, die Vielfachheit eingeschlossen, h a t . Ks sei 

y(x) i rgendeine Lösung der Differentialgleichung L[y] = 0 mi t der Eingeschaf t 

y(xo) =t= 0, welche im In te rva l l J wenigstens drei Nulls tel len h a t . D a n n h a t 
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<i y 
die Lösung v(x) y1 _ der Differentialgleichung (12) gemäss des Rolle 

dx y 
seilen Satzes im Intervall I wenigstens zwei Nullstellen, was im Widerspruch 

damit ist, dass die Differentialgleichung (12) im Intervall / nichtoszillatorisch 
ist. Auf ähnliche Weise kann man beweisen, dass jede Lösung der Form 
cil/i + c2y2, c\ + ci > 0 im Intervall / höchstens eine und zwar einfache 
Nullstelle besitzt. Das bedeutet aber, dass die Lösung der Differentialgleichung 
L[y\ 0, welche die Form ayi -f- c2y2, c2 4= 0 hat, im Intervall J höchstens 
zwei und zwar einfache Nullstellen besitzt. Daraus folgt, dass die Lösung 
y(x) von L[y] 0 mit der Eingeschaft y(xo) — y(x) = y'(x) = 0, y"(x) 4= 0 
für beliebiges x e I nicht existiert und daher gemäss Lemma 2 v\(x) 4= 0 für 
x e I ist. Aus der Tatsache, dass vi(x) 4= 0 für x e I ist, folgt, dass yi und y2 

gleichzeitig in keiner Zahl x e I gleich Null sein können. Es existiert also eine 
Lösung yo(x) (yo(x) c{^yi(x) -f- cfhj2(x) d. h. yo(xo) = 0) der Differential 
gleichung L[y] 0, welche im Intervall I von Null verschieden ist (Lemma 1) 

Zeigen wir noch, dass yi(x) 4= 0 für x e I ist. (Wenn yi(x) cyo(x) .vo c 
eine Konstante ist, haben wir nichts zu beweisen). Es sei yi(x2) 0 für x2 e I 
Da 

!MX) yiy0 , 
hm — 0 j , , kvi , 
x^a° yo(x) \Vi y$ 

wo k eine Konstante verschieden von Null ist, hat gemäss Lemma 5 auch 
die Lösung yo(x) eine Nullstelle zwischen xo und x2, was im Widerspruch 
damit ist, dass ^o(^) 4= 0 für x e I ist. Also yi(x) > 0 für xe I ist. 

Damit ist bewiesen, dass in diesem Falle jede nichttriviale Lösung der 
Differentialgleichung L[y] 0 im J> höchstens zwei oder eine zweifache 
Nullstellen hat. 

Es sei jetz y(xo) 0 d. h. y = kiyi -f- k2y2. Es sei y(x) eine beliebige (nicht 
triviale) Lösung der Differentialgleichung L[y] 0. Es können diese Fälle 
entstehen: y(xo) 4= 0 oder y(x0) 0. Im Falle, dass y(x0) 4= 0 ist, kann diese 
Lösung höchstens zwei Nullstellen im Intervall I haben, da die Differential 
gleichung L[y] 0 im Intervall / nichtoszillatorisch ist. Im F\ille, dass 
y(xo) 0 d. h. y — ciyi + c2y2 zeigen wir, dass diese Lösung ebenfalls höchsten 
zw ei Nullst eilen im Intervall J> hat. Zu diesem Zweck zeigen wir, dass v\(x) 4= 0 
für x e I. Indirekt. Es sei vi(x) 0 in irgendeiner Zahl x e I. Da 

v0vi 
Vr, vл 

J PÁП)dr] 

= ky(x)e я-o ' 

wo k eine Konstante verschieden von Null ist und v0(x) ist die Lösung der 
Differentialgleichung (12), welche für xel verschieden von Null ist und 
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v±(x) 
lim 0, muss die Lösung v0(x), gemäss des Lemma 5, eine Nullstelle 
i-*io vo(x) 

zwischen xo und x haben, was aber im Widerspruch damit ist, dass v0(x) ={= 0 
für x E I. Das bedeutet, dass vi(x) #= 0 für XEI ist. Zeigen wir jetzt, dass 
die Lösung yi(x) der Differentialgleichung L[y] = 0 für xe I positiv ist. 
Wenn yi cy, wo c eine Konstante ist, haben wir nichts zu beweisen Es sei 

n y k2vi(x) und 

0 ist, erhalten wir aus Lemma 5, dass die Lösung y eine Nullstelle 

yi(x0) 0 für x0 G I. Mit Bücksicht darauf, dass 

l im 
^r° y(x) 
zwischen x0 und x0 hat. Dies ist aber nicht möglich, weil y(x) =f= 0 für x e l 
Also für x e I yi(x) > 0 ist. Es ist noch notwendig zu zeigen, dass die Lösungen 
y(x) der Form ciyi + C2IJ2, C2 4= 0; ?/(^) 4= C2/(#) höchstens zwei Nullstellen 

H H 
(die Multiplizität inbegriffen) im Intervall J haben. Da , , Һ *г

 Уl(x) * 
4= 0 für XE I, kann die Lösung /̂(.r) keine zwei einfachen und auch keine 
doppelten Nullstellen im Intervall I haben. 

Damit ist der Satz bewiesen. 

Folgerung 1. Die Differentialgleichung L[y] = 0 ist im Intervall S dann 
und nur dann nichtoszillatorisch, wenn eine Lösung y(x) der Differentialgleichung 
L[y] 0 und eine Lösung z(x) (v(x)) der Differentialgleichung M[z] = 0 (ÜIi[v] 
— 0) mit der Eigenschaft y(x0) — 0, z(x0) — 0 (v(x0) 0), y(x) > 0, z(x) > 

0 (v(x) > 0) für x E I existiert. 

B e w e i s . Wenn die Differentialgleichung L[y] — 0 im Intervall ,? nicht 
oszillatorisch ist, dann folgt gemäss dem Beweis d^s Satzes 1 (Fall a)) die 
Existenz der Lösungen y, z(v) der gegebenen Eigenschaften. Es seien jetzt 
?/, z(v) Lösungen der entsprechenden Differentialgleichungen L[y] 0 , 
M[z] 0 (Mi[v] — 0) mit der Eigenschaft y(xo) == 0, z(x3) - 0 (v(x0) 0), 
y(x) > 0, z(x) > 0 (v(x) > 0) für XEI. Für die gegebenen Lösungen y,z(v) 
ist [F(y, z)]x fo = y'(x0) z'(x0) ([Fi(y, v)]x Xo - - v'(x0) y'(x0)). Da y(x) > 0, 
z(x) > 0 (v(x) > 0) für XEI, ist y'(x0)z'(x0) ^ 0 (y'(x0) v'(x0) ^ 0) und also 
[F(y, z)\ ro <; 0 ([Fi(v, LOlx ,ro = °)- -^u^ Glrund der Folgerung von Lemma 3 
ist die Differentialgleichung F(y, z) = 0 (Fi(y, v) = 0) im Intervall I nicht­
oszillatorisch und laut Satz 1 ist deshalb die Differentialgleichung L[y] 0 
im Intervall J^ nichtoszillatorisch. 

Folgerung 2. Die Differentialgleichung L[y] 0 ist im Intervall J dann 
und nur dann nichtoszillatorisch, wenn die Lösung y(x) der Differentialgleichung 
L[y] 0 und die Lösung z(x) (v(x)) der Differentialgleichung M[z] 0 (Mi[v] 

58 



0) mit der Eigenschaft [F(y, z)]x Xo 0 ([F^y, v)]x Xo < 0), y(x) > 0, 
z(x) > 0 (v(x) > 0) für x e I existiert. 

Der Beweis dieser Folgerung wird mit ähnlicher Erwägung wie der Beweis 
der Folgerung 1 durchgeführt. 
Aus dem Beweis des Satzes 1 folgt 

Folgerung 3. Die notwendige und hinreichende Bedingung dazu, dass die 
Differentialgleichung L[y] 0 nichtoszillatorisch im Intervall J> sei, ist dte 
Existenz der Zerlegung des linearen Differentialalisdruckes L[y] auf das Produki 
ron diei linearen Differentialausdrücken erster Ordnung im Intervall I'. 

Es ist möglich diese Folgerung auch so auszusprechen: 

Folgerung 4. Die Differentialgleichung L[y] — 0 ist im Intervall J dann 
und nur dann nichtoszillatorisch, wenn sie im Intervall I nichtoszillatorisch ist. 

B e m e r k u n g . Wenn die Differentialgleichung L[y] — 0 im Intervall J 
nichtoszillatorisch ist, dann geht aus der Folgerung 3 des Satzes l hervor, dass 
der Differetialausdruck L[y] auf das Produkt dreier linearer Differential-
•lusdrücke erster Ordnung im Intervall / zerlegbar ist und umgekehrt. Es ist 
zum Beispiel eine solche Zerlegung möglich 

1V3 d Wl d y\ d y 
( L 4 ) L[y] _ 

TV2 dx Wzyi dx PV2 dx 7/i 

\v o TV3 der Wronskian des Fundamentalsystems von Lösungen T/I , y%, 7/3 der 
Differentialgleichung L[y] 0 im Intervall J> mit der Eigenschaft (13) ist 

und TV2 ff . E s ist möglich zu zeigen, dass wenn der Differential-
yiy-z 

ausdruck L[y] in der Form (14) zerlegbar ist, dass dann auch der Differential­
ausdruck M[z] zerlegbar ist und es gilt 

1 d y\ d Wl d TV3 
M[z] " z 

7/1 dx IV2 dx 7/1IV3 dx IV2 

für x e I. Daraus folgt, dass wenn die Differentialgleichung L[y] — 0 im 
Intervall J nichtoszillatorisch ist, ist auch die Differentialgleichung M[z] 0 

r 

(Mi[n] 0, (7; : exp( \ Pi(y) d)])) im Intervall Jf nichtoszillatorisch und 

umgekehrt. 
Satz 2. Es existiere die Lösung y(x) der linearen Differentialgleichung L[y] 0 

// it der Eigenschaft y(xo) 0, y(x) > 0 für x e I. Die hinreichende und not 
wendige Bedingung dazu, dass die lineare Differentialgleichung L[y] 0 im 
Intervall f oszillatorisch sei, ist dann, dass die Differentialgleichung zweiter 
Ordnung 
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ipi(v)d>j JPI('/)<I»V . tpi(n)d>, 

(15) — Fi(y,v) v'\ + 1^)4- \v 
ir cir \ y ) y \ y t 

im Intervall I oszillatorisch sei. 

Bewei s . Notwendige Bedingung. Die Differentialgleichung L[y] 0 sei im 
Intervall J> oszillatorisch. Es muss gezeigt werden, dass die Differential 
gleichung (15) im Intervall I oszillatorisch ist. Beweisen wir dies indirekt 
Die Differentialgleichung (15) sei im Intervall / nichtoszillatorisch. Dann 
existiert eine Lösung v(x) dieser Differentialgleichung, welche für x e I positix 
ist (Lemma 1). Da Fi(y, v) = 0 für x e J* ist, ist auch die Differentialgleichung 
Fi(y> v) — 0 im Intervall / nichtoszillatorisch (Lemma 4). Aus dieser Tatsache 
und aus dem Satz 1 erhalten wir, dass die Differentialgleichung L[y\ 0 
im Intervall J nichtoszillatorisch ist. Dies ist aber im Widerspruch mit dei 
Voraussetzung, dass die Differentialgleichung im Intervall .f oszillatorisch ist 

Hinreichende Bedingung. Die Bedingung beweisen wir ebenfalls indirekt 
Die Differentialgleichung L[y] — 0 sei nichtoszillatorisch im Intervall Jf Das 
heisst, dass die Lösung vi(x) der Differentialgleichung JFi[v] 0 mit dei 
Eigenschaft vi(x0) — v[(x0) 0, v[(x0) = 1 für xel positiv ist (siehe Bemer 
kung). Da Fi(y, vi) = 0 ist die Funktion vi(x) die Lösung der Differential 
gleichung Fi(y, v) 0 im Intervall I. Das bedeutet aber, dass die Differential 
gleichung Fi(y, v) 0 im Intervall / nichtoszillatorisch ist, was im Widei 
spruch damit steht, dass die Differentialgleichung (15) im Intervall I oszillato 
risch ist. 

Damit ist der Beweis beendet. 

Satz 3. Es existiere die Ij'ösung z(x)(v(x)) dei Differentialgleichung M[z\ 0 
(Mi[v] — 0) mit der Eigenschaft z(xo) = 0, z(x) > 0 (v(x0) — 0, v(x) > 0) fih 
xel. Die notwendige und hinreichende Bedingung dazu, dass die Differential 
gleichung L[y] — 0 im Intervall J> oszillatorisch sei, ist dann, dass die Diffeten 
tialgleichung zweiter Ordnung 

F(y,z) 0 (Fi(y,v) 0) 

im Intervall I oszillato risch sei. 

Der BewTeis dieses Satzes wird ähnlich dem Beweis des Satzes 2 durchgeführt 

Auf Grund dieser Ergebnisse werden wir uns in weiteren Arbeiten mit den 
konkreten Bedingungen der Nichtoszillationsfähigkeit und der Oszillations 
fähigkeit für die lineare Differentialgleichung L[y] 0 im Intervall J b» 
schaff igen. 
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