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ALLGEMEINE BEDINGUNGEN DER
NICHT-OSZILLATIONSFAHIGKEIT UND DER
OSZILLATIONSFAHIGKEIT FUR DIE LINEARE
DIFFERENTIALGLEICHUNG DRITTER ORDNUNG

¥+ p@)y” 4 pax)y + ps()y 0.

MILAN GERA, DBratislava

Erwigen wir die lineare Differctialgleichung dritter Ordnung

(1 Lyl o + p@)y” + pa(a) y' + ps(x)y — 0.
wopx)e C(F). 1 — 1,2, 3; 5 = Llxy,b) baw. (¢, 2y , —oc0 S a <y < b £ oo.

Unter der adjungierten Differentialgleichung zu der lincaren Differential
gleichung L[y] 0 verstehen wir die Differentialgleichung

(2) Mzl [E = p@)) + pa(e)z] pa(@)z 0.

Diese Differentialgleichung kann in das nachfolgende System von Differen
tialgleichungen iibertragen werden

2 =p(a)z + w.
w = — po(x)z 4 v,
v = pa(x)z .

welehes gerade eine Losung, die die Cauchy-schen Anfangsbedingungen in der
Zahl a, erfillt und im ganzen Intervall .# definiert ist, hat [2]. Daraus geht
hervor, dass dic Differentialgleichung 3[z2] = 0 gerade eine Losung, die
durch die Bedingungen z(xy) = 2, 2'(xy) — z,, (2 — p1(®)2), ,, = 2, gegebenen
ist und im Intervall .# definiert ist, hat. (Siehe auch [3].)

Es sei z(a) die Losung der Differentialgleichung M[z] — 0 im Intervall .#,
dann gilt

d
@) =Ly E (el 2y )z A pi@)2) ly} -

Wenn die Funktionen yi, ys, y3 ein Fundamentalsystem der Ldsungen der
linearen Differentialgleichung L{y] = 0 im Intervall # bilden, dann bilden
die Funktionen
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auf diesem Interval ein Fundamentalsystem der Losungen der Differen
tialgleichung M[z] 0 ([3]).

Wir sagen, dass die Differentialgleichung n- ter Ordnung im Intervall J nicht
oszillatorisch ist, wenn jede thre nichttriviale Losung im Intervall J hochstens n-1
Nullstellen, einschliesslich der Vielfachheit, hat. Im entgegensetzten Fall sagen
wir, dass sie tm Intervall J oszillatorisch ist.

Es sei

Lofu]l  w" + pi(x)u’ 4 pa(x)u .
Die Substittion z(x) — v(x) exp J pi(y)dy, x € J, fithrt die Gleichung JM[z] 0

Lo

in die Gleichung

T x
Ipinydn ., Ipi(m)adn

) Mifv]  (Le[v]ew ) — pa(x)vew

iiber.

(Die Differentialgleichungen M[z] = 0 und M;[»] 0 halten wir fur dic
Differentialgleichungen dritter Ordnung.)

In dieser Arbeit befassen wir uns haupséichlich mit den Bedingungen der
Nichtoszillationsfihigkeit und teilweise mit den Bedingungen der Oszillations
fihigkeit der linearen Differentialgleichung L[y] = 0 im Intervall 4. Wit
zeigen, dass das Problem die Bedingungen der Nichtoszillationsfihigkeit fiit
die Differentialgleichung L[y] = 0 im Intervall .# zu finden, mit dem Problem
der Positivitit einiger Losungen der Differentialgleichungen L[y| 0 und
M[z] 0 (Myv] 0)im Intervall F — {ay} dquivalent ist.

Lemma 1. Es seien gi(x), g2(2) stetige Funktioien tm offenem Intervall I und
es sollen diese auf diesem Intervall keine gemeinsame Nullstelle haben. W enn
jede der nichttrivialen linearen Kombinationen gi(x), g>(x) im Intervall 1 héchstens
eine und zwar einfache Nulstelle hat, dann existiert unter diesen linearen Kow be
nationen eine solche, welche auf diesem Intervall verschieden von Null i~t.

Beweis. Es sei {z,}7 , eine Folge von Punkten aus dem Intervall /, welche
zu cinem der Endpunkte des Intervalles I konvergiert. Setzen wir ¢n(.c)

— cng1() 4+ daga(x), wo

ga(an) g1(xn)
Cp = o . o s dﬂ 5 2
Vaitan) -+ gi(n) | g3@n) + gi(ea)
Dann ist ¢a(x,) — 0 und @u(z) + 0 fir €1,  + 2,. Da ¢; + d; 1 ist

sind die Folgen {c,}¥, {d,}7 begrentz und daher kann man aus denselben
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konvergerte Folgen wihlen. 1s scien dies {¢{"}7 und {d{"}7 und es sei lim ¢{’ ¢.

n—->o
limd 4.

H—>0

Dann ist

lim ¢ (@) lim [(Pgu(@) -+ diPgal) | — cqr(x) + dgux) (),

n—->00

fir x € I. Die Folge {¢"(2)}T konvergiert fast gleichmiissig zu der Funktion
g(x) im Intervall I d. h.sie konvergiert gleichmadssig zu der Funktion ¢(z) auf
jedem geschlossenen Teiintervall des Intervalls 1. Die Fuktion ¢(x) ist nicht
identisch Null in 7, weil ¢2 + d2 = 1. Zeigen wir, dass im Intervall 7 ¢(x) £+ 0
ist. Indirekt. Es sei ¢(Z) 0 in irgendeiner Zahl ¥ € I. Dann folgt aus der
Voraussetzung des Lemma, dass ¢(x) = 0 fur x € I, z + . Es sei zum Beispiel
gx) <0 fir ¢ 7 und ¢@) > 0 fir 2 > %, ael. Bs seien u1, 52, N1, 92
Zahlen aus dem Intervall / mit den Eigenschaften n <71 < ¥ <72 < 2.
Daraus, dass die Folge {r,}7 zu einem der Endpunkte des Intervalles I kon
vergiert, folgt, dass eine solche Zahl N existiert, dass fur alle » > Nj ist
¢ V(@) # 0 fiir e < 51,92 > . Beze;chnen wir min  (— g(x)) my, min ¢(x)

re< mm o2
my und m  min {mq, me}. Mit Ricksicht darauf, dass die Folge fast

gleichmaéssig zu der Funktion ¢(z) im Intervall I konvergiert, gilt:

Zu der Zahl m existiert eine solche Zahl N(N > N;), dass furallexe i,y Y
U oz, @) @) < moist. Da ¢P(x) # 0 ist, fir xe n,n und
n > N, ist ¢{V(z) fiir jene « und » positiv oder negativ. Es sei zum Beispicl
g V@) < 0 fir ae a1, p2 und #n > N. Aus der Stetigkeit der Funktion ¢(x)
im Intervall 7,5 folgt, dass die Zahl & € (2, 2 derart existiert, dass
q(&)  ms. Indieser Zahl & und n > Nist [¢lP(&)  @(&)]  me  ¢P(&) ~
> mz, was aber im Widerspruch ist damit, dass |p(&) (&) < m < me
fir n > N ist.

Damit ist das Lemma bewiesen.

Lemma 2. Eine notwendige wund hinreichende Bedingung dazw, dass die
Losung y(x) der Differentialgleichung Lly] 0 mit der Eigenschaft y(x:)

Y1) 0, y'(x1) £ 0 etne Nullstelle in der Zahl xs + x1, x1, x2 € F habe,
ist, dass die Losung z(x) der adjungierten Differentialgleichung M[z] 0 mit
der Eigenschaft z(x2)  2'(x2) 0, (2" pi(a)z), oy, ¥ 0 b2w. die Lisung ()
der Differentialgleichung Mi[v] 0 mit der Eigemschaft v(xs) v'(xz) 0
v"(x2) + 0 in der Zahl x1 cine Nullstelle habe.

Beweis. Iis sei y(x) die Losung der Differentialgleichung L{y] 0 mit der
Eigenschaft y(x1)  y'(x1) — 0, ¥"(x1) + 0 und z(z) sei die Losung der adjun
gierten Differentialgleichung M[z] 0 mit der Eigenschaft z(x2) z'(x2) 0,
& pi@)), .+ 0 bzw. v(x) sei die Losung der Differentialgleichung Mi[v] 0
mit der Eigenschaft v(x2) ¢'(x2) 0, v"(22) + 0. Aus der Lagrange-schen

>
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Identitit fir dic Losungen y(x), 2(x) bzw. v(x) erhalten wir dann

(5) 0 — [fLiy] + yMEDde — y(ao) ' — p@2), .. =)y (@)

1

bzw.
a az Ty
T2 Ipi(dn f 1) § pu(n)d,
(6) 0 [{e wLly] + yIL[olide = en (et (@s) — e v(an)y (@)
L1

Notwendige Bedingung. Iis sei y(z2) = 0. Es ist notwendig zu zeigen, dass
z(z1) 0 bzw. v(x1) - 0. Aus (5) bzw. (6) ist
0 — — (@) (1)
bzw.
£
IP()dn

0 —emn v(x1) y"(a1),

woraus wir z(x1) = 0 bzw. v(x1) — 0 erhalten.
Hinreichende Bedingung. Is sei z(z1) 0 bzaw. o(x1)
dass y(x2) 0. Aus (5) bzw. (6) ist

0. Es ist zu zeigen,

’
0 — y(x2) (" — pi(@)z), .,
bzw .
Ty
I pr(m)dn ”
0 = ex Y(x2) v"(a2) .

daraus folgt y(x2) = 0. Damit ist der Beweis des Lemma bewiesen.
Es sei jetzt z(x) die nichttriviale Losung der Differentialgleichung J/[z]
und v(z) sci dic nichttriviale Losung der Differentialgleichung M [v]

0
0

Bezeichnen wir

’

F(y,z)  zy" 4+ () 20 + [pAx): + (27 pi(e)2)]y

und
Fily, o) vy — oy + Lely .

Dann ist aus (3)

) d |
(7) =Ly| F(y, z)
dx
und
- 'Ilpl(n)dr/ d jrp.(n)dn
(8) eyl e = o4 1 (i, v) .
da

Wenn y(2) die Losung der Differentialgleichung L{y] — 0 im Intervall .7 ist.
dann ist y(x) auch die Losung der Differentialgleichungen

(9) F‘(.’/’ Z) - [](,(!/! :)II Lo v

o2



3 er(u)d'} S
(10) Fi(y,v) e o [£1(y, v)]z 2
fir x € # und umgekehrt, wenn y(z) die Losung der Differentialgleichung (9)
bzw. (10) im Intervall .# ist, dann ist y(z) die Losung der linearen Differential-

gleichung Lly]  0im Intervall J. Weiter bezeichnen wir 7 & {wxo}

Lemma 3. Es existiere die Losung y(x) der Differentialgleichung L{y] 0
und die Liosung z(x) (v(x)) der Differentialgleichung M[z] — 0 (Mi[v] 0)
mit dcr Eingeschaft y(x) > 0, z(x) > 0 (v(x) > 0) fir xel. Folglich st die
Differentialgleichung F(y,z) 0 (Fi(y, v)  0)em Intervall I nichtoszillatorisch
dann und nur dann, wenn die Differentialgleichung

x
oAy
e-ro

z(x)

u'gjz(x))’ + !/(’U) }111('1)1111

! ?(.I,‘) Il\(')d’
Pl

H(uw, y,2) (u’

(I (u. y. v) ( e [Fily, Ol u 0)

v(@) v2(2)

tm Intervall T nichloszillatorisch i-t.

Der Beweis dieses Lemma folgt aus dem Zusammenhang zwischen den Losun
¢en der Differentialgleichung F(y,2z) 0 (Fi(y, v) — 0) und der Differential-
¢leichung H(u, y,z) 0 (Hy(u, §,v) 0), welcher folgender y(x)  w(x) y(x)
ist.

Folgerung. Es existiere die Losung ¥(x) der Differentialgleichung L{y] 0
und die Losung z(x) (v(z)) der Differentialgleichung M[z] 0 (Mi[v] = 0)
mit der Eigenschaft iyj(x) > 0, Z(x) > 0 (v(z) > 0) fir x€ [. Wenn daber [F(y,
Az 29 =0 ([F1(7, )]z 2o < 0), dann ist die Differentialglescchung F(y,z) 0

(F1v(y, v)  0) tm Intervall I nichtoszillatorisch.

Lemma 4. Es existiere die Losung z(x) (v(x)) der Differentialgleichung M[=] 0
(Mi[v] — 0) mit der Eigenschaft Z(x) > 0 (v(x) > 0) fir x € [. Folglich ist die
Differentialgleichung F(y, z) = 0 (F1(y, v) — 0) tm Intervall I nichtoszillatorisch
dann und nwr dann, wenn eine Lisung y(x) der linearen Differentialgleichung
Llyl 0 mit der Kigenschaft [F(y,2)], ., 0 [(F"(#, v)], ., 0),5(x) >~ O fir
x € l, existiert.

Beweis. a) Die Differentialgleichung F(y,z) 0 (["i(y,v) 0) sei nicht
oszillatorisch im Intervall I. Es seien g1, 72 solche Losungen von L[y] 0
m J, welche ein Fundamentalsystem von Losungen der Differential-
gleichung F(y,z) 0 (Fi(y,7)— 0) im I bilden. Dann hat jede n cht-
triviale lineare Kombination der Funktionen ji, > im Interval I hoéchstens
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einfache Nullstelle. Aus (9) und (10) ist offenbar, dass [F(¥;, )]z 2z, O
([F1(7:i, v)]z » 0),7 — 1,2, ist. Es ist auch ersichtlich, dass y; und y, gleich-
zestig in keiner Zalil @ € I gleich Null sein konnen, und daher existiert auf
Grund des Lemma 1 die Losung # der Differentialgleichung F(y,z) 0
(F1(y, v) 0), welche im Interval I positiv ist (¥ €141 + C272, wo ¢1, ¢2 Kon-
stanten sind). Es gilt also F(y,2)]z 2z, 0 ([Fu(¥, v)]z 2z, 0).

b) Es existiere jetzt eine solche Losung #(x) der linearen Differentialgle’chung
Lly] 0, welcheim Intervall I positivist, dass [F(7, 2)], ., O ([F1(y, v)]; « —

0) sei. Dann geht aus der Folgerung des Lemma 3 hervor, dass die Diffe-
rentialgleichung F(y, z) = 0 (Fi(y. v) 0) im Intervall I nichtoszillatorisch
ist.

Lemma 5. Es sollen die Funktionen «(x), f(x) stetige erste Ableitungen tm
ofx
Intervall 7 haben und es sei lim ( ): 0,21€ 5, “,ﬂ, + Ofirxce S, v + 1.
11 [)’(x) o ﬁ
Wenn die Funktion «(x) in der Zahl xs die erste Nullstelle vor oder mnach x1 hat,
dann hat die Funktion p(x) gerade eine Nullstelle zwischen x1 und x3.

«fp
oa'p’

Es sei f(x) + 0 zwischen den Nullstellen 21, 2z der Funktion «(z). Dann folgt

aus der Gleichung
(a)r B ar ﬂr
p p?

fir x aus dem offenen Intervall, dessen Endpunkte x; und 2. sind,

Beweis. Es sei a(xs) 0. Da + 0 fir xe £, x *+ a1, ist B(az) + 0.

ae o ﬁ
@) i *®) _qim | (¥ B qs.

X

Die linke Seite dieser Gleichung ist gleich Null, aber die rechte Seite ist ver-
schieden von Null. Dieser Widerspruch beweist, dass die Funktion f(x) zwischen
x1 und x2 wenigstens eine Nullstelle hat. Aus der Tatsache, dass fiir x € .,

[0
x %+ 21, 'Z' #+ 0 ist, folgt, dass die Funktion f(x) gerade eine Nullstelle zwi

ot
|
schen x; und xs hat.

Satz 1. Die Differentialgleichung Liy] = 0 st im Intervall & dann und nur
dann nichtoszillatorisch, wenn eine solche Losung z(x) (v(x)) der Differential-

gleichung M[z] = 0 (Mi[v] 0) mit der Eigenschaft Z(x) > 0 (v(z) > 0) fur
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x € I existicrt, dass die Differentialgleichung zweiter Ordnung
F(y,2) — 0 (Fa(y, v) — 0)
e Imtervall I nichtoszillatorisch ist.

Beweis. a) Zeigen wir, dass wenn die Differentialgleichung L{y] 0 im
Intervall 4 nichtoszillatorisch ist, dass dann eine solche Ldsung z(z) (v(x))
dcr Differentialgleichung M[z] 0 (Mi[v] — 0) mit der Eigenschaft z(x) > 0
(v(x) > 0) fir vxel existiert, dass die Differentialgleichung F(y,z) 0
(Fi(y,v) 0) im Intervall I nichtoszillatorisch ist. Mit Riicksicht darauf,
dass die Differentialgleichung L[y] — 0 im Intervall . nichtoszillatorisch
15, ist die Losung yi(z) der Differentialgleichung L[y] = 0 mit der Eigenschaft
yi(xo)  yy(x0) — O, yi(wo) = 1 fuir z € I positiv. Aus denselben Griinden ist
die Losung z(w) (vi(x)) der Differentialgleichung AM[z] = 0 (M;i[v] 0) mit
den Eigenschaften z1(z0)  21(x0) — 0 (27 — p1(x)21), ., — 1 (v1(x0)  vy(0)

0, v;(xg) 1) positiv fiir « € I (da, wenn die Losung z1(z) (vi(x)) eine wei
tere Nullstelle z € I hiatte, dann wiirde laut Lemma 2 eine Losung y(x) der
Differentialgleichung L[y] = 0 mit der Eigenschaft »(Z) = y'(Z) 0, y(xo)

0, ¥"(x) *+ 0 existieren, d. h. es wiirde eine Losung der Differentialgleich-
ung L[y] 0 mit drei Nullstellen im Intervall .# existieren, was im Wider-
spruch damit ist, dass die Differentialgleichung L[y] = 0 im Intervall #
nichtoszillatorisch ist). Setzen wir z — z; (v = »1). Dann ist F(y1, z1)

0 (Fi(y1,v1) 0) fir z € J und alsoist die Differentialgleichung F(y, z1)

0 (F1(y, v1)  0) im Intervall I nichtoszillatorisch (Lemma 4, y  #1).

b) Es sei z(x) (v(x)) die Losung der Differentialgleichung M[z] 0 (3i[v]) O
mit der Eigenschaft z(z) > 0 (v(x) > 0) fiir x € I und die Differentialgleichung
F(y,z) 0 (Fi(y,v) 0) sei im Intervall I nichtoszillatorisch. Zeigen wir,
dass dann die Differentialgleichung L[y] 0 im Intervall . nichtoszillatorisch
ist. Mit Riicksicht darauf, dass die Differentialgleichung F(y, z) — 0 (F1(y, v)

0) im Intervall I nichtoszillatorisch ist, existiert, auf Grund des Lemma 4,
die Losung #(x) der linearen Differentialgleichung L{y] — 0 mit der Eigenschaft
[Fly,2)], ., O (¥ )], ., —0),¥x)>0fir xeld. h.j(x)ist die Losung
der Differentialgleichung F(y, 2) — 0 (Fi(y, v) — 0) fir x € I. Daraus folgt,
dass der Differential-Ausdruck F(y, Z) (F1(y, v)) in das Produkt zweier linearer
Differential-Ausdriicke erster Ordnung fir x € I zerlegt werden kann (siehe [1])
und also auf Grund von (7) bzw. (8) kann der Differentialausdruck L[y] im
Intervall I in das Produkt von drei linearen Differential-Ausdriicken erster
Ordnung zerlegt werden. Diese Zerlegung ist wie folgt

a

§ pi(n)dy
(11) Liy] 1d 2Zein yzefwm)dn dy
Y z d Y dz = de

4
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(244

S
I pa(nydn . .
) e o d 2 J'pl('/)(lr; d .7/3 d Vi
Lyl _ _
v da g dr v da 3

und daher ist die Differentialgleichung L[y] — 0 im Intervall / nichtoszillato

d y
risch [1]. Setzen wir o(x) — 72 " fiir @ € [. Auf Grund von (11) ist diese

dz i
Funktion diec Losung der Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche 1m
Intervall I nichtoszillatorisch ist [1], d. h. dass dic Funktion v(x) (v(x) 0)
im Intervall I hochstens eine und zwar einfache Nullstelle hat. Diese Differen
tialgleichung zweiter Ordnung kann in der Form

z d fﬂl(’])d'l ?m(n)dn ”( )
fo(nd [Z4 elo 1 X

(12) (.’Iop e Ly] ) ( ~ v’) + (pz(x) + Y ) v 0
dz \ g(=) y(@) y(x)

geschrieben werden fiir z € 1.

Es seiy1, 2, y3 ein Fundamentalsystem von Losungen der Differentialgleichung
Lly] 0 mit der Eigenschaft

(13) Y @o) 0, jE3 0,
YWao) 1, j 3 i,
¢ 1,2,3;) 0,1,2 und es sei
| s
Y1 1 Y143 . 23
n@) = — | NI ) = = 5w —
Y192 Y1 Y3 Y2 Y3

Wenn y(x) eine beliebige Losung der Differentialgleichung L{y] 0 ist
d. h. y(x) = c1y1 + c2y2 + c3ys und wenn ¥(x) = kiyr + kaye + ksys, wo ¢,
k; Konstanten sind, ¢ — 1, 2, 3, dann kann die Losung der Differentialglei
chung (12) in der Form

C1 C2
ky ko

v(x) —

2

geschrieben werden. Da die Differentialgleichung (12) im Intervall I nicht-
oszillatorisch ist, existiert die Losung vo(x) dieser Differentialgleichung, welche
im Intervall 7 von Null verschieden ist (Lemma 1).

Es sei zuerst g(zo) > 0 d. h. g(x) > 0 fir z € J. Zeigen wir, dass in diesem
Falle jede nichttriviale Losung der Differentialgleichung L[y] 0 im Inter-
vall £ hochstens zwei Nullstellen, die Vielfachheit eingeschlossen, hat. 19s sei
y(x) irgendeine Losung der Differentialgleichung L[y] = 0 mit der Eingeschaft
y(xo) + 0, welche im Intervall # wenigstens drei Nullstellen hat. Dann hat
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dic Losung v(x)  y? (11 { der Differentialgleichung (12) gemaiss des Rolle
dx ¥
schen Satzes im Intervall 7 wenigstens zwei Nullstellen, was im Widerspruch
damit ist, dass die Differentialgleichung (12) im Intervall I nichtoszillatorisch
ist. Auf dhnliche Weise kann man beweisen, dass jede Losung der Form
cift 4 ¢y2, ¢ + ¢ > 0 im Intervall I hoéchstens eine und zwar cinfache
Nullstelle besitzt. Das bedeutet aber, dass die Lésung der Differentialgleichung
Lly] 0, welche die Form ci1y1 + cay2, c2 & 0 hat, im Intervall # hochstens
zwei und zwar cinfache Nullstellen besitzt. Daraus folgt, dass die Ldsung
y(x) von Lly] 0 mit der Eingeschaft y(xo) — y(Z) = (%) = 0, y"(x) + 0
tiir beliebiges z € [ nicht existiert und daher gemiss Lemma 2 v(x) % 0 fir
a €I ist. Aus der Tatsache, dass vi(x) & 0 fir x € I ist, folgt, dass y und .
gleichzeitig in keiner Zahl x € 1 gleich Null sein kénnen. Es existiert also eine
Losung yo(x) (yo(x)  ¢Qyi(@) + Pya(x) d. h. yo(xe) = 0) der Differential
gleichung L[y] 0, welche im Intervall 7 von Null verschieden ist (Lemma 1)
Zeigen wir noch, dass yi(x) & 0 fir x el ist. (Wenn yi(x) cyo(x) wo ¢
eine Konstante ist, haben wir nichts zu beweisen). I8s sei y1(xs) 0 fir vz e[
Da
im 1

! kv,
>0 gf0() 191 %0

wo k eine Konstante verschieden von Null ist, hat gemdiss Lemma 5 auch
diec Losung yo(x) eine Nullstelle zwischen 2y und xz2, was im Widerspruch
damit ist, dass yo(x) + 0 fur « € [ ist. Also yi(x) > 0 fur x € [ ist.

Damit ist bewiesen, dass in diesem Falle jede nichttriviale Losung der
Differentialgleichung L[y] 0 im 4 hochstens zwei oder eine zweifache
Nullstellen hat.

Iis sei jetz y(xo) O0d.h. y = ki1 + kays. Es sei y(x) eine beliebige (nicht
triviale) Losung der Differentialgleichung L[y] 0. Es konnen diese Kille
entstehen: y(ao) =+ 0 oder y(x,) 0. lm Falle, dass y(z,) + 0 ist, kann diese
Losung hochstens zwei Nullstellen im Intervall 7 haben, da die Differential
gleichung L[y] 0 im Intervall / nichtoszillatorisch ist. Im Falle, dass
y(xo) 0d.h.y — ciy1 + cayo zeigen wir, dass diese Losung ebenfalls hochsten
zwei Nullstellen im Intervall # hat. Zu diesem Zweck zeigen wir, dass vi(a) + 0
fir x € I. Indirekt. Es sei v1(z) 0 in irgendeiner Zahl ¥ € I. Da

x
I'py(n)ydn

Y = kg@en s

! ’
Vo Uy

wo k eine Konstante verschieden von Null ist und vy(z) ist die Losung der
Differentialgleichung (12), welche fiir @ €I verschieden von Null ist und
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lim (z) 0, muss die Losung vy(x), gemiss des Lemma 5, eine Nullstelle
1>, T

zwischen xp und Z haben, was aber im Widerspruch damit ist, dass vy(x) £ 0
fir x € I. Das bedeutet, dass vi(x) + 0 fir x € I ist. Zeigen wir jetzt, dass
dic Losung #i(x) der Differentialgleichung L[y] = 0 fiir x €l positiv ist.
Wenn 1 ¢i, wo ¢ eine Konstante ist, haben wir nichts zu beweisen s sei

yi(@y) 0 fir ZToel. Mit Ricksicht darauf, dass A y,[ kovi(x) und
Yy
(%) . . I :
im 0 ist, erhalten wir aus Lemma 5, dass die Losung y eine Nullstelle

o y(x)
zwischen xp und Ty hat. Dies ist aber nicht moglich, weil y(z) + 0 fir xe I
Also fiir x € I y1(z) > 0 ist. Es ist noch notwendig zu zeigen, dass die Losungen
y(x) der Form ciyi + c2y2, ¢2 #+ 0; y(x) + cy(x) hochstens zwei Nullstellen
(die Multiplizitit inbegriffen) im Intervall # haben. Da y” — Zl i
1 k2
#+ 0 fir ze I, kann die Losung y(x) keine zwei einfachen und auch keine
doppelten Nullstellen im Intervall I haben.

vi(x) +

Damit ist der Satz bewiesen.

Folgerung 1. Die Differentialgleichung Lly] = 0 ist im Intervall & dann
und nur dann nichtoszillatorisch, wenn eine Losung i(x) der Differentialgleichung
Lly] Owund eine Losung z(z) (v(x)) der Differentialgleichung M[z] = 0 (MM1[v]

— 0) mat der Eigenschaft ij(xo) — 0, Z(xo) — 0 (v(xo) 0), y(x) > 0, Z(x) >

0 (¢v(z) > 0) fiur x € I existiert.

Beweis. Wenn die Differentialgleichung L[y] — 0 im Intervall .# nicht
oszillatorisch ist, dann folgt gemiss dem Beweis des Satzes 1 (Fall a)) die
Existenz der Losungen 7, Z(v) der gegebenen Eigenschaften. Es seien jetzt
y.zZ(v) Losungen der entsprechenden Differentialgleichungen L[y] 0,
Mfz] 0 (Mi[v] — 0) mit der Eigenschaft y(xo) = 0, Z(xy) — 0 (v(xo) 0),
y(x) > 0, Z(x) > 0 (v(x) > 0) fiur x € I. Fir die gegebenen Losungen y, z(v)
ist [F(7, )], o= 4'@0) 2 (@0) (Fo(F, )], , — — ¥'(20) 7'(x0)). Da glz) > 0,
2(x) > 0 (v(x) > 0) fir w e/, ist §'(xo) Z'(x0) = 0 (§'(x0) v'(x0) = 0) und also

[F(y,2)], .. £ 0 ([Fi(y,v)], ,, = 0). Auf Grund der Folgerung von Lemma 3
ist die Differentialgleichung F(y,z) = 0 (Fi(y, v) = 0) im Intervall I nicht-
oszillatorisch und laut Satz 1 ist deshalb die Differentialgleichung L[y] 0

im Intervall # nichtoszillatorisch.

Folgerung 2. Die Differentialgleichuny Lly] 0 ist im Intervall J dann
und nur dann nichtoszillatorisch, wenn die Losung y(x) der Differentialgleichung
Lyl  0wund die Lisung Z(x) (v(x)) der Differentialgleichung M[z] 0 (M1[v]
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0) mit der Eigenschaft [F(#,2)],,, 0 (Fu# 0], <0), ¥x) >0,
z(x) > 0 (v(x) > 0) fir x € I existiert.

Der Beweis dieser Folgerung wird mit dhnlicher Erwigung wie der Beweis
der Folgerung 1 durchgefiihrt.
Aus dem Beweis des Satzes 1 folgt

Folgerung 3. Die notwendige und hinreichende Bedingung dazw, dass die
Differentialgleichung L[y] 0 mnichtoszillatorisch im Intervall J sei, ist dte
Eaistenz der Zerlegung des linearen Differentialausdruckes Lly] auf das Produks
von diei linearen Differentialausdriicken erster Ordnung im Intervall T.

Es ist moglich diese Folgerung auch so auszusprechen:

Folgerung 4. Die Differentialgleichung L[y] = 0 st im Intervall S dann
und nur dann nichtoszillatorisch, wenn sie im Intervall I nichtoszillatorisch ist.

Bemerkung. Wenn die Differentialgleichung L[y] — 0 im Intervall &
nichtoszillatorisch ist, dann geht aus der Folgerung 3 des Satzes 1 hervor, dass
der Differetialausdruck L[y] auf das Produkt dreier linearer Differential-
qusdriicke erster Ordnung im Intervall I zerlegbar ist und umgekehrt. Es ist
zum Beispiel eine solche Zerlegung moglich

Wsd W2 d i dy
Ws dz Wayy da We dx g1

(14) Lly] — -

wo W3 der Wronskian des Fundamentalsystems von Losungen 1, y2, y3 der

Differentialgleichung L[y] 0 im Intervall .# mit der Eigenschaft (13) ist

und W, z} Zf . Es ist moglich zu zeigen, dass wenn der Differential-
1 Y2

ausdruck L[y] in der Form (14) zerlegbar ist, dass dann auch der Differential-

ausdruck M[z] zerlegbar ist und es gilt

d 2 d WE dWs

Mz
[<] y1 dxe Wo da y1 W3 dx Wy

z

tir o e I. Daraus folgt, dass wenn die Differentialgleichung L[y] — 0 im
Intervall # nichtoszillatorisch ist, ist auch die Differentialgleichung M[z] 0

(Mi[v] 0, (v =exp( fzh(?]) dp)) im Intervall .# nichtoszillatorisch und
umgekehrt.

Satz 2. Ks existiere die Losung yj(x) der linearen Differentialgleichung Lly] 0
n it der Eigenschaft y(xo) 0, §(x) > 0 far x € I. Die hinreichende und not
wendige Bedingung dazu, dass die lincare Differentialgleichung Liy] 0 im

Intervall ¥ oszillatorisch sei, ist dann, dass die Differentialgleichung zweiter
Ordnung



.?‘ r Sr
i pi()dy )y {p(m)dy ”

(%4 d T %o .’/
(15) - Fi(y, ) v+ pa(x) -+ v 0
U de\ 7 7 y

sm Intervall T oszillatorisch set.

Beweis. Notwendige Bedingung. Die Differentialgleichung L[y] 0 sci im
Intervall # oszillatorisch. Iis muss gezeigt werden, dass die Differential
gleichung (15) im Intervall I oszillatorisch ist. Bewecisen wir dies indirekt
Die Differentialgleichung (15) sei im Intervall I nichtoszillatorisch. Dann
existiert cine Losung v(x) dieser Differentialgleichung, welche fur x € I positiy
ist (Lemma 1). Da F(7, v) = 0 fir € £ ist, ist auch die Differentialgleichung
Fi(y, v) — 0im Intervall I nichtoszillatorisch (Lemma 4). Aus dieser Tatsachc
und aus dem Satz 1 erhalten wir, dass die Differentialgleichung IL{y] 0
im Intervall # nichtoszillatorisch ist. Dies ist aber im Widerspruch mit det
Voraussetzung, dass die Differentialgleichung im Intervall .# oszillatorisch ist

Hinreichende Bedingung. Die Bedingung beweisen wir cbenfalls indirelt
Die Differentialgleichung L[y] — 0 sei nichtoszillatorisch im Intervall & Das
heisst, dass die Losung vi(x) der Differentialgleichung Ji[v] 0 mit det
Eigenschaft v1(z,) — v,(x,) 0, v{(x,) = 1 fitr x € [ positiv ist (sieche Bemer
kung). Da Fi(j, v1) = 0 ist die Funktion v(x) die Losung der Differential
gleichung F'1(y, v)  0im Intervall I. Das bedeutet aber, dass die Differential
gleichung F(7,v) 0 im Intervall I nichtoszillatorisch ist, was im Widet
spruch damit steht, dass die Differentialgleichung (15) im Intervall I oszillato
risch ist.

Damit ist der Beweis beendet.

Satz 3. Es existiere die Losung zZ(x)(v(x)) der Differentialgleichung M[z] O
(Mi[v] — 0) mit der Eigenschaft Z(xo) = 0, Z(x) > 0 (v(z,) — 0, v(z) > 0) fi
x € I. Die notwendige und hinreichende Bedingung dazw, dass die Differential
gleichung Lly] — 0 @m Intervall F oszillatorisch sei, ist dann, dass die Differen
tialgleichung zweiter Ordnung

Fy.z) 0 (Fiu(y,v) 0)
em Intervall I oszillatorisch sei.
Der Beweis dieses Satzes wird dhnlich dem Beweis des Satzes 2 durchgefithrt

Auf Grund dieser Ergebnisse werden wir uns in weiteren Arbeiten mit den
konkreten Bedingungen der Nichtoszillationsfihigkeit und der Os:illations
fahigkeit fir die lineare Differentialgleichung L{y] 0 im Intervall J b
schiftigen.
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