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Matematicky &asopis 21 (1971), No. 4

ASYMPTOTICKE VLASTNOSTI RIE SENI
DIFERENCIALNEJ ROVNICE

y'(t) 4 24(1)y'(#) + Bityy(t) — C@y(t — h(t)) =0
PAVOL MARUSIAK, Zilina

V tejto préci sa budeme zaoberat asymptotickymi vlastnostami rieseni
linedrnej diferencidlnej rovnice 3. radu s oneskorenym argumentom (dalej
budeme pisat len ,,dif. rovnice)

(1) Y (t) + 24(t)y'(t) + By () — Oty — h(t)) = 0

Dalej budeme predpokladat, ze A’(t), B(t), C(t), h(t) (> 0) st spojité funkcie
na intervale I == {fp, o) a plati lim [t — A(t)] = 4 o0.

t>c0

Homogénna zadiatoéna tdloha (dalej len ,,hom. dloha‘‘) pre dif. rovnicu (1)
je definovand takto: Nech na zadiatoénej mnozine Ej, = {u; u =t — h(f) <
< to, t € I} je definovand spojitd a ohranidend funkcia ¢(t), priGom ¢@(to) = 1
a nech yo, 4, ¥y st lubovolné redlne &isla. Na intervale I hladdme rieSenie
dif. rovnice (1), ktoré spliuje tieto zadiatotné podmienky :

(2) y(to') = yo, YW (to") =y, k=12
y(¢) = yop(t) pre teky,.

Existencia a jednoznaénost rieSenia hom. tlohy (1), (2) sa dokdze podobne,
ako je dokdzand Norkinom pre n = 2 v [2].

V tejto prici, okrem lem dokdzeme dve vety, ktorych technika dokazu
je podobnd, akd je pouzitd u Zldmala [4] & Lazera [1] pre oby¢ajné dif.
rovnice 3. rddu bez oneskorenia.

Najprv uvedieme dve lemy, ktoré st uvedené v [3].

0

Lema 1. Nech f(t) € O {a, ®0). Ak f’(t)je ohranitend funkcia a ffz(t)dt< 0,

potom lim f(t) =

>0



Lema 2. Nech f(t) € C2 {a, o). Ak lim f(t) = 0 @ f"(t) je ohranilend funlcia,
t->0
potom lim f'(t) = 0.

t>0

Lema 3. Ak si oznaéime
Fly®)] = yt)y" () —  y2() + A@)y3(t),

pricom y(t) je rieSenie hom. 1ilohy (1), (2), potom y(t) spliia nasledovni integrdinu
identitu

[4 t
(3). Fly®)] — Flytto)l = [ [4'(w) — B)y2(wdu + [ Cluy@uyu — h))du,
to t

Dokaz je zrejmy.

Poznémka 1. Ak a je Tubovolné &slo z intervalu I, potom pod E, rozumie-
me: B, = {u;u=1t—~h(t) <at>a}

Riesenie y(t) hom. tlohy (1), (2) budeme nazyvat oscilatorickym, ak na
kazdom intervale {a, o), (pre lubovolné a € I) ma y(t) nekoneéne vela nulo-
vych bodov a y(f) = 0 neplati na Ziadnom podintervale <b, o) < <{a, o).

RieSenie y(¢f) hom. ulohy (1), (2) budeme nazyvat neoscilatorickym, ak
existuje také ¢islo a € I, zZe pre kazdé t > a je y(t) stale kladné alebo zdporné
alebo existuje Gislo b > ty, ze pre t > b je y(t) = 0.

Budeme hovorit, Ze rieSenie y(t) hom. ulohy (1), (2), definované na inter-
vale I m4 vlastnost V, ak y(t) = 0 neplati na Ziadnom podintervale intervalu /.

Nasledovnd veta je modifikdciou vety 3, ktort uviedol M. Zlamal v [4].

Veta 1. Nech existuje také &islo a € I, Ze na intervale {a, ) platia nerovnosti
A@) = b, B@t) > b, kde b je kladna konstanta,
(4) 24'(t) — B(t) < 0, C(t) <0,

priom rovnost nule neplati na Zadnom podintervale intervalu {a, o).

Potom pre kaZdé riesenie y(t) hom. wlohy (1), (2) na intervale {a, o), ktoré
mda vlastnost V plati:

1) y(t) meni znamienko na intervale {c, ©©) pre kazdé c> a, alebo

2) y(t) je neoscilatorické a plati lim y(t) = lim y'(¢) = 0.

t>0 t->0
Dékaz. Pre kazdé rieSenie y(t) hom. tlohy (1), (2), ktoré nemeni znamienko
na intervale {a, o) a ktoré ma vlastnost V plati:
1) mé nekoneéne vela nul na (¢, ©), pre kazdé ¢> a, alebo
2) y(t) + 0 od urditého ¢ poéniic.
1) Nech a1 < a2<...< @p< ... s nulové body rieSenia y(¢) hom. tGlohy
(1), (2) na intervale <{a, o), kde an— 0 pre n—> co0 a nech y(t) > 0 pre
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t > a;. Potom je zrejmé, ze y(an) = y'(an) = 0, a preto je Fly(as)] =0
pre n=2,3,... a F[y(a;)] < 0. Vzhladom na to, Ze lim (t — h(t)) = oo
pre t—> o0 je y(a1) = sup {t; ¢ > a1, ¢ — h(t)<< a1} < 0o. Preto bude existovat
prirodzené &islo N také, %e ay > y(a1).

Ked y(t) > 0 pre ¢ > a;; potom je y(t — h(t)) > 0 pre t > ay > y(a).
Zo (4) dostaneme, ze A’'(t) — B(t) < —b/s<< 0 a vzhladom na to, zZe C(t) < 0
vyplyva z (3), Ze pre n > N plati

Fly(an)] — Flylaw)] = | [4'(w) — B)ly*(u)du +

an
(n

b
-+ f Cu)y(w)yy(w — h(u))du < — ; [ Y2 (u)du<< 0.
- o
To je viak spor, lebo lav4 strana sa rovnd nule a pravé strana je zdpornd.
Tym sme dokdzali, Ze rieSenie y(t) hom. ulohy (1), (2), ktoré mé vlastnost V

a mé nekonecne vela nul na intervale {a, c0) meni na tomto intervale zna-
mienko.

2) Nech y(t) + 0 pre ¢ > ao, kde ap > a.

Uvazujme pripad, Ze y(t) > 0 pre ¢ > ag. Neck a1 = y(ao) < oo.

Najprv dokizeme, Ze nerovnost y'(f) > 0 neplati na intervale (a2, ) =
< {a1, ©) (a2 je Tubovolné ¢&islo > a). Tento dokaz vykondme .nepriamo.
Nech y'(t) > 0 pre { > az. Potom y(t) > y(az) > 0 pre { > az a z dif. rovnice
(1) a zo (4) dostaneme ¥"(t) < —by(az) pre t > as, teda y'(t) > — oo pre
t - oo a to nie je mozné.

Preto (1)y'(£) < 0 pre t > a1,
alebo (j)y’(t) meni znamienko na intervale {a;, o).

() Nech y'(t) < 0 a y(t)> 0 pre ¢t > a;. Potom z identity (3) vzhladom
na (4) dostaneme

t
(5) Fly(®)] — Fly(a)] = [ [4'(w) — B@)y(w)du +

¢ b :
4%@mwww—wmws—gjfmw-

Aby sme dokézali, Ze lim y(t) = 0 pre ¢{— oo staéi, ak dokdzeme

feel

f y2(u)du < o0

ay

Posledné tvrdenie dokdZeme nepriamo. Predpokladajme, Ze
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(6) lim | ty2(u)du = 0.

t>0 a,

Potom z nerovnosti (5) dostaneme, Ze lim F[y(f)] = —  pre { > co. Preto
pre dostatoéne velké ¢ plati nerovnost

0> F oty |4 + (L) +- (W))Z\
> t)] = y2(¢ ¢ — A\
ly®)] = y2@) [4() o) 2 \ ()
M. Zldmal v praci [4], vo vete 3 ukdzal na zédklade poslednej nerovnosti, ze

| y2(w)du < oo,

@y
¢o je vsak spor so (6).

Ak si oznadime G[y(t)] = y"(t) + 2A(t)y(t), potom po integrovani dif. rov-
nice (1), pouZiti (4) a predpokladu, ze y(t) > 0 pre ¢t > ao dostaneme pre y"(t)

nerovnost
y'(t) < Gly(t)] < Qly(a)] pre t > ar.

Ak pouzijeme lemu 2, nakolko je y"(f)

< Qly(a1)), lim y(t) = 0 pre ¢t > oo,
dostaneme lim y'(f) = 0 pre ¢t > 0.

(j) Nech y'(t) meni znamienko na intervale {a;, ) a y({) > O pre t > a; =
= p(a0). Ak {t»}r_, je postupnost minim rieSenia y(¢) hom. dlohy (1), (2)
na intervale {(a;, o), potom pre t, plati: y(tn) > 0, ¥'(ts) = 0, y"(tn) > 0
a preto F[y(t,)]> 0 (n = 1,2, 3,...). Nakolko F[y(f)] je klesajica funkcia
na intervale {a;, o0) vyplyvaz (3) vzhladom na (4) a F[y(¢z)] > 0, Ze F[y(t)] > 0
pre t > a;. Potom z (3) dostaneme nerovnost

t t
— Fly(t)] < [ [4'(w) — B)ly2(w)du + | Clwywy(u — hlu))du.
i, t

Z poslednej nerovnosti vzhladom na (4) dostaneme
t
b
0< | Pu)du < Flym),
i '

odkial vyplyva, Ze integral f y%*(u)du je konvergentny. Ak dalej budeme po-
stupovat rovnako, ako M. Z lémal v [4] pri dokaze vety 3, Tahko sa ukaze. ze

@ by(t) < Gly(t))

b, y'2(t) < 26[y(ta)lu(*)
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Potom z a, b, na ziklade lemy 1 dostaneme, Ze lim y(¢) = O pre { - co a potom
z b, dostaneme, ze lim y'(t) = 0 pre ¢t — co.
Priklad. Dif. rovnica

4et — 2sin ¢ 8 et/2 14
x (14 ut) + y[=) =0
— T — 7 2
e‘—l/2sin(t—|——) et—l/2sin (t—{——*)
4 4

ma rieSenie na intervale <0, ). Zatiatoénd mnozina je bod ¢ = 0. Koeficienty
dif. rovnice spitiaji podmienky (4) na intervale (237, o), lebo 24(t) > 0,3,
B(t) > 0,3, A'(¢) — B(f) < —2,C(t) < 0,pre ¢t > 2/3n. Dané dif. rovnica mé

na intervale {0, c0) neoscilatorické rieSenie #1(f) = e~ a oscilatorické rieSenia
yo(t) = et cos 2¢, y3(f) = et sin 2¢.

Lema 4. Nech pre te I = {f, ®©) platia nerovnosti
(7) A(t) = 0, B(t) > 0, A’'t) — B(t) <0, C¢) < O

prifom rovnost méte platit len v izolovanych bodoch intervalu I. Ak y(t) je rie-
Senie hom. ulohy (1), (2) s vlastnostou V, ktoré nemeni znamienko mna I
a p(u).yt) = 0 pre weEy,, tel, potom y(t) md na intervale (ty, 00) najviac
jeden koreri. . '

Dokaz vykondme nepriamo. Ak y(f) mé dva korene {1, ¢ (y(f) &= O pre
t e (t1,t2)) potom y(f) = y'(u) =0, ¢ =1,2, a preto Fly(t)] == 0. Potom
pomocou (3) vzhladom na (5) dostaneme spor. Tym je lema dokdzan.

Lema 5. Nech na intervale I plati (7) a nech y(t) je neoscilatorické rieSenie
hom. dlohy (1), (2) s vlastnostou V. Ak existuje bod t1 € I taky, Ze Fly(t1)] < O
a y(t) nement znamienko na By, U {t1, o), potom existuje takyj bod a € I (a > t),
Ze plati:

1. y(t) £ 0, ¥'(t) £ 0, ¥y"(¢) = 0 pre t> a.

2. sgn y(t) = sgn y'(t) = sgn y"(¢) pre t> a.

3. V bodoch intervalu (@, 00), v ktorgch y”(¢) + 0 je sgn y”(f) + sgn y(¢).

Dokaz. Ak riefenie y(t) hom. dlohy (1), (2) s vlastnostou V nemeni zna-
mienko na K U {;, ), potom vzhladom na (7) dostaneme na zdklade (3),
ze Fly(t)] < Fly(t1)] < 0 pre ¢>t;.

Nech y(¢) > 0 pre t € By, U {t;, ). Potom vzhladom na lemu 4 existuje
taky bod a; > t, Ze y({) > 0 pre t > a;.
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Ak dokéazeme, ze existuje taky bod az > a1, Ze y'(t) > O pre ¢t > a2, potom
z dif. rovnice (1) vzhladom na (7) dostaneme y”(f) < 0 pre { > a2, priGom
rovnost moze platit len v izolovanych bodoch intervalu <as, c0). Ked y"(t) < 0,
potom y”(t) je klesajiica funkcia a vzhladom na y'(t) > 0 musi byt y"(#) > 0.
Tym by bola veta dokazand, pricom by sme polozili a = az.

Dokaz, ze y(t) > 0 ,y’(t) > 0 pre ¢t > as sa vykond nepriamo. Nebudeme ho
uvadzat, nakolko postup dokazu je rovnaky ako dékaz lemy 3,1 v [1]. Lema 5
je totiz modifikiciou lemy 3,1 uvedenej Lazerom v [1].

A. C. Lazer v préci [1], na strane 455 dokdzal nasledovni lemu.

Lema 6. 4k y(t) € C3(a, o0), y(t) > 0, y'(t)> 0, y"(t) < O pre t > a, potom

Veta 2. Nech na intervale I plati (7) a nech existuje Cislo o <llz, také Ze
pre t = a €l plati nerovnost
1+ ¢

(8) «[B(t) — C(t)] + 24(t) + (HC) > w

priom a> 0 a ¢ je malé kladné &islo. Nech na intervale (a, 0o) existuje po-
stupnost {t,}r 11, priom limt, = + o0 pre n— 0. Ak y(t) je rieSenie hom.
dilohy (1), (2) s vlastnostou V, ktoré je nie zaporné v uréitom okoli bodu t, a ani
na B, a Fly(t,)] < 0 (n=1,2,...), potom y(t) je oscilatorické riesenie.

Dékaz vykondme nepriamo. Nech y(¢) je neoscilatorické rieSenie hom.
tilohy (1), (2) a nech F[y(tx)] < 0 pre = = 1, 2, ... Potom existuje ¢islod > a
také, Ze y(t) > 0 pre ¢ > d a k nemu bude existovat ¢islo NV také, Ze y(d) < tn.
Preto vzhladom na lemu 5, pre riefenie y(¢), plati: y(¢) > 0, y'(t) > 0, ¥"(t) > 0,
y"(t) < 0, od uréitého Cisla a; > ty.

Vzhladom na lemu 6 k Tubovolnému ¢&islu o < 1/; existuje &islo a2 > a1
také, ze plati

{9)

Prevedme dif. rovnicu (1) na systém
y(t) — ult) = 0
w'(t) + 24()u(t) 4+ B(t)y(t) — Ct)y(t — h(t)) = 0
a druhd rovnicu zo systému upravme na tvar
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' ¢ t—h(t
(10) u"(t) + l2A(t) + B(¢) —yy((—t)) — O() y—(yT)()l] u(t) =0

Ak pouzijeme Lagrangeovu vetu o strednej hodnote pre funkciu y(f) na intre-
vale (¢t — h(t), t>, dostaneme

y(t — h(t)) = y(t) — h(t)y'[CE)], kde (() e (t — A1), ¢)
Potom na zdklade (9) a nerovnosti y'(t) > y'[{(¢)](y"(¢) > 0) plati

(11) YU h(t)
y'(8)

Takto na zaklade (11) dostaneme

24 + Bty L — oy Y= 1O)
12) y'(t) y'(t)
> 24(t) 4 «t[B(t) — C(t)] + R()C(?)
pre t > as.

Dif. rovnica
2"(8) + 124(8) + «[B(t) — C(¢)] + h(E)C(2)}2(t) = 0

je oscilatorickd na << ¢z, o), lebo plati (8). Podla porovnivacej vety, vzhladom
na (12) je oscilatorick 4 aj dif. rovnica (10), ¢o je vSak spor, lebo u(t) = y'(¢) > 0
pre t > az. Tym je veta dokdzani.
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ASYMPTOTIC PROPERTIES OF THE SOLUTIONS
OF THE DIFFERENTIAL EQUATION
y"(6) + 24@)y'(t) + B)y(t) — Ct)y(t — h(t)) = 0

Pavol Marusiak
Summary

In this paper some asymptotic properties of the solutions of the differential equation
(1) yr(t) + 24@0)y’(1) + B)y(t) — CO)y(t — h(t)) = 0

on the interval (¢, ®0) are investigated.

It is proved that the solutions of (1) under certain conditions for the coefficients
A(¢), B(z), C(t) have the same asymptotic properties as the solutions of the linear homo-
genous differential equation of the 3rd order without retarded argument.
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