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UBER DIE UNTERMENGEN
DER LOSUNGEN DER GLEICHUNG
x"+a@)x"+b@)x'+c(@®)x=0 c(t)=0

MILAN GERA

In dieser Arbeit befassen wir uns mit der Dimension der Untermengen der
Losungen der Differentialgieichung dritter Ordnung

Lx=x""+a(t)x"+b(t)x' +c(t)x =0.

Ausserdem zeigen wir auch gewisse asymptotische Eigenschaften einiger Teilmen-
gen der Losungen dieser Gleichung. Weiterhin werden Bedingungen abgeleitet,
unter welchen die nichtoszillatorische Differentialgleichung Lx =0 eine und nur
eine Losung w(¢) (bis auf die lineare Abhingigkeit) mit der Eigenschaft
w(t)w'(t)<0 im Intervall I:a <t < + obesitzt. (In der folgenden Arbeit werden
wir uns mit diesem Problem auch fiir die oszillatorische Differentialgleichung
Lx =0 befassen.)

Uber die Koeffizienten a(t), b(t), c(¢) der Gleichung Lx = 0 setzen wir voraus,
dass diese stetige Funktionen im Intervall I sind.

Bezeichnungen und Begriffe sind dieselben wie in [1, 2].

FT(I)(F(J)) bedeutet die Menge nichtnegativer (nichtpositiver) und stetiger
Funktionen im Intervall J;

P (1)(¥5(J)) bedeutet die Menge der Funktionen aus & (J)(¥~(J)), welche in
keinem Teilintervall des Intervalls J identisch gleich Null sind;

E(t, r)=expfa(n) dn fir (¢t,7)elIXI;
hw=v'+a@)v'+b()v, "v=v"+a(t)v'+b.()v,

wo b.(t)=max {0, b(¢)} fir €[ ist.
Ausserdem:
%(J) bedeutet die Menge diskonjugierter Differentialgleichungen im Intervall
J;
N(J) bedeutet die Menge nichtoszillatorischer Differentialgleichungen im Inter-
vall J;
0 (J) bedeutet die Menge oszillatorischer Differentialgleichungen im Intervall J ;
le2()) bzw. L € O0(J) und dhnlich fiir die anderen Fille, wo J I ist, bedeutet,
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dass die Differentialgleichung /v =0 diskonjugiert im Intervall J, bzw. die Diffe-
rentialgleichung Lx =0 oszillatorisch in J ist;

& bedeutet die Menge aller nichttrivialen Losungen der Differentialgleichung
Lx =0 im Intervall I;

& ={w)e&|V.cw(t)w'(r)<0};
={w(t)e & |lim w()=0};
Er={w(t)e& |w(t)¢&s};
& ={w(t)e € [V.cw(t)w"(t)>0};
Er={w()e€|TreN et +mm (W' (£)>0};
&3 = (W)€ €7 |m cir. s Veecry, +mW (W' (1) >0} 5

%° bedeutet die Menge aller oszillatorischen Losungen der Differentialgleichung
Lx =0 im Intervall I.

Essei0# Fe€.% bedeute den Untervektorraum der Losungen der Gleichung
Lx =0 im Intervall I, der durch & erzeugt ist. Nun fithren wir die Dimension der
Untermenge & ein, wie folgt:

dim #: =dim %,
d.h. unter dim % versteht man die maximale Anhzal von unabhingigen Losungen
von %.

1. Es seil € 9(I). Dann hat die Differentialgleichung /v = 0 eine positive Losung
vo(t) in I [3] und es ist moglich die Differentialgleichung Lx 0 auf folgendes
Differentialsystem

xX1=—vo(t)x2,
(S X2=—v, (t)E(to, t)xs,
x3=—c(t)E(t, to)vo(t)x,
zu Uiberfiihren, wo ¢, eine Zahl aus I ist und x,(¢) =x(¢), x'(¢) = — vo(t)x2(2), x"(¢t)

= (E(to, t)xs(t) + vi(t)x'(t))/vo(2) fiir t eI gilt.
Durch Anwendung der Theorie aus dem Kapitel XIV [3, Seite 591—596] auf
das System (S) erhalten wir den

Satz 1. Es sei l e D(I) und c(t) € ¥o(I). Dann gilt €~ + (. Wenn dabei dariiber
hinaus

a) b(t)e S (I) gilt, so ist &~ =%; (dim &; =2);
b) L eO(I) gilt, so ist =%~ U%’, dim €°=3.
(Die Behauptungen a) und b) folgen aus den Ergebnissen des Artikels [1].)

Hilfssatz 1. Es sei b(t) e ¥~ (I), c(t)e F5(I) und (t,, To)eI X I. Dann ist fiir
w(t) e &; das Integral

frmtw"(t) dt (1)
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konvergent und

lim tw'(6)=0, lim w'(0)E(, t0) f SE(to, 5) ds = 0.

Beweis. Die Behauptungen, dass lim tw'(t)=0 und das Integral (1) konver-

gent ist, folgen aus den Hilfssitzen2 und 3 [4]. Wir zeigen, dass die letzte
Behauptung gilt. Tatséchlich, aus der Gleichheit Lw =0 (mit Riicksicht auf die
Voraussetzungen iiber die Koeffizienten b(¢), c(¢)) erhalten wir, dass w(t) (w"(¢)
E(t, 1)) € F5(I) ist. Ferner folgt aus der Konvergenz des Integrals (1): zu einer
beliebigen Zahl £ >0 existiert eine solche Zahl T e I, dass fiir alle t>T

<e

J:sw”(s) ds

gilt. Auf Grund des ersten Satzes iiber den Mittelwert der Integralrechnung haben
wir

f sw'(s)ds = fl sE(t,, s)W"(s)E(s, to) ds =w"(§)E(&, to)j' sE(t,, s) ds
(T=E=y).

Weil w()(w"(t)E(t, to)) € o (I) ist, ist

£>

fr sw"(s)dsjélw”(t)IE(t, to)f sE(to,s)ds fir t>T.
T
Daraus geht hervor, dass

,E?l w"(t)E(t, t,) f sE(t,,s)ds =0

ist.

Folgerung. Es sei b(t) e ¥~ (I), c(t) e Fo(I) und ty € I. Dann gilt fiir w(t) € €5 :

a) tlirg, w"(t)E(t, t,)=0;
b) lim £w"(t)=0, wenn a(t)eL ((to, +®))
und

lim w"()E(t, t)=0 wenn a(t)eF ((to, +)) ist.
Bemerkung 1. Der Satz 1 erginzt den Satz 1 [1] und auch der Hilfssatz 1 den
Satz 1’ aus [1].

Satz2.Esseia(t)e ¥ (I),b(t) e Ci(I), Qc(@®)=b'(t)—a(t)b(t)) e *(I) und es
sei (a(t)+2c(t)—b'(t)—a(t)b(t)) € Po(I). Dann existiert eine Losung w(t) der
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Differentialgleichung Lx = 0 ohne Nullstellen 1n I und fiir diese Losung gilt
Rw@©w"(t)—w'(t)+b()W?()]E(t, to) =k, + f a(s)E(s, toyw'*(s) ds +
+f [2¢(s)—b'(s) = a(s)b(s)]E(s, to)w(s) ds

in I, wo to€eI und k€ [0, + ) ist.
Wenn dabei b(t) e ¥~ (I), c(t) € o (I) erfiilit ist, dann bekommt man w(t) € €3,
ww''"'(t)eS (D), k,=0 und

lim b(E(t, to)w(t) = lim w2 ()E(t, t,) = 0.
Wenn ausserdem
hmjl]f b(t)E(t, t,) <0
oder
j [2¢(s)—b'(s)—a(s)b(s)]|E(s, to) ds =+

gilt, dann 1st w(t)e &,.
Der Beweis dieses Satzes kann auf dieselbe Weise wie in [5, Seite 270—271]
oder in [6, Seite 381—385; 7, Seite 458—459] durchgefiihrt werden.

Satz 3. Es seien v, A irgendwelche Zahlen aus dem Intervall I. Es sei c(t) e ¥ (I)
und die Integrale

f, “b0) ( f B, )ds) dr )

fvmc(t) (J:(t—s)E(t, 5) ds) de 3)

seien konvergent. Dann ist L e N{I).
Beweis. Zuerst zeigen wir, dass unter den gegebenen Voraussetzungen die
Differentiaigieichung dritter Ordnung

L*x Exr/r+a(t)x”+b+(t)x'+C(l)x=0

in irgendeinem Intervall [£,, + ) = I diskonjugiert ist. Laut Satz 1 [8] geniigt es die
Existenz einer solchen Zahl t, € I zu zeigen, dass die Losung y(¢) der Differentialg-
leichung L *x =0, welche in der Zahl ¢, den Anfangsbedingungen

y(to)=y'(t)=0, y"(t)=1

entspricht, zusammen mit ihrer ersten Ableitung in (¢,, + ) positiv ist. Wir zeigen,
dass eine solche Zahl ¢, existiert. Zu diesem Zweck untersuchen wir die Funktion
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Y()=y"(OE(t, to), (Zt>a.
Diese Funktion ist die Losung der Integralgleichung
Y©O=1+[ R(,9)Y()ds,
wo

R(,9)= - [[0.©)+ E-)e@IEE, 5) a8

ist. Da c(t)e *(I), b.(t) e F*(I) gilt, ist R(¢t, s)=0 fiir t=5=t,.
Waihlen wir die Zahl t,e I (£,>0) so, dass

a=[ [p-®[ BE s a5+ [ E-9IBE 5) a5 a<1

gilt. (Diese Wahl ist méglich, weil die Integrale (2), (3) konvergent sind.) Dann gilt

1+ [ R as=1=[ ([0 + E-)c@IEE 5) dg) a5 =

=1-[ [0 B 5 s +c@ [ E-BE. ) s aEz1-0,>0

fir t_Z_to.
Aus diesen Griinden ist laut Hilfssatz 2 [8] Y(#)>0 in [to, + %) und also ist
y"(¢)>0 in [t,, + ). Fiir y(¢) und y’(t) bekommen wir dann

y'()>0, y()>0, t>t.

Es sei b_(t)=b(t)—b.(t) fiir teI. Weil
Ly=L*y+b_(t)y'(t)=b-(t)y'()=0 fiir >t

ist, ist L € @ ([to, +)) ([9], Folgerung 1’ des Satzes 2). Das bedeutet aber, dass
L e N(I) ist.

Nehnien wir noch zur Kenntniss, dass wenn ¢ (¢)=0 in I gilt, dann ist /"y’ =0in
I. Da y'(t)>0 in (¢, +®) ist, ist I € D((t,, +=)). Aus dem Sturmschen Ver-
gleichssatz [3] folgt, dass auch ! € D((t,, +>)) ist.

Also gilt: Es sei (y,A)eIXI und es sei

f:wm(t) ([E(t, 5) ds) dt < + co.

Dann ist le ¥(I) (I" e N(I)).
Bemerkung 2. Der Satz 3 verallgemeinert den Satz 4 aus [8].
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Satz 4. Es sei b(t)e ¥ (I), c(t)e ¥5(I) und es sei
f c(t) (f sE(t,s)ds) dt=+o (tel). 4)
Dann gilt €; =%,.

Beweis. Da gemdss Satz 1 &€; =% =%,U%; gilt, geniigt es zu zeigen, dass
&1 =0 ist. Indirekt. Es sei €, # @ und es sei w(t) € €;. Aus der Gleichung Lw =0
erhalten wir nach dem multiplizieren

E(, to) f SE(to, ) ds
und nach Integration von ¢, bis ¢ (1=1t)

[[66EG. ) ([ Bt &) d&) w'is) as
+f‘(: c(s)E(s, to) (L EE (to, &) d.f;‘) w(s) ds =

—~ [ B Wy ([ 8 dE) as -

— —w(DE(t, t) f SE(ty, s) ds + f sw'(s) ds.

Daraus erhalten wir, mit Riicksicht auf die Eigenschaften der Funktion b (t), c(¢),
w(t) und des Hilfssatzes 1, dass das Integral

Lwc(s)E(s, to) <f EE (to, ) dg) w(s) ds

konvergent ist. Da lim w(t)# 0 ist, ist das Integral

[eo ([ sB6. 0 dg) as

konvergent. Das steht aber im Widerspruch mit (4). Damit wurde gezeigt, dass
&7 =0 gilt und also €; =¥, ist.

Satz 5. Es sei b(t) e ™ (I), c(t)e P4 (I) und es sei
lim sup b(DE(, to) f SE(to,5) ds <0 (to€1). (5)

Wenn L € O(I) gilt, dann ist €; = &,.
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Beweis. Es sei €1 #0 und es sei w(t)e €1, w(t)>0 in I. Setzen wir

' ds
Y(t)=w(f)f‘0 WT(SS’ t>t>a.
Dann ist

y’(t)_ (t)+ w (t)

to w (S)

Es sei lim w(t)=k (ke (0, +»)). Weil

llm 1 _ds 1
ot v W (S) kz

gilt und gemass Hilfssatz 1

. ,li‘fl w'(t)=0
ist, erhalten wir
lim y'(t)=— > 0.

t—>+ 00

Also existiert eine solche Zahl T, (T,=1,), dass y'(£)>0 in (To, +) ist.

Ferner gilt , .
b(t) , w'(t) _
w(t) wit)

Ly=

Eto, 1) [b(t)E(t to)f sE(th”Wf SE(to, 5) dS]

w(t)f sE(to, s)ds

fir > T,. Aus der Bedingung (5) und dem Hilfssatz 1 erhalten wir daraus, dass
Ly =0in (T, +) fiir irgendein T= T, gilt. Weil y(¢)>0, y'(t)>0in (T, + %) und
c(t) e F5(I) ist, ist laut Folgerung 1’ des Satzes 2 [9] L € D ([T, +«)) und also ist
L e ¥(I). Damit wurde gezeigt, dass €1 # @ => L e N(I) gilt. Also fiir L € O(I) ist
&1 =0. Aus dem Satz 1 folgt dann, dass &; =&, gilt.

Satz 6. Es sej b(t)e ¥~ (I), c(r) e Z5(I),
li‘m+i£1f ta(t)>1 (6)
und es sei L e O(I). Dann gilt €5 =%,.

Beweis. Es sei &:;#0 und es sei w(})e €{. Wir Kkonnen
w(t)>0 fiir t €I annehmen. Bezeichnen wir

Fv=v"+ (a(t)—%) (b(t)+ w ((tt)))
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Aus der Bedingung (6) folgt: Es existiert eine solche Zahl a € (0, 1) und T, eI
(To>0), dass ta(t)>1+2a fiir t > T, gilt. Also ist a(t)>01in (T,, + ). Setzen wir

y(O)=t7+w'(®t), t>T.
Weil lim w '(t) = 0 ist (Hilfssatz 1), existiert T = To, dass y(¢) >0in (T, + ) ist.

Wir zeigen, dass die Differentialgleichung Fv =0 in einer gewissen Umgebung
des Punktes +o diskonjugiert ist. Tatsdchlich gilt
w'(t)

Fy=—c(t)w(t)+t°b(t)+at™ " WJF

—2ea B t_’w”(t)] .
+at [1+a ta(t)+a—w(t) fir ¢+>T.

Weil c(t)eF(D), b)e (I), ta()>1+2a>0 in (T,+=) (lim w()
= ke (0, +)) und

lim £w"(t)=0
gilt (Folgerung des Hilfssatzes 1), ist Fy =0 in irgendeinem Intervall (T, +®) c
< (T, + »). Aus diesem Grunde ist F € ([T;, +=)) ([9], Hilfssatz 2). Auf Grund
des Hilfssatzes 3' und der Bemerkung 5 [9] ist deshalb auch L € @([T, + %)) und
also ist L e /' (I). Dies steht aber im Widerspruch mit der Voraussetzung L € O(I).
Damit haben wir gezeigt, dass €| =@ gilt. Aus dem Satz 1 folgt, das dann €; =%,
ist. ‘
.. \
Beispiel 1. Es sei

12+ 8Int+2 In’t
(2+1nt)e’In’t

a(t)=%, b(6)=0, c(t)= tel=(1, +).

Dann hat die Differentialgleichung Lx =0 die Losung

2 ,
w(t)—-1+m, tel.

Dabei ist w(t)e &1, lim+inf ta(t)=1 und L e 0(I) ([2], Satz 2).

Aus diesem Beispiel ist ersichtlich, dass die Bedingung (6) im Satz 6 im
allgemeinen nicht geschwicht werden kann.

Satz 7. Es sei b(t) e ¥~ (I), c(t) € ¥; (I) und es existiere eine solche positive Zahl
M, dass
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f (t = $)E(to, 5) ds

J sE(t,, s) ds

=M fir t2ZT>1 @)

gilt, wo to, t, irgendwelche Zahlen aus dem Intervall I sind. Wenn L € 6(I) gilt,
dann ist €; =€,.
Beweis. Es sei €7 #0. Dann erhalten wir aus dem Satz 4, dass das Integral

H= Lwc(t) (J: sE(t, s) ds) dr

konvergent ist. Aus dieser Tatsache haben wir auf Grund (7)

MHéLMc(t) ([ (t=5)E(, 5) ds) dt.

Das heisst, dass auch das Integral (3) konvergent ist. Da b(¢t) e ¥~ (I) gilt, ist das
Integral (2) ebenfalls konvergent. Gemiss Satz 3 ist deshalb L e /(). Damit
wurde gezeigt, dass wenn L € O(I) gilt, dann ist €] = @. Auf Grund des Satzes 1 ist
dann &;=%5.

Bemerkung 3. a) Wenn (7) gilt, dann ist

f SE(ty, s) ds =+,

b) Wenn a(t) e ¥~ (I) oder das Integral

[[amyan @en
eine begrenzte Funktion in (¢,, + ) ist, dann gilt (7).

Bemerkung 4. Aus dem Satz 7 erhalten wir, im Falle, dass a(¢)=0 in I gilt,
den Satz 6 aus [4].
Die Sitze 5—7 konnen auf folgende Weise umformuliert werden:

Satz 8. Es sei b(t) e ¥~ (I), c(t) € ¥5(I) und es sei eine der Bedingungen (5), (6),
(7) erfiillt. Wenn &7 # 0 ist, dann gilt L € N(I).

2.8atz 9. Es sei c(t)e Lo(I), b(t)¢F (), I € D(I), L e ¥(I) und es sei
J’NE(ro, s)ds=+0o (10€l), (E)

wenn b(t) € S~ (I) gilt. Dann gilt €~ #0, €7 #90 und € = $;U€;U¥&;. Dabei ist
dim € =2, dim €, =1, dim €7 =3. Ausserdem gilt
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dim&;=2=>dim&,=1
und
dim%:=1<%,=0.

Beweis. Aus dem Satz 1 folgt, dass €~ ## ist. Es sei y(t1)e € —&~. Dann
existiert eine solche Zahl tel, dass y(r)y’(r)=0 ist. Gemass Hilfssatz 7 [1]
(L e N(I)) ist deshalb y(t)e €;. Damit haben wir gezeigt, dass €7 #0 und
& =% U¥j ist. Jetzt werden wir zeigen, dass dim &7 = 3. Es seien x,(¢), x2(2), x5(¢)
Losungen der Differentialgleichung Lx =0, welche in der Zahl t,eI den An-
fangsbedingungen

xl(to)=x;(fo)=0, x’ll(tﬂ)= 19
X2(t) =x3(t) =0, x3(t0)=1,
x3(to) =x5(t) =0, x3(to)=1

entsprechen. Auf Grund des Hilfssatzes 7 [1] sind x,(z), x.(¢), xs(¢) aus &;.
Ersichtlich sind x,(t), x2(t), x5(¢) in I linear unabhéngig und also ist dim &7 =3.

Jetzt zeigen wir, dass dim &5 =1 gilt. Indirekt. Es sei dim €, =2 und es seien
wo(t), wi(t) € €5 linear unabhingig in I. Es sei £ eI und es sei

z(t)=wo(t) — :‘:g; wi(t), tel.

Dann ist 'ligl_’ z(t)=0. Weil z(§)=0 (€ =% U¥&}) gilt, ist z(¢) € €7 und also gilt

li!+n z(t) # 0. Das ist aber ein Widerspruch mit der Tatsache, dass ‘lian z(t) =0 gilt.

Also ist dim &, =1.
dim €~ =2. Indirekt. Es sei dim €~ = 3. w,(t), w.(¢), ws(t) aus €~ seien linear

unabhingig in I und es sei k= lir+n wi(t) (kie(—», +x)), i=1, 2, 3. Da

dim €5 =1 ist, konnen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen,
dass wi(t), wa(t), wi(t) aus &7 sind, d.h. k,k.k; #0 gilt. Es sei y,(t)=k,w:(t)
— kiwa(t), y(t) = kswa(t) — k,ws(2) fiir tel. Dann sind y,(t), y.(¢) linear
unabhingig in I und sind aus €,(=% U¥T; 'lirpm y:(£)=0, i=1,2), d.h.

dim &, =2 gilt, was ein Widerspruch damit ist, dass dim €5 =1 gilt. Dieser
Widerspruch beweist, dass dim &~ =2 ist.

Es sei dim €7 =2 und es seien wi(¢), w.(t) € €7 linear unabhingig in I und
'lirﬂn wi(t) =k, ,li‘}L wa(t) = k,. Dann ist k,w,(t) — k,w,(t) aus &, also gilt 5 # 0

und gemiss dem oben Bewiesenen ist dim €, = 1. Aus dieser Tatsache: folgt auch:
wenn &, =0 gilt, dann ist dim €7 =1 (7=%¢" #0).
Es bleibt noch zu zeigen, dass wenn dim &€ =1 gilt, dass dann &, ==@ ist. Es sei
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o #Bundessei w,(t) € €1, wo(t) € €5. Dabei sei wy(t) >0, wo(t)>0in I. Dann ist
wo(t)+wy(t) aus €7 und w,(t), wo(t)+ wi(t) sind linear unabhingig in I, d.h.
dim &7 =2 gilt. Das steht im Widerspruch zu unserer Voraussetzung dim €; =1,
also gilt €5 =@. Der Satz ist bewiesen.

Aus diesem Satz und dem Satz 1 (Satz 2) bekommen wir:

Folgerung 1. Es seien b(t)e S (I), c(t)e Po(I) und L e N(I). Dann gilt
€=%;uU¥] und 1=dim €; =2, dim é, =1, dim ] =3.

Folgerung 1'. Es sei a(t)e ¥*(I), b(t)e S (I)nC'(I), c(t)e Ls(I), (2¢(t)—
b'(t) —a@®)b())eF*I),(a(t)+2c(t) — b’(t) —a(t)b(t)) € Fo(I) und es gelte

li'm+i3f b()E(t, t) <0
oder

f [2¢(s)—b'(s)— a(s)b(s)]E(s, to) ds = + oo,
wo t, irgendeine Zahl aus I ist. Wenn L € N'(I) ist, dann gilt

€=%;U%; (¢ =%;) und dim%;=1, dim%;=3.

Weiterhin erhalten wir aus der Folgerung 1 und dem Satz 4 die

. Folgerung 2, Es sei b(t) e ¥ (I), c(t)e.?’({ (D),

me(t) (J“: sE(t, s) ds) dt=+4+0o (toel)

undesseiL e N(I). Danngilt: € = €5;U¥7, €5 =¥; und dim €5 =1 (dim &7 =3).
Beispiel 2. Es sei

c(t)=t_216—e_,, tel=(4, +).

3+3e" —t
a(t)=0, b(t)=m ,

Die Differentialgleichung Lx =0 hat dann die Losungen
wo(t)=te™, wi(t)=1+e™, tel

Dabei ist wo(t)e&,, wi(t)e&; (8 =9%;). Gemiss Satz3 (oder Satz 8) ist

LeN(I). Ferner ist auf Grund der Folgerung1 des Satzes9 dim &;=1

(dim g7 =3), €=¥¢;U¥]. Die Losung w,(t) — wo(t) ist aus der Menge ;.
Beispiel 3. Es sei

6

FarEyel teI=(0, +x).

3 6
“O=Fr3 PO="mgp. 0=
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Die Differentialgleichung Lx = 0 hat dann ein Fundamentalsystem von Losungen

1+%, t, £’, tel
Dabei ist €, =0, dim &, =1 (L e N (I), &7 =%3).
Beispiel 4. Es sei .

2 1-2¢ 56t*— 14t —16
a(t)=0, b(t)—? TV C(f)—mz—,

teI=(1, +=). Dann hat die Differentialgleichung Lx = 0 ein Fundamentalsystem
von Losungen

P42, PR, P+ 2077 (1+ )ln( 1) tel.
Weil b(t)e S~ (I), c(t)e Fo(I) und
f te(t)dt=+
2 .

ist, ist auf Grund der Folgerung 2 des Satzes 9 dim €, =1 (¢ =%, V%7, €, = &5,
dim €7 =3). Dabei ist die Losung

”’[2+1—2(1+%)m(1+%)], tel
aus &,.

Satz10.Esscic(t)e P5(I), b(t) e S (I),l e D(I), L e N(I) und es gelte (E).

Dann gilt: € +0, €;=%7, € =% U¥; und dim € =1, dim &; =3.

Beweis. €~ # 0 garantiert der Satz 1. Es sei y(¢) € € und es sei y(¢) ¢ €”. Dann
existiert ein solches 7 €I, dass y(7)y'(7) =0 gilt. Auf Grund des Hilfssatzes 7 aus
[1] (L e N(I)) ist deshalb y(t) e €7 und gemiss Folgerung 2 des Satzes 3 [2] ist
dann y(¢) e €;. Damit ist gezeigt worden, dass &7 =%; und & =& U¥; gilt.

Den Beweis, dass dim &7 =3 gilt, ist es mogllch auf dieselbe Art durchzufiihren
wie im Beweis des Satzes 9.

Nun zeigen wir, dass dim €~ =1 gilt. Es sei dim €~ =2 und es seien w;,(t), wa(t)

aus &~ linear unabhingig in I. Es seien 'li1+n° wi(t)=k,, 'l_i.ﬂ wa(t)=k, und E€l.

Fiir
2= w2 w0 (teD)
gilt dann
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Andererseits, weil z(§) =0 (€ =%~ U%>) gilt, ist z(t) € ;. Aus diesem Grunde ist

lim |z(#)| = +ee.

Das steht im Widerspruch mit (8). Damit wurde gezeigt, dass dim €~ =1 gilt.
Der Satz ist bewiesen.
Bemerkung 5. Wenn wir im Satz 10 die Voraussetzung (E) weglassen, dann
kann die Behauptung des Satzes (was dim &€~ anbelangt) gelten oder nicht.
Wenn zum Beispiel

1 1

2) a(t)=%, b()=7, c(O)=75, tel=(0, +»)

gilt, dann hat die Differentialgleichung Lx =0 ein Fundamentalsystem von
Losungen

%, t, tint, tel.
Dabei ist € = £; und dim €~ =1; .
b) a(t)=9, b(1)=20, c()=12, tel=(-w,+»)

gilt, dann hat die Differentialgleichung Lx =0 ein Fundamentalsystem von
Losungen

und dim €~ =3.
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O MOOMHOXECTBAX PENIEHWUHW YPABHEHUS
x""+a(t)x"+b(t)x' +c(t)x=0, c(£)=0
Mmunand I'epa
Pe3ome
B paGore npuBeneHbI YCIOBHA IS Pa3MEPHOCTH MOJAMHOXECTB HEOCUWUISLHOHHBIX pPeLICHHH

nuHelHoro nuddepeHHaIbHOrO ypaBHEHHs TPEThero nopsaxka. Kpome Toro ucciienyeTcs nosefeHue
3THUX pELICHHH NPH ¢ — + o,
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