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ГЛАДКОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ АНАЛИТИЧЕСКОЙ 
СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

К КВАЗИНОРМАЛЬНОЙ ФОРМЕ 

РУДОЛЬФ ЗИМКА 

Рассматривается система дифференциальных уравнений 

^ = Н ( | , 0 , (1) 

где Е(%, г) — п + 2 — мерная вещественная вектор-функция векторного ар­
гумента .| той же размерности и скалярного аргумента I, непрерывная 2л — 
периодическая по I, аналитическая в области | | | | | < а , причем Е(0, 1) = 0. 
Пусть два характеристических показателя системы в вариациях относительно 
состояния равновесия § = 0 равны ±/А, А иррационально, а остальные 
Х\, ...,хп имеют отрицательные вещественные части (при существовании 
отрицательных мультипликаторов предполагается л — периодичность сис­
темы (1) по (). 

Система (1) линейным неособым преобразованием может быть приведена 
к виду 

х = Их + Х(х, у, 7.1, ..., 1п, г) 

у = -Иу + У(х,у,11,...,1п,1) (2) 

г. = и.г.+ т//г.-1 + -5(*, у, 7.1, ..., 7п, I), 1 = 1, ..., п, 

где X, У, 2д — ряды по степеням х, у, 7и ..., гп с непрерывными 
2я-периодическими коэффициентами, сходящиеся в некоторой окрестности 
начала координат, не содержащие в своих разложениях членов ниже 2-го 
измерения, Т/ равны либо 0, либо 1, Т1 = 0. 

Поскольку система (1) вещественная, то можно считать, что у = х (черта — 
знак комплексной сопряженности) и У — комплексно сопряженное к X, т. е. 
У = Х. 

Методом неопределенных коэффициентов (используется напр. в [4]) 
докажется 



Лемма 1. Существует формальное преобразование 

х = и + ф(м, V, XV!, ..., и>п, I) 

у = V + ф(и, V, н>1, ..., и>„, I) (3) 

7,1 = щ + %(и, V, I), I = 1, ..., п, 

где ф, \р1 — формальные ряды по степеням и, V, т, ..., ^ „ ( ^ не зависят от 
\^1, ..., и>„) с 2 л-периодическими коэффициентами без свободных и линейных 
членов, приводящее системы (2) к виду 

и = /Аы + иН(и, V) 
V = -/Яг> + VН(и, г») (4) 

н>/ = к,н>, + т,н>,-1+ \У|(и, г>, н!ь ..., и>„, г), / = 1, ..., п, 

где Н — формальный ряд по степеням и, V с постоянными коэффициентами 
без свободных членов, 

Щ(и, V, 0, ..., О, Г) = 0, / = 1, ..., п. (5) 

Система (4) при условии (5) образует согласно принятой терминологии 
(смотри [1], [2], [5]) квазинормальныю форму. Преобразование (3) называет­
ся квазинормализующим преобразованием. 

В зависимости от характера ряда Н различаются два случая: 
1) алгебраический, когда К е Н = д(ш)к + ..., дФО, 
2) трансцендентный, когда К е Н = 0. 

В. В. Б а с о в в [1] показал, что в алгебраическом случае преобразования 
типа (3) расходятся. Для комплексных аналитических систем расходимость 
преобразований типа (3) была показана А. Д. Б р ю н о м в [4]. 

В настоящей работе рассматривается алгебраический неустойчивый случа-
й, что соответствует наличию положительной постоянной д. Будет показано, 
что гладкое преобразование системы (2) к квазинормальной форме сущест­
вует. В алгебраическом асимптотически устойчивом случае существование 
гладкого квазинормализующего преобразования было показано в [5]. 

Лемма 2. Какое бы ни было целое положительное N, существует преоб­
разование 

х = и + ср(и, V, XVI, ..., и>п, 0 
У = V + ф(и, V, XVI, ..., н>„, 0 (6) 
Ъ = XVI + ^г(и, V, г), 1 = 1, ..., п, 

где ср,\\>1 — ряды по степеням и, V,xV^, ...,х\^пс непрерывными 2 я-периодичес­
кими коэффициентами (хр1 не зависят от XVI, ..., ХУ„) без свободных и линейных 
членов, сходящиеся в некоторой окрестности начала, причем их разложения 
по и, V не содержат членов выше 2N-го измерения, переводящее систему (2) 
в систему 
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и = /Ам + иН(и, ь)+ 11(и, V, ич, ..., н>„, () 
V = -/Яг; + VН(и, у)+ 0(и, V, \уи ..., н>„, г) (7) 

т = х{щ + т,н>,_1 + Щ(и, V, и>ь ..., н>п, г), 1 = 1, ..., п, 

N - 1 

где Н= 2 Ца(иу)а, ца — постоянные коэффициенты, 1](и, V, и>ь ..., п>п, I) и 
а = \ 

Щ(и, V, 0, \ О, г) (/ = 1, ..., п) не содержат в своих разложениях по и, V членов 
ниже 2N +1-го измерения. 

Существование формального преобразования (6) доказывается стандарт­
ным построением метода неопределенных коэффициентов, сходимость ряда 
Ф методом мажорант Коши. 

Чтобы построить квазинормализующее преобразование системы (2), 
придется привести рассматриваемую систему к более удобному виду. Для 
того выполним теперь для некоторого целого положительного N в системе 
(2) преобразование (6) (значение N будет уточнено позже). Тогда из (7) 
при замене и = г0 ехр {/фо}, V = г0 ехр {-/фо}, щ = Що (1 = 1, .., п) получим 
систему 

Го=0(Го) + Д0(Го, фо, И>ю, -.., И>п0, О 
фо = Р(Го)+ Фо(Го, фо, П\о, ..., Н>„0, 0 (8) 

^ , 0 = ^ 1 , 0 + ^ 1 , 0 + ^ ( Г о , фо, Н>ю, .. ., Н>я0, 0> 1=1> •••» Г1, 

где О = дгк

0 + ... (3 ^ к ^ 2N - 1), Р = Х + щгЪ + ... (2 ^ / ^ 2N - 2) суть 
полиномы с постоянными вещественными коэффициентами, К0, Ф0, Фю 
- 2л>периодические по ф0, I функции, непрерывные по I, аналитические 
в области В0: 

\г0\<А, \щ0\<А(] = 1, ..., п), |1т <ро\<а(А>0, О > 0 ) , 

причем Ко(г0, фо, то, ..., н'по, г), Фо(г0, ф0, \»\о, ..., н>„о, (), Що(г09 Фо, 0, ..., О, () 
(/ = 1, ..., п) в своих разложениях по г0 не содержат членов ниже 2N-го 
измерения. В дальнейшем результат аннулирования некритических перемен­
ных в функциях будем обозначать индексом (0) наверху. Дополнительно 
предположим, что К0, Фо, Фю (1 = 1, •••, п) аналитичны также по переменной I 
в области |1т (\<&, причем ряды, представляющие Я 0 , Фо и Щ0 (1 = 1, ..., п) 
сходятся при | г 0 | ^ 1 и при таких г0 

| Я 0 | , |Фо|, |Ч*,о|<1, 1 = 1,...,п. (9) 
Выполнения условия (9) всегда можно добится линейной заменой переменной 

Го. 

Всюду в дальнейшем рассматриваются только вещественные аналитичес­
кие функции с одним и тем же периодом 2л: по угловой перенной ф и времени 
I. 
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Теорема. Пусть д > 0. Существует непрерывно дифференцируемое по г0, 
аналитическое по ф0, и>ю, ..., и>„0, I в области В: 

О^го^у, к ; 0 | < у (/ = 1, ..., /г), |1ш ф0 |<<5, |1ш г\ <<5(у>0, <5>0) 

преобразование Т: (г0, фо, и>ю, ..., н>„о) —> (г, ф, и>1, ..., и>„), приводящее сис­
тему (8) к квазинормальной форме 

г = 0 ( г ) 
ф = Р(г) 

и>/ = И/И!/ + Г,И>/-1 + Щ(г, ф, И!ь ..., н!п, г), / = 1, ..., п, 

где Що) = 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Преобразование Т будем строить методом пос­

ледовательных приближений. За нулевое приближение примем тождествен­
ное преобразование Т0, которое переводит систему (8) при некотором N 
опять в систему (8) при таком же N. Предположим, что уже проделано 5 
преобразований & (/ = 0, 1, ..., 5 - 1 ) , результатом которых является преоб­
разование Т- = 50$1 ... 5я-1 

Г5 = Г0 + Р5(г0, фо, И>ю, ..., И>„0, 0 
ф* = ф о + С 5 ( г 0 , фо, И>ю, . . . , Н!п0, 0 

И>/5 = И>/0 + Н , ( г 0 , фо, И>ю, . . . , И>„0, (), 1= 1, . . . , п, 

переводящее в области В8(В8аВ0) систему (8) в систему 

г5 = 0(г5) + К5(г$, фж, и> ь, ..., п>П5, I) 
ф5 =Р(г5)+ Ф5(г5, ф 5 , н ! ь , ..., \уП8, 0 (105) 

Щ* = К/И>/, + Т,П>,-1,,+ Ч*ь(г5, ф 5 , Н ! Ь , . . . , И'™, 0 , 

/ = 1,...,«. 

Введем в рассмотрение последовательности чисел и областей: 

ЛЬ=21\Г,-,, 5 = 1,2, ... (N0 = ^ 

М(

5

р)={(г8 = х5 + 1у5, ср5, п>ь, ..., и>„, Г): 0 < х 5 < Д < 0 ) , \у5\х1/2Ы% 

\^\<А^ ^ = ^ ^9 п)9\Ы ч>ж\<0^\\1ш ^<й^}9 

Аы=А(2 + -± 2 \ 
5 4 Г 5 + 1 4(з + 1)(5 + 2)Г 

"• 4 Г х + 1 4(5 + 1)(5 + 2)Г 

р = 0 , 1 , 2 , 3 ; 5 = 0 ,1 ,2 , . . . . 

Пусть выполняются следующие предположения: 
15: Функции Р5, С5, Н{5 ($ ̂  1) аналитичны в некоторой области В5 с= М0

0)с= 
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Во. Преобразование Т, имеет обратное на М^0), причем Т/М^сгВ,. В 
области В, справедливы неравенства: 

| F . | , | G . | , | Í Ł | , IЭҒ, 
Эr0 

, эa 
Эro 

> 
ЭHu 
дľo 

<^ЛN; (H.) 

1 = 1, ..., n. 

И,: Функции К5, Ф5, Щ5(5 ^0) аналитичны в М10), где справедливы неравен­
ства: 

|Я,|, |Ф,|, ^,0)|<|г,| ехр [^(1+7+т)]' / = 1 ' — п-

функции Ч/(

[Р= Ф/, - Ф№ (I = 1, ..., п) можно представить в виде 

п 
ХУ(1Р = ^'Ф(11)(Г5, ф , , IV!,, ..., IV,,,, 0 ^ « 5 

1 = 1 

причем 

М{г|<КД, 

^ Р < Х л ( 1 + § ^ ^ ) > /,/ = 1,...,л; 5 = 1,2,..., 

X — постоянная. 
В основе доказательства теоремы лежит следующее утверждение. 

(12.) 

(13.) 

(14.) 

Лемма 3. Если выполняются условия I,—II,, то существует преоб­
разование Т5+1: 

Г5 + 1 = Г0 + Р5 + 1(Го, ф0, Н>Ю, -.., И>„0, Г) 

ф* + 1 = ф>0+ С5 + 1(Го, фо, И>Ю, . . . , И>„0, 0 

^ / . , + 1 = ^ / о + Я / , , + 1(Го, фо, ^ ю , . . ., Н>„0, I), 

1 = 1, ..., п, 

приводящее систему (8) к виду 

К + 1 = 0(Г5 + 1) + К5 + 1(Г5 + 1, ф , + 1, Н^1,, + 1, . . . , И>„,, + 1, *) 

ф5 + 1 = Р ( г , + 1 ) + Ф , + 1(г, + Ь ф , + 1, И>1., + Ь . . ., Н>„,, + 1, О 

И>/,5 + 1 = И/Н>/,, + 1 + Г/И>/-1,, + 1 + 

+ Ф,, , + 1(Г, + Ь ф , + 1, Н^1., + 1, . . ., Н>„,, + 1, Г), 

/ = 1, ..., л, 

причем выполняются условия 1,+1—11,+ь 

(15.+l) 
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Д о к а т е л ь с т в о л е м м ы 3. В системе (10,) сделаем замены 5,: 

Г* + 1 = г, +/,(г„ ф„ Н>1„ ..., и>„„ г) 

Ф*+1 = ф5+ &(''-, Ф*, н^ь, ...,. и>„„ г) (16) 
^,,,+1 = и>,, + й,,(г„ ф„ Г), / = 1, ..., п 

с целью получить систему (15,+0- Пусть функции /,, д5, п[5 (1 = 1, ..., п) 
удовлетворяют системе дифференциальных уравнений в частных 
производных: 

1т + | | ' ° + | | р + |^<^ + ̂  ...+ ВД-'"*-* <•') 
ЭА,5 Эй/, ̂  , Э/г„ _, . , . 1г/(0). V ___̂__° . 
-ТГ + - — 0 + ^ — Р = х , / 1 „ + т,й, 1 , - Ч/},)+ X -г к5, 

ог Эг, Эф, ,=1 Эн!5 

/ = 1,...,п. 

Тогда функции Д, + ь Ф,+ь Ф.,,+1 в системе (15,+0 определяются уравнениями: 

Д_+1(г, +/,, ф, + #„ н>1, + /гь, ..., н>п, + /.„„ 0 -

= О(О-О(п+/0 + О Ч п ) / + | { г Я + ^ ^ + | Д ^ , (18) 
Ф 1 + 1 ( Г 1 + / 5 , ф5 + ^ , Н'ь + Йь, ..., IV-, + Нт, () = 

= Р{г.)-Р(г,+М + Р'(г,)Г.+^Я.+^Ф,+±^П\ (19) 
О Г, С>ф, ; = 1 ОИ>;, 

^/,5+1(г5 + / , Ф_ + # „ IV!, + Й1„ ..., н!„, + /г„5, г) = 

_Л_№+3;—*,+!&,«.+|&«,, (20) 
/И Эи>;, ЗГ, Эф, ч у 

/ = 1, ..., п. 

Первому Уравнению (17) соответствует система дифференциальных урав­
нений 

^ г = ^ _ = _ ф , _ _и_ _ _ _ _ _ _ - - — / _ 1 

О Р к.н> +т7и;;_1,,+ П 1 ) 0 7 - Л * У 1 " - " " ' 

которую представим в виде 
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dí 

drs
 = 

1 
Q 

dcps 

drs = 

P 
~Q 

(21) 

^ = § ^ + (г^_1„+^)^ 

с!г„ О ;* ( Г - - 1 — л ' 

Общее решение первых п + 2 уравнений в (21) запишем в виде: 

1(гя) = — с1г_ + с, = и(г5) + Сг 

ф*(г5)= I -~--(1г_+ сф = г;(г,)+сф (22) 

иъ(г,)=&,(г,; с ь ..., сп, ср5(г5), 1(г5)), 
/ = 1 , ..., п. 

Решение /_(г_, Ф_(г_), и>__(г_), ..., н>п_(г_), **(г_)) последнего уравнения в (21) 
возьмем в виде суммы двух функций /, = /_0) + /_1}, где /_0), /_п — решения 
дифференциальных уравнений 

_ / _ _ _ _ _ f ( 0 ) _ _ _ _ 

dr s Q / s Q 

H f O П ' R"> 
____ _ ___ f(l) _ £ _ _ P ( D - P _ P(0) 
drs ~ Q / s Q ' K s ~ K s K s • 

(23) 

Уравнениям (23) удовлетворяют функции 

/<Лг„ ф.(г.), .-(г.)) = - 0 ( г . ) Г Д - ( г . < - ( г ) . 0 , . - , 0 > < ( 2 ) ) < 1 _ > ( - 4 ) 

ло С/ и ; 

№\гЯ9 (р5(г5), и>__(г_), ..., п>п_(г_), 1(г5)) = 

= -(.(-_) Г к ^ ( ^ > Ф'СО» ^ ь ( - ) , . . . , >УП,(-), ;(-)) ^ , 2 5 ч 

Если вместо ф,(г)> '(*)> и>__(__),..., н>„_(г) в (24) и (25) поставим выражения 

Ф_(-) = Ф- + Ч-:)-и(г_) 
*(-) = < + " ( * ) - к ( г _ ) (26) 

^_(г) = &-(*- §ь(г_, ф_, IV!,, ..., п>п_, 0, • •-
§»-(г_, ф5 ? и>1_, ..., IV», **)> Ф„ + г>(г)-г>(г_), 1+ и(т.)- и(г5)), 
7 = 1» .., п, 
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где §ь, ..., §П5 — решения последних п уравнений (22) относительно постоян­
ных С\, ..., сп, тогда функция /, =/$0 ) + / ^ будет удовлетворять системе (17). 

Оценим /5 в М ( Д Поскольку при (г5, ср,, н!ь, ..., н>„5, 1)еМ(

5

1) аргументные 
функции ф*(г), 1(т.), н>ь(.г), ..., и>„5(г), определенные (26), не выходят из 
области М(0), то для оценки /5

0) и /5

1} можно применить неравенство (125). Из 
(24) и (25) получим, что в М 5

1 } 

|/_|<а1Л^, |г,| ехр [ ^ - ( и - ^ у ) - - ^ ! ] , (27) 

причем положительные постоянные а\, Ш\ не зависят от шага _-. В дальней­
шем постоянные, не зависящие от шага 5, будем обозначать буквами а, (I = 2, 
..., 8) и га, 0" = 2, ..., 6). 

Функцию д5, которая должна удовлетворять системе (17), возьмем в виде 
д5 = д 5

0 ) + д(з1), где д{0), д(

5

1) — решения дифференциальных уравнений 

_ 0 < о ) _ р ' Ф, О ) 

_ d _ f«» 
àrs QJs Q ' 

H д O P ' ф<J) 
_ _ - — f,» - _ - - ф ( ' ) _ ф _ ф ( 0 ) 
dr. Q / s Q ' ' s s ' 

(28) 

Уравнениям (28) удовлетворяют функции 

9 ' 0 ) = Г ( р ' / ' 0 ) _ ф ' 0 ) ) ^ ( 1 г 

Используя (12) и (27), покажется, что в М 5

2 ) 

| ^ | < а 2 ^ | г 5 | е х р ^ 1 + ^ 2 ) - ш 2 ] . (29) 

Функции /г,5 (/ = 1, ..., п) в (16) должны удовлетворять системе 

О ^ = хА5 + тА,-!.. - П 0 ) + Ё 1 Г ^ Л;5, (30) 

/ = 1, ...,/!. 

Система (30) имеет единственное в начало идущее решение, которое пред­
ставим в виде 

"•-/> (Г1 а с)К ••- Л°,+,Щ"-) %<*• 
1 = 1, ..., п. 
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Отсюда, используя (125)—(145), неравенство Коши и лемму Гронуолла, 
учитывая, что т, (/ = 1, ..., п) и Л можно взять сколь угодно малые, получим 
для функций й,5 (/ = 1, ..., п) в области М(

5

2) оценку: 

|йь|<а 3 |г-| ехр N , ( 1 + — - г | - ш 3 , 1 = 1, ..., п. 

Из (27), (29) и последнего неравенства получаем, что решение /,, д5, к1в, ..., 
кп5 системы (17) удовлетворяет в М(

5

2) неравенству 

|/.|, | ^ И ^ | < а 4 ^ | г , | е х р ^ 1 + ^ ) - т 4 ] , / = 1,...,п. (31) 

Поскольку функции /5, д5, Ни, ..., пп8 аналитичны в М?\ то с помощью 
оценки Коши найдем, что в МР} 

Ěk\ 
dq>s\' 

1L\ 
dwisy 

3/.I |3fl,| 180.1 130,1 \dfu.\ \Bhu\ 
|эМ'|Эф5|'|э^|'|эНЧЭф8|Чз, Г 

<в5(5 + 1)(в + 2)ЛГ,|г. |ехрГ^1+--|--)--т«1, }, 1 = 1, ..., п. (32) 

Далее, из (17) на основании (125)—(145), (31)—(32) получаем, что в М?) 

, | | ^ | < а 6 ( * + 1)(5 + 2 ) ] ^ И ехр М - + 7 + - - ) - ' " * ] . ' = -» •••• "• 

(33) 

lЭJşl lЭø. 
Эrs |' |Эrs 

Так как величины справа в (31) сколь угодно малы по сравнению 
с расстояниями между границами М(3) и М(+1, то 

Mfh^SsM?\ (34) 

Используя формулу Тейлора, оценку Коши и неравенства (125), (31)—(33), 
получим из (18) (20), что в М(0

+\ 

|К. + 1|, |Ф. + 1 | , ^ 1 ^ ^ / = 1 , . . . , п . 

(35) 

Поскольку якобиан преобразования 55 в силу (32), (33) отличен в М(

5

3) от 
нуля, то из (34) следует, что обратное преобразование 

rs = r s + i + Us(rs+1, ф s + Ь Wi,s + Ь ..., W„,s+i, t) 

cps = Фs+i + V s ( r s + Ь ф s + ь Wi,s+Ь ..., w „ , s + ь i) 

Wis = W,,s + i + W,s(rs + i, ф s + ь Wi,s + Ь ..., Wn,s + i, t), 

1 = 1, ..., n, 

(36) 

17 



определено и аналитично в М(

5°+\ В М13) 

/-(Г-, ф-, 1Уь, ..., И>л-, 0 + Щ п + / , ф, + 0 „ И > ь + А ь , ..., И>ЯА + Ая,, 0 = 0 

Отсюда в силу (31) и (34) имеем, что в М1°+\ 

Из (35) получаем, используя (31), (36) и (37), что в М!+\ 

| « . + 1 |< |л + 1 | с х р [ ^ + 1(1+^2)]. 

Тем самым доказано первое неравенство (125 + 1). Остальные неравенства 
(12-+1) доказываются аналогично. 

Перейдем к доказательству (13ч + 1) и (14л + 1). По определению 

П ' г + ^ ^ . + . - ^ ^ + ь 

В силу (20) и представления (139) получаем 

*Р№+\(г> + />> <Р* + 0ч ^ ь + Аь, ..., н!Я5 + Ая„ 0 " 

= 2 [^ЙЧ^» Ф«> ^ь» •••» н;»*> 0 ^ - ^ / ^ ( г ^ Ф*> " Л ь , ..., -АЯ4, 0 ( - л „ ) ] + 
I 1 

7г 
+ ^ [Д,(г,, фА, IV!,, ..., и!Я5, 0~-К,(г 4 , ф я, - А ь , ..., -АЯ 4, 01 + 

ЭА 
+ т—- [ФДл, ф», н'ь, ..., н!„4, {)- Ф5(г5, ф 5, - А ь , ..., -А,„, 0 ] . 

/ = 1,. . . ,л. 

Отсюда, применив лемму Адамара и подставляя вместо г5, ф 5, и>ь, ..., ^Я 5 

соответствующее им выражения (36), получим представление (138+1): 

Ч//,,] + 1 = 21/;!.,)*+1(',» + Ь Ф- + Ь Н!1,5 + 1, ..., Н>я,* + 1, 0^«.* + Ь 
/ - 1 

где 

, ( 0 1 ( о ^ ^ 1 . Г 1 э ^ к ) ^ ЭА/5 г
1 э д 5 , ^ 

га о̂ Эй',-, Эг5 ]о Эн>/5 

ЭА„ Г1 ЭФ, , , л , „ ч + т — - — й г , / = 1,...,л. (38) 
Эф5 о̂ эи>/5 
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Из (38) на основании (125), (31)—(33), используя оценку Коши, найдем, что 

для коэффициентов 

!^й + 1 в М<°Л 

справедливо неравенство (14.-й). Тем самым показано выполение условия 

Положим теперь Т5+1 = Т55,, т. е. 

-Р, + 1=-Р,+/,(Го + -Р., ф 0 + О „ ^10 + Я ь , ..., ньо + Д», О 
0 5 + 1 = 0 , + 0,(го + Я , фо+О,, н!10 + Н ь , ..., н^п0 + Я„,, 0 (39) 

Н,.1+1 = Я«, + А|,(го + К, Ф о + 0 5 , 0, ' = 1, •••> л. 

Пусть далее 

В5+1 = Т71М?\ (40) 

Так как в силу (34) 

871М%1<=№>с2М9

0\ 

а по 15 

то 

Т7+\М^ а Т71М?) = В5+1 с Т71М10)с= В.. 

В области В5+1 в силу (31) и (40) получим: 

|/,(г0 + К , фо+О,, Мю + Н15, ..., Н!п0 + Яп,, Г)| < 

< а 8 ^ | г 0 + х7,| ехр М 1 + 7 7 1 ) - ^ } (41) 

Поскольку В 5 + , с М 0

0 ) и в М 0

0 ) 

ко|<|-1, 

то из (41) в силу ( И , ) имеем 

|/,(г0 + К , Ф о + С н'ю + Я ь , ..., кп0 + НП5, ()\<АК-. 

Следовательно, в В5+1 в силу (11,) и полученной оценки 

|р.+1|̂ 1.р.| + 1/. |<2^' + лм- = 2 ^ . 
1=0 1=0 

19 



Далее, из (39) имеем 

ЭРх+1 = дР5 . Э/, Л | Э.Р.Ч Э/, Э О ч - А Э/, ЭЯУ5 

Эг0 Эг0 Эг5 \ Эг0/ Эф, Эг0 ^ Эн>у5 Эг0 ' 

Отсюда в силу (11,), (32), (33) получаем, что в Б, + 1 

|ЭР 5 + , 
Эr0 

l<2--N ' . 

Остальные неравенства (И,..]) доказываются аналогично. Тем самым доказа­
но выполнение условия 1 5 + ь и, значит, вся лемма 3. 

Для системы (8) условие 10 тривиально, а условие Н0 выполняется в силу 
свойства функций К0, Ф0, Ч*10 и предложения (9). Это дает нам в лемме 3 базу 
для индукции по .?. Устремим 5 к бесконечности. Неравенства (11$) нам 
обеспечивают равномерную сходимость функций Р5, С5, Я/5 и их производных 

по /о на множестве Бос = Нт В5. Переходя в (40) к нпределу, получим ТооВоо = 

Моо, г д е 

Моо = \(Гоо, фоо, И>1., . . . , И>„оо, ()'. 0 < Г о о < у , 

к/-1<2"(У=1, • - п), |1ш фоо|<у, |1щ ' | < у } -

Если положим 

Роо = \\тР>, Соо = Н т а , Я/0о = Н т Я / 5 (/= 1, ..., л), 
5—»оо 5—»оо .V—»оо 

то преобразование Тоо задается формулами 

Гоо = Го + Роо(г0, Сро, И>ш, . . . , И>„о, О 

фоо = ф о + С о о ( г 0 , ф о , И>ю, . . - , И>йо, О 

И > / . = И /̂о + Я / о о ( г 0 , ф о , И>ю, . . . , И>„о, 0 » / = = -> •••» « , 

где функции Ко, Сх, Я/00 непрерывно дифференцируемы по г0 и аналитичны 
по ф0, и>ю, ..., и>„о, ^ в области Боо. Характер функций Роо, Ооо, Я/эо позволяет 
нам доопределить их в точке г0 = 0 следующим образом : 

р о о ( Г о = 0)=Ооо(г0 = 0) = Я/оо(го = 0) = 0, 1 = 1, ..., п. 

Тогда на множестве В' = Воо[_}{г0 = 0} преобразование Тоо в силу (12,) и 
свойства функций К0, Фо, ^/о } в точке г0 = 0 приводит систему (8) к виду 

Г о о = 0 ( Г о о ) 

фоо = Р(/*оо) 

^00 = % IV/оо 4- Т/И>/-1,«+ ^ ( Г о о , фоо, И>1оо, . . . , И^ос, I), 1= 1, . . . , П, 

где ^2 = 0. 
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Множество В, требуемое в теореме содержится в множестве В'. Теорема, 
таким образом, доказана. 

Замечание 1. Требование иррациональности Я, существенное только для 
леммы 2, можно ослабить, потребовав лишь 

<7Я + р ^ 0 

при д,р — целых, 0 < д ^ 2 М + 1 , при этом в автономном случае Я может 
быть любым вещественным числом. 

Замечание 2. Приведенная теорема содержит результат Ю. Н. Би­
бикова, который в работе [3] показал существование гладкого пре­
образования приводящего систему (2) к нормальной форме на инвариантной 
поверхности. 
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