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POKROKY MATEMATIKY, FYSIKY A ASTRONOMIE
ROENIK V—¢&IsLO 2

MATEMATIKA

LINEARNI PROGRAMOVANI — II. CAST*)
Piiklady Fefeni nékterych tloh

KAREL BrAmA, JOSEF MACHEK
2.1. Uvod

V prvé casti této prace jsme se zabyvali teoretickou podstatou feSeni ota-
zek linedrniho programovani. Stejné dulezitou otdzkou, kterd vyzaduje dosti
dukladného studia, je zptsob uspofadani vypoéth pii FeSeni konkrétnich tloh.
V této ¢asti je na prikladech predvadéna formulace tiloh a vypocetni postupy
(algoritmy) pro modely, odvozené teoreticky v predchéazejici ¢asti prace.

Formulaci ulohy a techniku ¥eSeni pomoci simplexové metody uvedeme
v odstavei 2.2 na piikladé maximalisace pevnosti.

V odstavei 2.3 bude popsan konkrétni piiklad z vyroby papiru a na ném
predvedena moznost zjednodusovani ptivodné velmi rozsdhlého problému na
" tilohu, Fefitelnou b&znymi technickymi prostiedky.

V odstaveci 2.4 bude popsano ziskani vychoziho feSeni pro dopravni problém.

V odstavei 2.5 uvedeme algoritmus na FeSeni dopravniho problému, ktery se
pouzivé v praxi VUTE CHP.

2.2. Formulace tlohy a technika FeSeni pomoci simplexové metody

Pro ilustraci uziti simplexové metody a na ukizku formulace tlohy a sesta-
veni rovnic uvedeme ptiklad s mensim poétem proménnych, ktery by vzhledem
k tomuto malému rozsahu snad byl Fesitelny i jinak. Jde o ulohu stanoveni
optimélni technologie — optiméalni nastaveni spfaddaciho stroje na umélé vlak-
no na zakladé predchoziho odzkouseni jednoho tseku technologie. Tento tisek
technologie je charakterisovan t¥femi proménnymi veli¢inami, které oznadime
Z,, T3, & 3. Pro kvalitu vlakna maji rozhodujici vyznam dvé vlastnosti:
pevnost, kterou oznac¢ime y a taznost, kterou oznac¢ime u. Pevnost y i taznost u
jsou z&vislé na technologickych ukazatelich z,, z,, ;. Ukolem bylo stanovit
takové hodnoty x;, ,, x5, pti kterych je pevnost y maximéalni a taznost »
se pohybuje v danych mezich, 9 =< u = 13. Riizné jiné okolnosti ve vyrobé
ukladaji p¥itom na proménné x,, x,, x; omezeni

1=2,=3, 2=2,=5, 0=z,=4.

Nejprve byly provedeny pokusy s riznymi technologickymi ukazateli, jejichz
vysledky byly rozebrany metodami matematické statistiky. Timto predbé&z-
nym prazkumem se dosahlo uréitého zmenseni celé experimentdlni oblasti
(bylo ptiblizné lokalisovino maximum), a zji$téno, Ze v daném rozmezi pro-

*) I. ¢ast v predchézejicim &isle.
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ménnych z,, x,, x; zdvisi pevnost i taZnost na x,, x,, x; skoro pfesné linedrnd
a to

y = 3,70 4 0,106, — 0,083z, — 0,0121x, ,

u = 7,958 — 0,258z, + 0,552, + 0,291z, .

Koeficienty v téchto rovnicich byly stanoveny velkym poétem zkousek, takze
s nimi lze poéitat jako s pevnymi éisly; neni tieba brat ohled na to, Ze jsou to
vlastné experlmenta,lni data.

Uloha tedy znf: maximalisovat linedrni funkeci

Y(xy, 29 %3) = 3,70 + 0,106, — O 083:1:2 —0 01212:3
za vedlej§ich podminek
9 < 17,958 — 0,258z, + 0,55, + 0,291z, < 13,
152,53,
2=2,=5,
0=, 4.
Ziejmé lze tlohu upravit jinak: maximalisovat
y’ = 0,106z, — 0,083z, — 0,0121z,
(nebot y’' nabyva maxima v témz bodé z,, z,, x5, jako y) za podminky
1,042 < w' = — 0,258z, + 0,55z, + 0,291z, < 5,042 (a)

(nerovnost upravena odectenim konstatnfho ¢lenu) a dalsich tii vySe uvede-
nych nerovnosti. .
Nyni pfepiseme podminky vyjddfené nerovnostmi, jako rovnice: podmin-
ka (a) je rovnocenna s podminkou
— 0,258z, + 0,565z, + 0,291z, + z, = 5,042,
kde z, je nové zavedensd proménns, znaéici rozdil mezi pravou stranou nerov-
nosti a hodnotou funkce u’(x,, ,, 3); aby nerovnost byla splnéna, musi byt
z, = 0. Aby byla splnéna téz druha nerovnost pro ', musi byt z, = 4, (nebot
jinak by bylo — 0,258z, + 0,65z, + 0,291x; < 1, 042 coz se neprlpousti)
tuto podmmku zapiSeme jako z, 4 x; = 4, kde z; je nova pomocna. proménné
s nezapornou hodnotou, z; = 0.
Podobné podminku z; =< 3 pfepiSeme jako x, 4+ x4 = 3, kde x5 = 0, pod-
minku z; < 4 jako z; + x5 = 4, kde zg = 0. '
Opaéné nerovnosti — jako vySe — vyjadiime pomoci rovnic pro pomocné
proménné x4, x,, xg; musi byt
T+ 2y =2, kde =z, =0,
Ty + 20=3, kde z,,=0,
(jinak by totiZ mohlo byt napt. z; < 1).
Vedlejsi podminky jsou tedy vyjadieny systémem
— 0,2582, + 0,550z, + 0,291z, + x, + xy; = 5,042,
z, + 5 =4,
xy + x4 + x5, =3,
* Zy + 7, + 33 =5,
Z4 + xg =4,
g + z =2,
x, + x39 =3.
Tento systém byl roziifen podle poznémky v &isti I o pomocené proménné
%115 %13, £13. U t&chto proménnych jsou sloupce koeficienti jednotkové vektory,
proto, abychom snadno nasli zakladni feSeni.
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Jedtd je tfeba upravit pisluSnym zptisobem maximalisovanou funkei y;
aby rovnéz zahrnovala v8echny proménné az do z,3. Proménné z,, z;, z, ... 7,
maji v FeSenf redlny vyznam — ukazuji, o¢ se navzajem lidi jednotlivé strany
nerovnosti — v feSeni se mohou vyskytnout, nesméjf v8ak ovlivnit hodnotu y’.
Proto jim v maximalisované funkei pfifadime koeficient 0, naproti tomu
%1, Typ, T3 jsou umélé proménné, které nemaji redlny vyznam, v feSenf musi
mit hodnotu 0, proto jim v maximalisované funkei ptitadime koeficienty
—M, kde M je velmi vysoké &islo, pfedstavme si t¥eba 10 (viz poznamku
v I).

Maximalisujeme tedy

[(@1, Ty, ., T1g) = _zlcixi )
i=

kde ¢, = 0,106, ¢, = — 0,083, ¢c; = —0,012], ¢, =¢c; = ... =€, =0, ¢}, =
= C1p = C13 = — M.

Vychozi zékladni feSeni soustavy (*) dostaneme velmi snadno vzhledem
k tomu, %e médme mezi sloupci koeficientd zastoupeny viechny jednotkové
vektory; staéi poloZit

0) — 0 _ o — 0 0 —  __ 0
x§ 4, xf 4, 20 = 2, ) = 3, xf 5,042, 2 = 3, 2{y) =

Basi %@ = {a;: 2®; > 0} 7- rozmérného prostoru tvoii vektory (jednot-
kové) a;, ag, a,, @, a,,, a,,, a,5. Proto lze velmi jednoduse stanovit i tabulku
soufadnic &9 vektoru a; v basi UV; &9 = a,;. Refenf je zvykem provadét
tabelarng. Sestavime tedy &% do tabulky, ve které budou uvedeny i jiné tidaje,
dilezité pro fefeni. Hlavicka tabulky poskytuje dosti pfesny popis obsahu
tabulky (tab. 1).

Prvky base 7-rozmérného prostoru %@ jsou trochu piehizeny, nenasleduji
po sob& v pofadi rostoucich indexi proto, aby tab. 1 bylo moZno sestavit
prostym opsénim koeficient soustavy (*). Z tabulky hned vidime napt., Ze

1] (o
0 [0]
ol |o
a, = 0,55a,, + la;; = 0,65 [ 0 |+ 1|, atd.
o]l |o
ol |o
o) L0

Posledni dva f'é,dky tabulky obsahuji uZ vypoéty pro aplikaci kriteria opti-
malnosti z ¢asti I. Je vidét, Ze kladnou hodnotu maji vSechny rozdily
¢ — > ¢ @ proj=1,23, 4,6, 17, takie f(x,,...7,;) lze zv&tsit piifazenim
ieJ(®
kladné hodnoty kterékoli z proménnych z®, =, =, z?, x®, x{®. Nejvétsi
kladny rozdil v8ak je ve sloupci 2. Ptifadiine tedy v novém Fefeni proménné
zd maximalni pfipustnou kladnou hodnotu
( x(o)
xz i: Eik(})rl>0 6(0) ’

,042
50 = a % , tedy zfejmé 5. Vnové basi Y na-

hradime tedy vektor a,; vektorem a,. Soutadnice vektord a; v nové basi sesta-
vime opét do tabulky (tab. 2).

coz je (z tabulky) mensi z Gisel
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Soutadnice & vyplnime postupné uzitim formuli (4) z I. Vypocet je mecha-
nicky a postupuje po Fadcich nebo po sloupcich; nejprve poéitdme ,novy
0) (0)
Fadek &L = &L = ('?’g = 3%312 , tj. v nafem ptipadé vpiSeme do f4dku odpo-
r »
vidajictho a, (tj. do étvrtého) soufadnice z Ffadku odpovidajiciho a,5 v tab. 1.
Pak zaplnime ostatni ¥adky podle prvni z formuli (4) éasti I., napt.

@ = — 0,258 —0,55.0 atd.

AN
z tab. 1 z tab. 1 novy prvek z tabulky 2.

Posledni sloupec — FeSeni — podle tychz pravidel.

V poslednim #4dku tab. 2 é¢teme opét hodnoty kriteria optimalnosti. Pfifa-
dime ddle maximalni piipustnou hodnotu proménné x,, nahradime v basi vek-
tor a,, vektorem a, a vypotet se opakuje s takto vzniklou novou basi UA®.
Po nékolikerém opakovani postupu dospéjeme k tabulce 3, ve které vidime
samé nekladné rozdily takze kriterium optimality ukazuje, Ze ¥eSeni v pravém
sloupci je optimélni (tab. 3).

Jiné optimalni FeSeni bychom mohli dostat zavedenim napf. proménné z,
s kladnou hodnotou do Feseni, nebot tim by se hodnota f nezménila (je totiz
¢; — D¢k, = 0), take piiristek funkce f pii prechodu k Yegeni s kladnym -
je nulovy podle dikazu kriteria optimality I.).

Resenim tlohy je

z, = 4,260, zg = 1,85,
x, = 2,401, ry =2,
z, =3, z3 = 2,15.
T, =2,

Jestlize tedy nastavime technologické ukazatele x; = 3, x, = 2, z3 = 2,15,
dostavime maximalni pevnost y = 3,70 4- 0,106 . 3 — 0,083 . 2 — 0,0121 .
. 2,15 = 3,806, k niZ piislusi taznost v = 9,758 —0,258.3 4 0,55.2 + 0,291 .
. 2,15 = 8 ,91.

2.3. Minimalisace odpadu pfi Fezani tambori rotaéniho papiru

Kazdy papirensky stroj vyrabi role (tambory) papiru, které jsou vidy Sirsi
nez vyzaduje zdkaznik. Tak napt. §ife roli muze byt 250 cm, zdkaznik vSak
vyZaduje kotoué o 8ifi 50 cm, 64 cm, 96 cm atd. Proto se role jesté v papirné
previjeji a pfi previjeni se rozrezavaji na kotoute pozadovanych Sifi.

Pro papirnu je planem dén pozadavek vyrobit

k, kotoudu site r,,
k, kotoucu site r,,

k., kotoudua 8ire r,, .

Je pochopitelné, 7ze se téméF nikdy nepodafi nalézt takovou sestavu kotouéa,
aby role byla stoprocentné vyuzita. Pokud takova sestava existuje, je sloZena
pouze z n&kolika §ifi a jeji trvalé nastaveni by vedlo k tomu, Ze by se vyrabély
nékteré ite ve vét8im mnoistvi neZ je planovano a nékteré sife v mensSim
mno#stvi nez stanovi plan, nebo by se nevyrabély vibec. Dasledkem toho by
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byly nesplnéné pozadavky zakaznikd. Je proto nutné pii roziezadvani tambori
pripustit urdity okrajovy odpad a snahou je, aby tento odpad byl co nejmensi.

Schematické uspoiadani podklada je uvedeno v tab. 4. Jsou uvedeny koefi-
cienty c;;, nabyvajici hodnot 0, 1, 2, 3, ..., pomoci nichz se vytvoii sestava,
ktera se pii previjeni zpracovava. Koeficienty c,;; se stanovi tak, aby bylo

Curs + Cofa + oo F st + 25 =R, (F=12...n),
kde 7y, 7y, ..., 7, jsou jednotlivé Sife, R &ife tamboru, p; okrajovy odtez (od-
pad) a n pocet ruznych sestav, které je mozno na fezaéce nastavit.

Tabulka 4

Schematické usporddéni podkladt na FeSeni minimalisace odpadu

i Sestava s. s S S Vyrobit
| Sir 1 2 o Piooeer Pa kotouct
| Site
1 i Ci2 Cyj Cin ky
T2 Ca1  Cp2 Caj C2n ky
"m Cm1 Cme Cmi Cmn km
Odpad P1 Py .- P e Dy
Poctet zapojeni Xy Ty .. X ... T,

Oznadéme z; podet zapojeni j-té sestavy do FeSeni. x; miZe byt zfejmé 0 nebo
n
celé kladné ¢islo. Ukolem je nyni minimalisovat linedrni formu L = > p;

j=1
za platnosti podminek:

Cilxl +Ci2x2+ e +c“x,-—+— e +Cinxn - ki’ (?: - 1, 2, “eey m) .

Uvédomme si, Ze mnozstvi papiru, jez se ma podle planu vyrobit, je konstantni,
at ma funkce L jakoukoli hodnotu. Postup FeSeni bude tyz, i kdyz utvofime
néjakou funkeci

f(x) =K +,.le’“" )

kde K je konstanta. Celkové mnozstvi papiru, jez se ma podle planu vyrobit,
je konstantni a mizeme je ziejmé vyjadiit vatahem

n
K=§m—mn.
=

Cenovou funkei lze tedy psat f'(x) = R > z;. Také konstantu R lze pro ulely
i=1

minimalisace vynechat, takze dostdvame

f(x) =j.§1x5-
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Uloha nalezeni miniméIniho odpadu je tedy identické s @ilohou nalezeni nej-
mensiho poétu zpracovanych tambori. Minimalisace funkce f je v8ak prakticky
“vyhodnéjsi, nebot pii FeSeni simplexovou metodou odpadne manipulace
s ¢isly p;.
Uvazujme nyni konkrétni pfipad, kdy role mé¥i 392,56 cm a je dan pozada-
vek vyrobit

183 kotouda Sife 43 cm,
218 kotou¢u §ife 63 cm,
329 kotoudéu §ife 86 cm,

31 kotoudéa Sife 128 cm,
201 kotoudu 8ife 129 cm,
365 kotouda Sife 172 cm.

V tab. 5 jsou uvedeny nékteré sestavy, s jejichZ pomoci by bylo mozno
uvedeny program splnit.

Tabulka 5
Ngkteré sestavy pro feSeni ilohy minimalisace odpadu
Sestava
. Sy S, S5 Sy S5 S S; Sy Szg Szz Siy Sy
Su‘e
43 9 - - - - = 7 6 1 1 1 1
63 — 6 - - - = 1 2 2 1 1 -
86 - - 4 - - = = - 1 1 — 1
128 - - - 3 - - - - - - 11
129 - = - = 3 - - - 1 — 1 1
172 - - - = = 2 - - — - =
Odpad 5,5 14,5 48,56 8,5 5,5 48,5 28,5 8,5 8,5 28,5 29,5 6,5

Sestav pro Feseni, které padaji v ivahu, je celkem 75. Jiz pro nalezeni minima
pii tomto malém problému (v praxi byva podet &iff mnohem vyssi) by bylo
nutno fe§it pomérné velmi rozsdhlou tabulku (6 X 75). Mezi sestavami se
oviem vyskytuje celd Fada takovych, jimZ piisludi velky odpad (k splnéni
programu se pouziva piili§ velkého poétu roli). Vzniks tedy myslenka, ze ta-
kové ,,nevyhodné‘‘ sestavy se patrné nevyskytnou v konecném feSeni a Ze je
mozno je vyloudit jiz pfedem. Ve skupiné sestav, s niz bude providéna mini-
malisace, musi oviem bezpodmineéné zistat base — v naSem piipadé ji mi-
Zeme vytvorit pomoci sestav, v nichZ se feZe pouze jedina &ffe (viz S, az Sg).
Z ostatnich sestav ponechame ve skupiné sestav pro YeSeni pouze ty, které
davaji uréitou zaruku, Ze budou obsaZeny v koneéném feSeni. Z vlastnosti 5,
uvedené v odstavci 1.2, vyplyva, Ze vyloudenim takovych proménnych, jimz
odpovidaji sloupce koeficient@i rovné linedrnim kombinacim jinych sloupct
a ve funkei f koeficienty v&tSi nebo rovné nez piislusnéd linearni kombinace
koeficientli, se nezméni vysledek Fefeni.

Ze skupiny sestav pro FeSeni je tedy mozno bez zmény vysledku minimali-
sace vyloudit napt. sestavu §,, nebot koeficienty tohoto sloupce lze vyjadiit
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pomoci linedrnf kombinace koeficientt sloupct S, a S,, tedy
S, -8 S,
7 9 ’ —
HENOEEE
— 7| — 1| —

. =‘§‘ . +—é_ N )

— | _ |—

a linedrni kombinace ptisludnych koeficienta (% + —é—) spliiuje podminku

9 + < 1. (V8em nezndmym, tedy i ,, odpovidaji ve funkei f koeficienty 1).

V tabulce 6 uvadime sestavy, které zustaly pro koneéné feSeni.

Tabulka 6
Sestavy pro kone¢nou formulaci problému

Sestava
Kire Si Sy S5 Sy S5 Sg Sis S Sz Sp- Ss0 Ses Ser Ses
43 9 1 1
63 6 3 2
86 4 4 2 3 3 1 1 1
128 3 1 1
129 3 1 1
172 . 2 2 1 1 1
Pocdet nastaveni Ty Xy Ty Xy Ty Xy T; Xy Xy Xy Ty Tyg Tyg Tyg

Ctendt se miZe presvédéit o spravnosti vyloudeni ndkterych sestav z tabulky
5. N&kdy nepostaci k vylouceni sestavy pouze 2 vektory, jak tomu bylo v ilu-
strativnim prikladé. Napt. pro vyloudeni S,, bylo nutno uvazovat vektory
Saps S5, 81 a 8,, pro vyloudeni S,; vektory Sy, Sp3, S; a 8;. Ve vyludovani jed-
notlivych sestav je mozno rychle ziskat praxi, takZe tato prace je celkem snad-
nym tkolem.

Z takto zpracovaného problému jiZ velmi snadno muZeme formulovat pro-
blém pro aplikaci simplexové metody. Ukolem je maximalisovat funkei

fix Z x; za platnosti podrmnek
2 + % 2, + %xs — 20,33
+ a, ' + % z + % @1q = 36,33
+ + 2, + % zy + — 3 T ©10 + 32 TPt Tt ot s m, = 82,25
+ z, + —:13— @10 + % 24y = 10,33
+ w5 —f-%xu +%x14= 67,00
+ x4 + xg + - L 3 12 + — 23 + 7 T = 121,66
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Systém podminek jsme z¥ejmé dostaliza pomoci sestav uvedenych v tabulce 6.
a pozadavkt na vyrobu. Jednotlivé rovnice byly vydéleny &isly 0, 6, 4, ... tak,
aby v systému vznikla jednotkova base.

Sestaveni simplexové tabulky a Yeseni celého piikladu lze provest obdobnym
zpisobem, jaky byl popsan v pfedchézejicim odstavei. Touto dpravou bylo
provedeno podstatné zkraceni celého problému. Pavodni simplexova tabulka
méla 75 vektoru a tabulka po zjednoduseni pouze 14 vektori. Neni vyloudeno,
ze by se podatilo vylouéit jesté néktery z 8 vektoru, které zbyly v konec¢né ta-
bulce kromé base, na prvy pohled to v8ak nebylo patrné a pii feSeni problému
jsme se tim nezdriovali. Je t¥eba jests poznamenat, Ze exaktni nalezeni mi-
nima v tomto ptipadé, kdy funkce f mize nabyvat pouze celoé¢iselnych hod-
not, by vyzadovalo pouziti specidlnfho postupu, popsaného nap¥. v [1]. Pro
praktické tdely v8ak plné postadi takové fefeni, v ném% predpoklidame, Ze
proménna je spojita.

2.4. Sestaveni vychoziho zikladniho FeSenf pro dopravni problém

V tabulce 7. uvadime podklady pro feseni dopravniho problému. Z pivod-
niho rozdélovniku praskového superfosfatu, ktery obsahoval 7 vyrobnich a 19
spotfebnich mist, byla vymezena mensi tabulka, zahrnujici 3 vyrobce a 8 spo-
trebitelti, coz pro ilustraci postadi. Na okrajich tabulky je uvedena vyroba
a spotieba v jednotkach 10 t. Tedy planovana vyroba zavodu V, je 6630 X 10 t,
planovand spotifeba mista S; je 3550 X 10t apod. Celkova vyroba se rovna
spotfebé a ¢inf 13 090 X 10 t. Uvniti tabulky jsou uvedeny jednak dopravni
sazby za prepravu 10t hnojiva, jednak indexy uréujici kazdé politko (¢isla
v zavorkach). Za dopravu 10 t hnojiva z vyrobny V, do mista S, se zaplati
169 K¢és a tato sazba se naléza v poli¢ku (1,1). Indexy jsou stanoveny tak, Ze
&islo pred desetinnou ¢arkou urduje sloupec a &fslo za g:asetmnou éarkou urcéuje

tadek.*)
Tabulka 7
Podklady po minimalisaci dopravnich nékladu.
vy Vyq Vg Spotieba

i Sy 169 (1,1) 155 (2,1) 133 (3,1) 3350
Sy 293 (L,2) 272 (2,2) 228 (3,2) 2010

Sy 214 (1,3) 200 (2,3) 214 (3,3) 1620

S, 169 (1,4) 177 (2,4) 257 (3,4) 930

S 133 (1,5) 141 (2,5) 228 (3,5) 1390

Sy 173 (1,6) 169 (2,6) 173 (3,6) 1000

S, 228 (1,7) 221 (2,7) 148 (3,7) 1530

Sg 221 (1,8) 214 (2,8) 126 (3,8) 1060
Vyroba 6630 560 5900 13 090

K sestaveni zdkladnfho feSeni miZeme pouZit ndkolika metod. Nejcast&ji
se pouziva tzv. indexové metody,**) nebo metody ,,0d severozapadniho k jiho-

*) Indexy je mo#no stanovit také pofadovymi &isly, vepisovanymi do jednotlivych politek
po Fédcich; na8e znadeni je viak prehledné&jsi.

**) Indexové metoda mé Sir8{ uplatndni nez v souvislosti 8 dopravnim problémem. Pifklad
jiné aplikace viz v [2].
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vychodnimu rohu®. Prva z téchto metod je ¢asové narotnéj$i nez druha, coz
je markantni zvlasté p¥i velkych rozdélovnicich. Zakladni FeSeni sestrojené
indexovou metodou byva vSak blize optimalnimu nez zakladni FeSeni, zis-
kané druhou metodou.

Pouziti indexové metody spoéiva v logické tvaze, Ze celkové dopravni na-
klady budou pravdépodobné nejvyhodnéjsi, jestlize se v maximalni mife vy-
uzije nejnizsich dopravnich sazeb, a jediné v téch pripadech, kde by byly po-
ruseny omezujici podminky, se pouZije vyssich dopravnich sazeb.

Sefadime tedy nejprve vSechny dopravni sazby od nejmensf k nejvétsi a vy-
piSeme piislusné indexy:

-

126 (3,8) 173 (1,6) 228  (3,2)
133 (3,1) 173 (3,6) 228 (3,5
133 (1,5) 177 (2,4) 228 (1,7
141 (2,5) 200  (2,3) 257  (3,4)
148  (3,7) 214 (1,3) 272 (2,2)
155 (2,1) 214 (3,3) 293 (1,2)
169  (1,1) 214 (2,8)
169  (1,4) 221 (2,7)
169  (2,6) 221 (L,8)

Vychozi zdkladni feSeni (viz tab. 8) nyni ziskdme tim zpisobem, Ze obsadime
nejprve poliéko (3,8), kam dame nejvétsi moznou doddvku (1060). Tim je
oviem zcela vyCerpana spotieba mista S, proSskrtneme tedy policka (1,8) a
(2,8), kam jiz nemuzZe piijit Zddné polozka. Déle obsadime poliéko (3,1) a pro-
Skrtneme zbyvajici 2 politka v témze Ffddku. Obdobnym zptsobem postupu-
jeme i u policka (1,5). Dalsi nejniz§i naklady p¥isluSeji k indexu (2,5), avSak
protoZze jsme toto poli¢ko jiz proskrtli, mtzeme postoupit k dalsimu indexu
(3,7). Zde jiz nemiizeme dat plnou moznou doddvku pro misto S,, ponévadz
bychom piekrodéili kapacitu vyrobny V;. Volna kapacita vyrobny V; je jiz jen
1290, ddme tedy tuto polozku do poli¢ka (3,7) a vSechna volna policka ve
sloupci V; proskrtneme. Tak postupujeme dale, pokud vyroba a spotieba ne-
jsou rozdéleny.

Tabulka 8
Reseni dopravniho problému indexovou metodou
vy Vy Vs, Spotieba
S, — — 3 550 3 550
Sy 2010 — — 2010
Sy 1620 — — 1620
S, 930 — — 930
Sy 1390 — — 1390
Sg 440 560 — 1000
S, 240 — 1290 1530
Sg — — 1060 1060
Vyroba 6 630 560 5900 13 090
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Velmi snadno se miizeme piesvédéit, ze rozdélovnik je spravny (plati ¥ad-
kové a sloupcové souctty) a ze celkové dopravni naklady (soudet soudini do-
pravnich sazeb a prepravovanych mnozstvi) &inf 0.169 + 293 . 2010 +
+ 214.1620 + ... 4+ 126 . 1060 = 2 299 760.

K rozdélovniku, ktery ma pravé m + n — 1 obsazenych poli¢ek, je vSak
mozno dospét zcela jednoduchym zptisobem, zZe obsazujeme policka bez ohledu
na dopravni sazby, ptihliZejice pouze k tomu, aby platily fadkové a sloupcové
soucty. Jeden z takovych ,,zakladnich rozdélovnikd‘‘ mizZeme ziskat pomoci
postupu ,,0d severozdpadniho k jihovychodnimu rohu‘. Vypliiujeme tabulku
takto:

Policko Velikost dodavky Poli¢ko Velikost doddvky
(1,1) 3550 (3,4) 920
(1,2) 2010 (3,5) 1390
(1,3) 1070 (3,6) 1000
(2,3) 550 (3,7) 1530
(2,4) 10 (3,8) 1060

Je zfejmé, Ze v tabulce bude vyplnéno pravé m + n — 1 = 10 poli¢ek i v tomto
pripadsé.

2.5. Algoritmus pro Fefeni dopravniho problému

V odstaveci 1.3 jsme odvodili postup pro feSeni dopravniho problému. Prak-
ticky pfi feSeni postupujeme tim zplisobem, Ze sestrojime tabulku vychoziho
zakladniho FeSeni, v niz je vyplnéno pravé m 4+ n — 1 poli a v této tabulce
provadime zmény az do té doby, pokud vem prazdnym poli¢kiim neodpovi-
daji nezaporné rozdily (12), (13) atd.

Vyhleddvéani a provadéni téchto postupnych zmén nyni popifeme. Nejprve
vSak musime ponékud pozménit symboliku a tvar kriterii tak, aby odpovidala
zavedenému pracovnimu systému.

Uvazujme nejprve jednoduchy p¥iklad, kdy cesta se uzavie pomoci 4 &isel.
Schematicky spolu s na8im znacéenim vyjadiime tuto skuteénost takto:

0 ¢, (1) * e (2)

* e (3) * e, (4)

kde hvézditka oznatuje, Ze v policku je umisténa dodavka. ¢, znaéi dopravni
sazby a ¢isla v zavorkach indexy. Oznadéme nynf

(1) — nulové policko,

(2) — kli¢ové policko,

(3) — levé politko zakladu,
(4) — pravé policko zdkladu,

¢, bude vidy dopravni sazba p¥islusejici k nulovému poli¢ku; ¢, dopravni

sazba prislusejici k obsazenému poli¢ku v témze ¥adku, které je soudasti cesty
(traté). Konec¢né ¢, a ¢, jsou dopravni sazby ptisluSejici ke dvojici obsazenych
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policek, které slouzi k uzavieni celé traté. Piitom ¢, bude dopravni sazba
piislusejici k poli¢ku vlevo a ¢, dopravni sazba piislufejici k poli¢ku vpravo.

Piesun na urcité policko bude tedy Zadouci (pfinese sniZeni celkovych do-
pravnich nakladd), jestlize

Co—C+c¢,—c; <O,

coz analogicky odpovidé vyrazu (12). Tuto nerovnost upravime na

Co < G + (cl —'Gp) > ' (1)
Co < Ck + ds ’
kde
d,=c¢,—c, : (2)

pledstavuje rozdil mezi dopravnimi sazbami v levém a v pravém zikladnim
politku. Budeme jej nazyvat zdkladni diferenci.

Je jestd dulezité se viimnout, jakym smérem postupujeme p¥i uzavirdnf
celé trati. Cestu na trat zahdjime vidy z nulového poli¢ka na kliéové politko.
Postup je pak dan schématem '

Co —> Cp —> (Cp =€) = ¢4 .

UvaZujme nyn{ dalif p¥iklad, e méme posoudit vhodnost pfesunu pro p¥-
pad znazornény timto schématem:

* ¢ *c

Potom v nasi symbolice m4 kriterium pro posouzeni vyhodnosti pfesunu ziejmé
tvar

Co—C+ ¢ —c, <O
Co << € —d, (3)
a postup pFi uzavirani traté je dan schématem
o —> ¢ > (1 —> €,) > ¢ .

Rozsifme nyni piiklad na takovy piipad, kdy je trat nutno uzav¥it pomocf
8 disel, tedy

0 ¢, * ¢y

* *
[
4 cpl
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a oznac¢me
dzn = Cyy —Cyp, »
22 T cll - cP: > . . .
d., = ¢;,, —¢,, ; potom kriterium je

Co — Ck + Cp, — Cyy + C1, —Cp,y + C1, — Cp, <0 ’

Co < G + dz; - dz. + dz; . (4)

Cela trat pak probiha takto:
Co —> Cx = (Cpy = €3,) —> (€, = €5,) —> (€3 =€) > G -
Na zdklad$ induktivnich dvah muZeme pak stanovit obecné kriterium pro
posouzeni vyhodnosti pfesunu: pfesun na uréité poliédko je vyhodny,
jestliZze plati
Co< ¢+ D,, (5)

kde ¢, — dopravni sazba na nulovém poliéku, ¢, — dopravni sazba na klito-
vém policku, D, — soudet odpovidajicich zékladnich diferenci, pridemz se
u diferenc, v nichZ se postupuje zleva doprava, se méni znaménko.

Pouzit{ kriteria (5) je vyhodné pro rychlé ziskdni koneéného feSeni. Prak-
ticky postupujeme takto:

1. Zjistime v8echny zdkladni diference, které v dané tabulce existuji.

2. Vyderpame viechny moznosti zlepSeni, zavisejici na absolutné nejvyssi
zdkladn{ diferenci.

3. Vydéerpdme postupné moznosti zleeni, kdy D, tvoii jedind diference,
pfi demz kriteriem pro uréovani pefadi je absolutni velikost diference.

4. ProSet¥ime moznosti zlepseni, kdy D tvoii vice diferenci.

5. Provedeme kontrolni profetieni vSech polidek.

Provedeme nyni minimalisaci pro rozd&lovnik uvedeny v tab. 8. Pro lepsi
pfehlednost uvedeme tento rozdélovnik do spoleéné tabulky s podklady pro
minimalisaci. Prakticky je vhodné pouZivat pro feSenf planovaci tabule a od-
liSovat doddvky od dopravnich sazeb barevnymi jezdci. Toto uspofadéni mé
tu vyhodu, Ze odstraliuje zbyteéné opisovéni podkladd, nebot v tomto pii-
pad® postadi pouze v postupu celého Fefenf vyméiiovat nékolik jezdci. Vy-
choz{ tabulku uvadime v tab. 9, kde jednotlivé dodavky jsou uvedeny é&isly
v silném ordmovéani.

Tabulka 9
Vychozi uspotddéni pro vypotet nejvyhodnsjstho rozdslovniku.
v, V, Vs Spotieba
8, 169 155 133 l 3550 I 3550
S, 293 2010 272 228 2010
S3 214 1620 200 214 1620
A 169 930 177 257 930
Sy 133 1390 141 228 1390
S 173 440 169 173 1000
S, 228 240 221 148 1290 1530
Sg 221 214 126 1060 1060
Vyroba 6630 | 560 | 5900 13090
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Zjistime tedy nejprve v3echny zakladni diference:

Vy Vy Vs Diference
/ / + 4
/ / +80

V tabulce existuji tedy pouze dvé zakladni diference, a to v ¥adku S,
(173 — 169 = 4) a 8, (228 — 148 = 80). Carkou jsme zndzornili, kterych
sloupct se diference tykaji. Absolutné nejvyssi diference je +80, budeme tedy
zkoumat moznosti zlepSeni ve sloupcich V,; a V.

Tabulka 10

Zmény promitnuté v rozdélovniku

I 11 III

v, \ Vs v v, v, | v,

AN
S, 169 |44\ 133] | 3550 | 169 | 240 | 133 []3310] 169|225ﬂ 155 |10
S, | 293 J2010] ||228 203 J2010]| 228 29 203 . 272
e € e

S, | 214 f1620] ||214 214 | 1620 | 214 . 214 [ 1620 | 200 \|1 |
S, | 169 | 930} ||257 169 | 930) | 257 . 169 | 930] || 177 .
S, | 133 |1390] ||228 133 f1300) | 228 . 133 | 1390 || 141 .
S, | 173 | 440] |[173 173 | 440} | 173 . 173 | 440} 169 I",'ﬁ..l
S, 228 | 240} 148 [1290]| 228 . 148 [ 1530} | 228 . 221
Sy | 221 . 126 f1o60f| 221 . 126 J1060f | 221 . 214

Podle kriteria (5) dostavame v policku VS,

Cp < ¢+ D,, 169 < 133 + 80; rozdil 44.

Ptesunem dodavky d do policka V.8, se dopravni naklady snizi o hodnotu
44 . d. MoZnost piesunu vyznacujeme zanesenim rozdilu do pfislusného poli¢-
ka. Pfesun do policka V,Sg neni zadouci, nebot 221 > 126 + 80; prosetieni
oznadime v tomto p¥ipadé teckou.

Promitneme nyni maximalni moznou zménu do policka V.8, tj. d = 240
a uprazdnéné poli¢ko VS, oznaéime teckou, nebot je nebudeme jiz provérovat.
(viz tab. 10-II). Tim se ovSem zménila zakladni diference, ktera jiz neni 80,
ale 169 — 133 = 36. Uplatnime nyni kriterium (5) na sloupec V;. Dostdvame

228 < 293 — 36; rozdil 29,
214 > 214 — 36,
257 > 169 — 36,
228 > 133 — 36,
173 > 173 — 36,
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Zcela obdobnym zpisobem postupujeme dale a promitneme v tomto piipads
zména d = 2010.

Tim byly vycerpany jiz moZnosti zlepSeni vzajemnymi zdménami ve sloup-
cich V, a V5. V tab. 10-III jsou uvedeny jiz sloupce V,, V,, kde analogickym
postupem bylo zjisténo, Ze existuji dvé stejné mozZnosti zlepSeni, a to bylo
vyznaceno ¢isly ve étveredeich. Po promitnuti vSech naznacenych zmén by
rozdélovnik nabyl tvaru, ktery je uveden v tab. 11.

Tabulka 11
Optimélni rozdélovnik préskového superfosfatu.
v, Vy Vs, Spotteba
Sy 169 2250 155 . 133 § 1300 3350
Sy 293 . 272 .. 228 2010 2010
Sy 214 1060 200 l 560| 214 . 1620
S, 169 930 177 . 257 . 930
Sy 133 1390 141 . 228 . 1390
Sg 173 1000 169 . 173 . 1000
S, 228 . 221 .. 148 §1530 1530
Sy 221 . 214 .. 126 § 1060 1060
Vyroba 6630 x 560 5900 13090

V rozdélovniku viak zbyvaji je8ts 3 polika (oznadend 2 tetkami), kterd ne-
byla dosud proSetiena. Veliéinu D, tvoii v tomto piipadé soudet dvou zédklad-
nich diferenci a zjistime ji snadno jejich slouéenim. V tabulce, kterou uvadime
niZe, miZeme velmi snadno evidovat b&hem celého postupu zakladni diference.

Vyrobna Diference pfi zménd
|
v, Vy Vg 1 I III v
/ / + 4 +4 +14
/ / +80 436 ’ ' +36

Dle definice hodnoty D, ve vyrazu (5) dostavame, ze D, = 36 — 14 = 22,
Policka oznatend dvéma tetkami nedavaji dalsi moznosti zlepseni, nebot

272 > 228 + 22,

221 > 148 + 22,

214 > 126 4 22.

Tim jsme provedli jeden krok (viechna politka jsou oznaéena teckami na
dtkaz toho, Ze nevidime dalsi mo#nosti zlepseni) a tento jediny krok vede ve
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vét8iné ptipadld k nalezeni minima sledované cenové funkce f. Presto viak by
se mohly vyskytnout pripady, kdy by i v rozdslovniku preSetfeném timto
zptsobem mohly existovat dalsf mozZnosti zlepSeni. K nalezeni absolutniho
minima mohou poslouzit 2 cesty:

a) Uplatnéni nékterych dalSich kriterii, kterd v tomto vieobecném é&lanku
jiz nemtZeme uvadét.

b) Provedenim kontrolniho proSetieni viech prazdnych poliéek tabulky a
promitnutim zmény, ktera se eventudlné mize pii tomto kontrolnim proSetieni
objevit.

%7 naSem piipadé kontrolni prosetieni viech 15 prazdnych poliek ukazuje,
Ze bylo nalezeno minimum cenové funkce. Jeji hodnota je

f(x) = 2250 . 168 + 0. 293 + ... + 1060 . 293 + ... + 1060 .126 —
= 2214 780

a celkové dopravni ndklady jsou o Ké&s 80 480 nizsi nez dopravni nékaldy pii-
sluSejici k rozdélovniku zpracovanému indexovou metodou.

Poznédmka 1. V pripadé, Ze problém je degenerovany, coz se nam projevi
v tom, Ze v uréitém okamziku by mél byt pocet obsazenych poli¢ek niz§i nez
m -+ n — 1, pomuzeme se velmi snadno podle postupu, ktery navrhuje dr. Habr
ve své praci [6], str. 95. Cely postup spoéivéd v tom, Ze pouze symbolicky do-
plnime poliéka do pozadovaného poétu.

Pozndmka 2. Zavedeny zpiisob vypoétu se velmi osvédéuje p¥i vyhleda-
vani rozdélovniku s minimélnimi dopravnimi nadklady v rdmei ministerstva
chemického primyslu. UmozZiiuje pomérné snadné feSenf i velmi rozsahlych
dloh nap¥. 10 vyrobel a 120 odbératelt.

Zavér

V této praci jsme sezndmili étendie s podstatou linedrnfho programovéni
a zpusobem Fefeni ekonomickych tloh. Nebylo mozno se zabyvat v8emi otéz-
kami, které vyzaduje provedeni tspéSné aplikace. Daldi podrobnéjsi popis
metody je uveden v literatute (4], [5] a p¥iklady aplikaci v éetnych zahranic-
nich éasopisech. (Pfislusné literarni odkazy jsou u autori k disposici.)

Také algoritmy na Feseni problému linedrniho programovani nebyly popsany
vyderpavajicim zptsobem. Kromé obecné simplexové metody a specidlnich
metod indexové a metody na YeSeni dopravniho problému existuji i dal§i meto-
dy FeSeni. Velky ekonomicky vyznam linedrniho programovani vede také pro-
gramatory a konstruktéry matematickych stroji k piipravé téchto metod pro
samo¢inné poditace. U nas sestrojila nap¥. instrukéni sif na simplexovou me-
todu pro prvni ¢eskoslovensky poéitaé pracovnice vyzkumného tstavu mate-
matickych stroji O. Pokorna [7]. Pracovnici tstavu matematickych stroju
sestrojili také analogovy pocita¢ Adop, na nd.nz lze fesit dopravni problém
podle metody navrzené doc. Nozi¢kou [3]. Tento analog v8ak umoziiuje FeSeni
pouze ,,malych‘ dopravnich problémt do rozméru tabulky 8 4 10.
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AFINITY V TRIROZMERNEM AFFINNIM PROSTORU
(Dokongdeni)

DarmBor KrLuckY, VSP Praha
4. SamodruZné sm¥ry afinity

Podle véty 2.7 je obrazem kazdé linearni soustavy vektord v afinité opét
linearni soustava vektort téZe dimense. Vime, Ze kaZdd linearni soustava
vektortt dimense 1 je smérem urdité piimky a naopak smér kazdé piimky je
line4drni soustavou vektorit dimense 1. Budeme proto nadale uzivat misto ter-
minu linedrni soustava vektori dimense 1 uZivat vétSinou terminu smér.
Je-li x nenulovy vektor, 7 afinni zobrazeni, potom nutna a postadujici pod-
minka pro to, aby smér x byl v afinit® &/ samodruzny je, aby

A(x)=kx, k+0. (4.1)
Uréit samodruzné sméry afinity &/ znamena tedy uréit vSechny linedrné ne-
zavislé vektory, které vyhovuji rovnici (4.1).

Pro polet samodruznych sméri afinity jsou tyto logické moznosti:

1. Afinita nema Zadny samodruZny smér.

2. Afinita mé jeden samodruZzny smér.

3. Afinita mé dva rtzné samodruzné sméry.

4. Afinita ma t¥i rizné samodruzné sméry, které

a) nenalezeji témuz dvojsméru®)

b) nalezeji témuz dvojsméru.

V ptipadé b) je uvedeny dvojsmér dvojsmérem samodruinych sméri podle
véty 3.6

5. Afinita mé étyii rizné samodruzné sméry:

a) V8echny 6tyii naleZeji témuZ dvojsméru; pak tento pripad splyva s 4b).

b) Viechny &étyfi nenalezeji témuz dvojsméru, aviak tfi z nich — oznaéme
je {u}, {v}, {w} naleZeji témuz dvojsméru napi. {u, v}. Podle véty 3.5 je kazdy
smér dvojsméru {u, v} samodruzny. Afinita ma tedy dvojsmér samodruznych
smérl a dalsi samodruiny smér, ktery tomuto dvojsméru nenalezi.

c) Zadné t¥i nenalezi témuz dvojsméru, potom podle vty 3.7 je kazdy smér
samodruzny.

Kdyby v ptipadé 5b) méla afinita je$t& daldi samodruiny smér, pak by méla
vSechny sméry za samodruzné, coz je pripad 5c).

Ukolem 4. &asti tohoto &lanku je zjistit, které z uvedenych logickych moznosti
pro samodruzné sméry mohou nastat. Pfi tom budeme zjisfovat existenci
jednotlivych pfipada v opa¢ném poradi, nez jsou vyjmenovany logické moz-
nosti.

8) Nézev dvojsmér budeme uZivat pro linedrni soustavu vektord dimense 2 z téhoz davodu
jako nédzvu smér pro linedrni soustavu vektord dimense 1.
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