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POKROKY MATEMATIKY, FYZIKY A ASTRONOMIE 
R O Č N Í K X I — Č Í S L O 1 

SHODNÁ ZOBRAZENÍ V PROSTORU 

FRANTIŠEK KUŘINA, Hradec Králové 

ÚVOD 

V 5. čísle VIL ročníku Pokroků informoval Vítězslav JOZÍFEK O některých problé
mech modernizace vyučování geometrii podle pojetí prof. Zofie KRYGOWSKÉ. V jeho 
článku „Modernizace vyučování geometrii" se mimo jiné zdůrazňují „geometrické 
transformace jako metodologický prostředek syntézy v kursu geometrie" a „alge
braické aspekty při studiu geometrie" (str. 280). Tato hlediska nejsou, jak známo, 
zcela nová. Připomeňme aspoň jméno Felixe KLEINA a jeho pojetí elementární 
geometrie jako teorie invariantů jisté grupy zobrazení. Výrazem Kleinových snah 
zavést transformační pojetí geometrie do středoškolského vyučování byl tzv. ME-
RANSKÝ PROGRAM (1912). Budování geometrie na transformačním pojetí se v ně

mecké matematické literatuře spojuje s druhou základní otázkou, s otázkou alge-
braizace geometrie, a to nikoli algebraizace zprostředkované tradičními prostředky 
analytické geometrie, ale algebraizace v jistém smyslu přímé. Klasickou knihou 
tohoto pojetí je patrně učebnice G. THOMSENA, „Grundlagen der Elementargeometrie 
in Gruppenalgebraischer Behandlung", Hamb. Math. Einzelschriften, 1933. V po
slední době vyšlo několik monografií věnovaných těmto otázkám. Bezesporu základ
ním dílem je Fridricha BACHMANNA „Aufbau der Elementargeometrie aus dem 
Spiegelungsbegriff", Berlin—Gottingen—Heidelberg, 1959. V tomto spise se buduje 
elementární geometrie roviny na axiómech, které mají algebraickou formu axiómů 
jisté grupy (grupy shodností roviny). Souvislost grupově algebraického pojetí geo
metrie s klasickou elementární geometrií budovanou na Hilbertově soustavě axiómů 
podává Hanfried LENZ V knize „Grundlagen der Elementarmathematik", Berlin, 
1961. Rozšíření na trojrozměrný prostor provádí Joachim AHRENS V článku „Be-
griindung der absoluten Geometrie des Raumes aus dem Spiegelungsbegriff", 
Mathematische Zeitschrift, 77, Berlin—Gottingen—Heidelberg, 1959. Zde se opět 
axiomaticky (v algebraické podobě) zavádějí tradiční ryze geometrické pojmy jako 
např. incidence a kolmost. 

Cílem mého článku je seznámit čtenáře s bachmannovským kalkylem se souměr
nostmi (tedy s algebraizací geometrie, jak jsem se o ní zmínil výše) na problematice 
klasifikace shodností v trojrozměrném euklidovském prostoru. Vycházím přitom 
z citovaného článku Ahrensova, předpokládám však tradiční hilbertovský systém 



axiómů geometrie (např. podle knihy Jana VYŠÍNA, „Soustava axiomů eukleidovské 
geometrie", NČSAV, Praha 1959; v dalším budeme tuto knihu citovat heslem 
Soustava). 

ZÁKLADNÍ POJMY 

Všechny úvahy článku se týkají trojrozměrného euklidovského prostoru (v dalším 
stručně prostoru) budovaného na systému axiómů podle citované Výšinový Soustavy. 
Slovem zobrazení budeme rozumět prosté zobrazení prostoru na prostor. 

Definice 1. Zobrazení I, ve kterém je libovolný bod prostoru samodružný, se 
nazývá identitou. 

Definice 2. Zobrazení O prostoru se nazývá involutorním zobrazením, 
je-li různé od identity a je-li jeho druhá mocnina identita. 

V definici 2 jsme nepřímo vyslovili, že pro skládání zobrazení budeme užívat 
multiplikativní symboliku. Požadavky definice involutorního zobrazení O lze psát 
ve tvaru 

O 4= I , Q>2 = I . 

Násobíme-li poslední rovnost zprava zobrazením inverzním k zobrazení O (toto 
zobrazení označíme O"1), dostaneme po úpravě 

(1) O = Q>'1. 

Involutorní zobrazení O je tedy neidentické zobrazení, které je totožné se zobraze
ním O" 1 k němu inverzním. 

Násobení dvou zobrazení není, jak známo, obecně komutativní. Komutativnost 
násobení dvou různých involucí však znamená involutornost jejich součinu, jak 
dokážeme 

v pomocné větě 1. Nechť O, *P jsou od sebe různé involuce. Součin €>*P je invo
lucí, právě když je násobení těchto involucí komutativní. 

Důkaz. Podle předpokladu je O #= *P. Nechť je OY involucí. Podle definice 
2 platí 

<D*P + 1 , 

(<D*P)2 = (0*P)(0*P)=-I. 

Násobíme-li druhou rovnost po řadě zprava zobrazeními ^P"1, O" 1, dostaneme 

Podle (1) tedy platí 

(2) <D*P = *P<D 

a komutativnost násobení involucí O, *P je prokázána. 
Platí-li (2) a O 4= *P, odvodíme opět postupným násobením rovnosti (2) zprava 



zobrazeními O, *F 
(0¥)2 = 1, 0*F * I . 

Součin <ř*F je tedy involuce a pomocná věta 1 je dokázána. 
Hledejme zobrazení inverzní k součinu involucí O, *F. Z rovnosti O^O^F)"1 = I 

vypočteme ( O * ) - 1 = V'1®'1 = *F0>. 
Tento výsledek lze snadno rozšířit matematickou indukcí na libovolný počet 

involucí: 
Jsou-li <[>l9 0 2 , ... Ow involuce, platí 

(3) (•1©2...«.)-1-*A.1...*1. 

Definice 3. Jsou-li O, *F libovolná dvě zobrazení prostoru, nazývá se zobrazení 
O* = V-1®*!* transformací zobrazení <ř zobrazením *F. 
Názorný význam definice je zřejmý. 

Pomocná věta 2. Je-li U množina všech samodružných bodů zobrazení O, je 
množina Ux všech samodružných bodů zobrazení &* obrazem množiny U v zobra
zení V. 

Důkaz. Nechť X je libovolný bod množiny U9Xt jeho obraz v zobrazení *F. 
Pak platí v jednotlivých zobrazeních: 

ф X -*X, 
¥ X -*Xi, 
y - l Xi -*x, 
ҶI-íфҶI xt -* xг. 

Obraz Xt bodu X v zobrazení *F je tedy samodružným bodem zobrazení <&* = 
= *F-i<D*F. * 

Označíme-li zobrazení ^F_1OT = Q, můžeme po úpravě psát O = VaV1. 
Je-li Xi libovolný bod množiny Ul9 X jeho obraz v zobrazení ^F" 1 , platí: 

n Xi -* XІ , 
ч?-1 

Xt^X, 
*¥ X - + * . , 
Ф :X ->X. 

Každý samodružný bod zobrazení *F_10*F vznikl tedy jako obraz jistého samo
družného bodu zobrazeni O a pomocná věta 2 je dokázána. 

Pro transformaci zobrazení <D součinem involucí *F, a platí 

(4) o T O = (d>lř)n. 

Podle definice 3 je totiž G>™ = ( T O ) " 1 * ^ ) . Protože je podle (3) (^íl)" 1 = 
= ÍTF, je O T O = OWWa = Q-1Y-1OT'Q = Í T ^ . 0 = (O*)", cbd. Vzorec (4) 
lze rozšířit matematickou indukcí na libovolný počet involucí. 

Základní myšlenka algebraizace geometrie, jak jsem se o ní zmínil v úvodu, záleží 



v tom, že přiřadíme geometrickým útvarům bod, přímka a rovina jistá involutorní 
zobrazení tak, že geometrické vztahy bude možno formulovat pomocí algebraických 
vztahů mezi těmito zobrazeními. K tomu nyní přistoupíme. 

Definice 4. Je-li A libovolný bod prostoru, nazveme s o u m ě r n o s t í p o d l e b o d u 
.A ( s t ř e d o v o u s o u m ě r n o s t í o s t ředu A) zobrazení, ve kterém je bod A samo
družný a které libovolnému bodu X 4= A přiřazuje bod Xt tak, že úsečka XX x 

má střed A. 

Definice 5. Je-li a libovolná přímka prostoru, nazveme s o u m ě r n o s t í p o d l e 
př ímky a (osovou s o u m ě r n o s t í o ose a) zobrazení, ve kterém je každý bod 
přímky a samodružný a které libovolnému bodu X $ a přiřazuje bod Xt tak, že 
přímka XXx kolmo protíná přímku a v bodě, který je středem úsečky XX t . 

Definice 6. Je-li a libovolná rovina prostoru, nazveme s o u m ě r n o s t í p o d l e 
roviny a ( r o v i n o v o u s o u m ě r n o s t í o rov ině s o u m ě r n o s t i a) zobrazení, 
ve kterém je každý bod roviny a samodružný a které libovolnému bodu X $a při
řazuje bod Xt tak, že přímka XX\ protíná kolmo rovinu a v bodě, který je středem 
úsečky XX x. 

Z definic 2, 4, 5, 6 bezprostředně plyne 
pomocná věta 3. Libovolná středová, osová či rovinová souměrnost je involutor-

ním zobrazením prostoru. 

Přehled o všech samodružných bodech, přímkách a rovinách uvažovaných sou
měrností uveďme v tabulce I., kterou lze snadno ověřit. 

Tabulka I 

MnoŽîna vsech 
samodružn ch 

bodů 

Množina vŠech 
samodružn ch 

přímek ^ 

Množinа všech 
sаmodružných 

rovin 

Středová 
soum rnost 
o středu A 

bodA 
tгs přímek 
o středu A 

tгs rovin 
o středu A 

Osová 
soum rnost 
o ose a 

přímka a 
přímka a, množina 
všech přímek, které a 
kolmo pгotínаjí 

svаzek rovin o ose a, 
množinа všech гovin, 
které kolmo protínаjí 
a 

Rovinová soum rnost 
podle гoviny a rovina a 

množinа všech přímek 
гoviny a, množinа 
všech přímek kolmých 
k гovin a 

rovinа a, 
množinа všech гovin 
kolmých k a 



Protože každá z definovaných souměrností je jednoznačně určena množinou svých 
samodružných bodů, budeme označení této množiny užívat i k označeni příslušné 
souměrnosti. 

Tak velká písmena latinské abecedy (A, B, C,....) budou znamenat jak body, tak 
i středové souměrnosti podle těchto bodů, malá písmena latinské abecedy (a, b,c,...) 
budou znamenat jak přímky, tak i osové souměrnosti podle těchto přímek, malá 
písmena řecké abecedy (a, p, y ...) budou znamenat jak roviny, tak i souměrnosti 
podle těchto rovin. 

Definice 7. Zobrazení prostoru se nazývá shodným zobrazením neboli 
shodností, jestliže libovolné různé body X, Ypřevádí v body Xu Yx tak, že úsečka 
XYje shodná s úsečkou X^. 

Příklady shodných zobrazení v prostoru zřejmě udávají souměrnosti podle definic 
4,5,6. 

O shodných zobrazeních platí řada vět. Potřebné z nich budeme formulovat jako 
pomocné věty. Pokud jsou to věty známé, neprovádím jejich důkazy a odkazuji 
na Soustavu. 

Pomocná věta 4. Každé shodné zobrazení lze rozložit v konečný počet rovinových 
souměrností (věta 18, str. 177 Soustavy). 

Pomocná věta 5. Libovolné shodné zobrazení® prostoru převádí přímku v přím
ku, polopřímku v polopřímku, rovinu v rovinu, polorovinu v polorovinu, polopro
stor v poloprostor (věta 15, str. 176). 

O určenosti shodného zobrazení platí 
pomocná věta 6. Buďte A, B,C,D a A', K, L, M dvě čtveřice nekomplanárnich 

bodů. Pak existuje jediná shodnost prostoru, která převádí bod A v bod A', polo
přímku AB v polopřímku A!K, polorovinu ABC v polorovinu A!KL a poloprostor 
ABCD v poloprostor AKLM. 

Tato věta má pomocný charakter jen vzhledem k cílům našeho článku. Obyčejně 
se chápe jako axióm (viz axióm S** 3, str. 173). 

Závažným důsledkem pomocných vět 2 a 5 je 
pomocná věta 7. Transformací souměrnosti (středové, osové či rovinové) libo

volným shodným zobrazením prostoru dostaneme opět souměrnost, a to téhož 
druhu. 

Podle dohody označovat stejně souměrnost a množinu jejich samodružných bodů 
(viz výše) budeme symbolem Á* označovat jak středovou souměrnost Á* = 
*F_1.A*F, tak i střed této souměrnosti, tj. podle pomocné věty 2 obraz bodu A ve 
shodnosti x¥. 

Analogicky symbol a* znamená jednak osovou souměrnost x¥~1ax¥, jednak její 
osu, tj. obraz přímky a ve shodnosti *F. 

Symbol CL* znamená jednak rovinovou souměrnost %¥"1OLX¥9 jednak obraz roviny 
a ve shodnosti *F. 

Zkoumejme v dalším otázku, za jaké geometrické situace jsou součiny několika 



involucí involucemi (neboli podle pomocné věty 1, kdy je násobení involucí komu
tativní). 

a) Nechť a, P jsou libovolné různé rovinové souměrnosti, pro které platí aP = 0a. 
Po vynásobení této rovnosti souměrností a zprava dostáváme afla = p. 

Protože a = a""1, je 
apa = a - 1 p a = p«. 

Platí tedy 

To znamená, že p je samodružná rovina rovinové souměrnosti a. Protože je a 4? P, 
je podle tabulky I a ± p. 

Je-li a 1 p, ukážeme, že ap = o, kde o = a n p. Zvolme čtyři nekomplanární bo-
dy A e 0, B e o, C e a (C i P), D e p (D $ a). Protože obrazy těchto bodů ve shod
nostech ap a o splývají, je podle pomocné věty 6 ap = o. Kolmost rovin a, P je 
tedy nejen nutná, ale i postačující podmínka involutornosti součinu afi a platí 

věta 1. Roviny a, fijsou k sobě kolmé, právě když platí: a =t= p, ap = Pa. Shod
nost ap je osovou souměrností podle přímky o = a n p. 

Libovolnou osovou souměrnost o lze psát ve tvaru o = ap, kde a, P jsou rovinové 
souměrnosti podle navzájem kolmých rovin a, p svazku {o}. Jednu z nich lze volit 
ve svazku {o} libovolně, druhá je jednoznačně určena. 

Před zkoumáním involutornosti součinu tří rovinových souměrností dokážeme 
pomocnou větu 8. Samodružnými body shodnosti aP(a =# f£)jsou všechny body 

průniku a n P a žádné jiné. 
Je-li ap 4= Pa, a n p = o, má shodnost ap jedinou samodružnou přímku o. 
Důkaz. Že každý bod průniku a n P je samodružný, je zřejmé. Ukažme, že jiné 

samodružné body shodnost ap mít nemůže. Pro samodružný bod A shodnosti aP 
platí Aafi = A, tj. podle definice 3 (aP)-1.AaP = A. Podle (3) dostaneme po úpravě 
Aa = A0. Je-li Aa = Ax 4= A, Ap = At, je a = p ve sporu s předpokladem. Možnost 
Aa = Ap = A znamená A e a n p, a prvá část věty je tedy dokázána. 

Nechť přímka p je samodružnou přímkou shodnosti ap. Potom platí pafi = p. 
Analogicky jako v předchozím odstavci dospějeme ke vztahu pa = pP. Buď je pa = 
= jř = p9 nebo je pa = pP = px =# p. V prvém případě máme podle tabulky I 
možnosti 

1) pe a , 
2) p JL a , 
3) pe p, 
4) P 1 P • 

Možnosti 1, 3 dávají výsledek p = o, možnost 1,4 a 2, 3 znamenají a -L P, a nemohou 
tedy v důsledku předpokladu aP # pa nastat. Možnosti 2, 4 jsou vyloučeny před
pokladem a n p = o. 

V druhém případě je a rovina, která půlí úhel nebo pás přímek P, px a je kolmá 



k jejich rovině. Protože i p má tuto vlastnost, musí být buď a = p, nebo a ± P; 
ďruhý případ je tedy vyloučen. 

Důsledkem právě dokázané pomocné věty je tvrzení: 
Rovnost ap = Y není pro žádné tři roviny možná. 
Zobrazení ap je totiž buď identita, nebo má podle pomocné věty 8 přímku či 

prázdnou množinu samodružných bodů, Y má rovinu samodružných bodů. 
b) Hledejme nutné a postačující podmínky involutornosti součinu tří různých 

rovinových souměrností. 
Nechť pro roviny a, p, Y platí: a =h P, a #- y9 p #= Y, 

<5) aPY = YPOC . 

Buď nemají žádné dvě z rovin a, P, y společnou přímku (náležejí tedy nevlastnímu 
svazku), nebo existuje společná přímka, např. a = a n p. Potom platí aa = a, 
afi = a, aafi = a. Podle (4) tak dostaneme aafiy = (aafi)y = ay. Označíme-li ay = al9 

je aafiy = at. Z (5) plyne aa(Sy = ayfia = ax. Podle (4) platí ayfia = (ay)fia = a{a = av 

Je-li aP 4= Pa, je podle pomocné věty 8 at = a. Platí tedy ay = a. Podle tabulky I 
to znamená buď aey, nebo a ± y. Je-li a _L y9 existuje bod P e a n y , P $a tak, 
že platí 

p*fiv .-. ípP\v 

Protože je a 1 Y, je P 1 Y a pro obraz Px = Pfi platí 

PÍ = Pí • 
Je tedy PyPa = (Pfi)a = Pa = Pt. Podle tabulky I to znamená Px e a. Podle definice 5 
je přímka PPt kolmá k rovině P, a tedy a ± P ve sporu s předpokladem ap + Pa. 
Musí tedy nastat případ aey. 

Je-li ap = Pa, je ap = a podle části a) a vztah (5) lze psát ve tvaru 
ay = ya . 

To znamená aya = y čili ya = y. 
Podle tabulky I je buď a e y9 nebo a Ly. Prvá možnost vede k výsledku, který 

jsme už odvodili, druhá říká, že roviny a, P, Y jsou po dvou k sobě kolmé. 
Tím jsme dokázali: 
Jsou-li a, P, Y po dvou od sebe různé roviny a aPY je involucí, nastane nutně jedna 

z těchto možností: 
1. a, p, Y náleží vlastnímu svazku, 
2. a, p, Y náleží nevlastnímu svazku, 
3. a, p, Y náleží trsu a jsou po dvou k sobě kolmé. 

Ukažme, že každá z těchto podmínek je postačující podmínkou involutornosti 
součinu aPY-

1. Nechť roviny a, P, Y náleží témuž vlastnímu svazku o ose o. Označme obraz 
roviny a ve shodnosti aPY <t±. Rovina ax zřejmě patří svazku {o}. Volme body 



A G o, Beo9 (A =f= B), C e a, (C $ a t ) , D # a. Ve shodnosti aPY přejde A -• Ay 

B -> B9 C -» C ž e a 1 ? D ->D1. Existuje rovina 8, která půlí úhel polorovin ABC, 
ABCx. V rovinové souměrnosti 8 platí: 

A-+ A, 

polopřimka AB -> polopřímky AB , 
polorovina .4J5C -+ poloroviny ABC1 . 

Jestliže převádí 8 i poloprostor ABCD do poloprostoru ABCtDl9 platí podle po
mocné věty 6 aPy = 8 a shodnost aPy je involuce. 

Kdyby přešel poloprostor ABCD v rovinové souměrnosti 8 do poloprostoru 
k ABC1DÍ opačného, přešel by poloprostor ABCD do poloprostoru ABCtD1 

v zobrazení a8. Podle pomocné věty 6 by tedy platilo aPy = 0-8. To by znamenalo 
pY = 8. Tento výsledek však nemůže nastat podle důsledku pomocné věty 8. 

Náleží-li tedy roviny a, p, y témuž svazku, je aPY involucí. 
2. Jestliže roviny a, P, y náleží témuž nevlastnímu svazku, lze ukázat analogicky 

jako v případě 1., že aPY = 8. (Rovina 8 půlí ovšem vrstvu aa x .) 
3. Nechť roviny aPY náleží trsu {A} a jsou po dvou k sobě kolmé. Zvolme čtyři 

nekomplanární body A, £ e a n p, C e f n y , D e a n y . Zřejmě jak středová sou
měrnost A, tak i shodnost aPY převádí body A9 B9 C, D do týchž obrazů A9 Bl9 Cí9 Dx 

a podle pomocné věty 6 je aPY = A. I v tomto případě je součin <x$y involucí. 
Shrnutím předchozích výsledků dostáváme 
větu 2. Roviny a, P, y náleží témuž svazku {vlastnímu či nevlastnímu), právě 

když platí aPY = 8. Rovina 8 náleží svazku rovin a, p, y. 
a větu 3. Roviny a, p, y náleží témuž trsu a jsou po dvou k sobě kolmé9 právě 

když platí aPY = A. Bod A je střed trsu. 
Libovolnou středovou souměrnost A lze psát ve tvaru A = aPY, kde a, p, y jsou 

po dvou k sobě kolmé roviny trsu {A}. Dvě z nich lze volit v trsu {A} k sobě kolmo 
libovolně, třetí je jednoznačně určena. 

Jak involutornost součinu dvou rovinových souměrností v případě a), tak involu-
tornost součinu tří rovinových souměrností v případě b) vedly k vyjádření jistých 
geometrických vztahů algebraicky. Vedeni těmito výsledky probereme involutornost 
součinu dalších involucí. 

c) Nechť a9 b jsou různé osové souměrnosti, pro které platí ab = ba. Po úpravě 
dostaneme odtud ba = b9 tj. b je samodružná přímka osové souměrnosti a. Podle 
tabulky I to znamená, že přímka b kolmo protíná přímku a. 

Tato podmínka je skutečně i postačující podmínkou involutornosti součinu ab. 
Označme rovinu přímek a, & a a rozložme souměrnosti a, b podle věty 1. Pro součin 
ab tak dostaneme 

ab = (Pa) (ay) = P(aa)y = Py = c, 

kde c = P n y, c ± a. 



Platí tedy 
věta 4. Přímky a9 b jsou k sobě kolmé různoběžné přímky9 právě když platí 

ab = c. Přímka c prochází společným bodem přímek a9b a je kolmá k jejich rovině. 
d) Nechť A9 a jsou středová a rovinová souměrnost, pro které platí AOL = OLA. 

Výsledek OLA = a znamená podle tabulky I A e a. Tato podmínka je i postačující 
podmínkou involutornosti součinu AOL. Rozložíme-li A podle věty 3, máme 

AOL = (PY«)a = PY = a • 

Přímka a je podle věty 1 kolmá k rovině a a prochází bodem A. 
Tím je dokázána 

věta 5. Bod A je incidentní s rovinou a, právě když platí AOL = a. Přímka a pro
chází bodem A a jek rovině a kolmá. 

e) Nechť a, a jsou osová a rovinová souměrnost, pro které platí aoL = aa. Po 
úpravě máme výsledek afl = a, který podle tabulky I znamená buď a e a, nebo 
ala. Každá z těchto podmínek je postačující podmínkou involutornosti součinu a OL. 

Je-li a e a, rozložíme a podle věty 1 a máme 

aa = (Pa)a = P. 

Rovina p prochází přímkou a a je k rovině a kolmá. 
Je-li a l a , dává rozklad a na rovinové souměrnosti výsledek 

aa = PYa = A9 

neboť roviny p, Y, OL splňují požadavky věty 3. 
Platí tedy 
věta 6. Přímka a je incidentní s rovinou a, právě když platí aa = p. Rovina P 

prochází přímkou a a jek rovině OL kolmá. 
Přímka a je kolmá k rovině a, právě když platí aa = A. Pro bod A platí A = 

= a n a. 
f) Nechť a9 A jsou osová a středová souměrnost, pro které platí a A = Aa. Výsledek 

Aa = A9 který dostaneme po úpravě, znamená podle tabulky I, že .A e a. Tato pod
mínka je i postačující podmínkou involutornosti součinu a A. Podle věty 3 rozložíme 
A tak, aby ap = a a aby y protínala a kolmo v bodě A. Potom je 

aA = aay = Y 

a zobrazení a A je involucí. 
Tím jsme dokázali 
větu 7. Bod A a přímka a jsou incidentní, právě když platí aA = Y- Rovina y 

protíná kolmo přímku a v bodě A. 
Souvislost geometrických a algebraických vztahů, které jsou obsahem předchozích 

vět, shrňme v tabulku II: 



Tabulka II 

Geometrický vztah Аlgebraické vyjádření 

A ea o aA = Aa 
A єoc o Aa = OLA 

\ a SOL o- ÛOC = ß 

*ĄÞ o aß = ßa 
\ a J_ a o act -= A 

a kolmo protíná b o ab= ba 
<x, ß, ү náleží svazku o aßү = 5 
a, ß, Y jsou po dvou o aßү = A 
k sob kolmé 

KLASIFIKACE SHODNÝCH ZOBRAZENÍ PROSTORU 

Podle pomocné věty 4 lze každou shodnost prostoru vyjádřit jako součin konečného 
počtu rovinových souměrností. Pro provedení klasifikace shodností bude účelné 
ukázat, že počet rovinových souměrností z rozkladu lze redukovat na čtyři. Odvoďme 
nyní několik pomocných vět, které dovolí provést příslušnou redukci. 

Z věty 2 bezprostředně vyplývá 
pomocná věta 9. 
Jsou dány roviny a, P a bod X. Existuje rovina \ incidentní s bodem X a rovina r\ 

tak, ze platí ap = fy\. 
Pomocná věta 10. Jsou-li a, p, y, 8 čtyři roviny trsu o středu S, existují roviny 

£, rj tohoto trsu tak, že platí aPy8 = £T|. 
Důkaz, a) Jestliže roviny a, p, y, 5 náleží témuž svazku, platí podle věty 2 aPy8 = 

= (apy)8 = š8. 
b) Jestliže roviny a, P, y, 8 nenáleží témuž svazku, náleží dvěma různým vlastním 

svazkům (neboť mají společný bod S). Osu svazku rovin a, p označme a, osu svazku 
rovin y, 8 označme b. Přímky a, b jsou zřejmě různé, a určují tedy jedinou rovinu; 
označme ji ©. Rovina © náleží jak svazku {a}, tak i svazku {b}; podle věty 2 platí 
ap© = š, (oy8 = r|. Pro součin aPyS tak dostáváme 

aPyS = (ap©) (©y8) = £TJ . 

Pomocná věta 11. Součin libovolných pěti rovinových souměrností je roven sou
činu jistých tří rovinových souměrností. 

Důkaz. Označme O součin libovolných pěti rovinových souměrností a, P, y, 8, e 
a zvolme v rovině a bod S. Podle pomocné věty 9 platí 

Py = PiYi> S e P i , 
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Yi8 = Y281, Sey2, 
816 = 82e t, S e 82 . 

Pro O tak dostaneme <D = aPYSe = 01P1Y2&261. Protože a, Pí, Y2» 82 náleží trsu {S}, 
je podle pomocné věty 10 aptY282 = Qa a 

* = QGSX . 

Věta 8. Libovolnou shodnost prostoru lze vyjádřit ve tvaru součinu nejvýše čtyř 
rovinových souměrností. 

Důkaz provedeme matematickou indukcí. Věta je zřejmě splněna, je-li <bx = a, 
<t>2 = ap, * 3 = apY, 0 4 = OCPY8. Předpokládejme, že platí pro jisté n. Dokážeme, 
že platí i pro n + 1. Nechť O B + 1 = a x a 2 ... aBan + 1. Podle indukčního předpokladu 
je součin a-a2 ... a,, roven součinu nejvýše čtyř rovinových souměrností. Je-li tento 
počet menší než čtyři, je tvrzení věty pro * n + 1 správné. Je-li a ^ ... an = PiP2p3P4, 
aplikujeme na shodnost O n + 1 = PiP2P3p4a»+i pomocnou větu 11 a dostáváme 
rovněž tvrzení věty. 

.Analogicky lze dokázat 
pomocnou větu 12. Lze-li shodnost <X>X vyjádřit ve tvaru součinu sudého počtu 

rovinových souměrností, lze ji vyjádřit ve tvaru součinu čtyř rovinových souměrností. 
Lze-li shodnost Q>2 vyjádřit ve tvaru součinu lichého počtu rovinových souměrností, 

lze ji vyjádřit ve tvaru součinu tří rovinových souměrností. 
Pomocná věta 13. Libovolná shodnost Q>u kterou lze vyjádřit ve tvaru součinu 

sudého počtu rovinových souměrností, je různá od každé shodnosti 0 2 , kterou lze 
vyjádřit ve tvaru součinu lichého počtu rovinových souměrností. 

Důkaz. Podle pomocné věty 12 platí Oj = aia 2 a 3 a 4 , 0 2 = PiP2P3. Z rovnosti 
Oi = 0 2 dostaneme po úpravě aia 2 a 3 a 4 p 3 = p xp 2. Podle pomocné věty 11 je 
•a1a2a3a4p3 = YiY2Y3- Proto platí Y1Y2Y3P2P1 = I- Opětovaná redukce levé strany 
podle pomocné věty 11 znamená, že existují roviny 8 l f 82, 83 tak, že platí 818283 = I 
neboli 8 ^ = 83. Taková rovnost však není možná podle důsledku pomocné věty 8. 

Pomocná věta 11 zaručuje smysl 
definice 8. Shodnost, kterou lze vyjádřit ve tvaru součinu sudého počtu rovino

vých souměrností, se nazývá shodností přímou. Shodnost, kterou lze vyjádřit 
ve tvaru součinu lichého počtu rovinových souměrností, se nazývá shodností 
nepřímou. 

Pro nepřímé shodnosti platí důležitá 
věta 9. Libovolnou nepřímou shodnost <S> lze vyjádřit ve tvaru součinu souměr

nosti podle přímky a souměrnosti podle roviny. 
Důkaz. Podle pomocné věty 12 je O = aPY- Zvolme v rovině Y bod P. Podle 

pomocné věty 9 platí O = a ^ Y tak, že P e px. Roviny y, px patří tedy jistému 
vlastnímu svazku o ose h. V tomto svazku existuje rovina X _L OLX. Shodnost O může
me pak vyjádřit podle vět 1 a 2 ve tvaru 

O = a x (U) p l Y = (aťk) (XP-r) - J>e . 
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Pomocná věta 14. Protínají-li přímky a9 b9 c kolmo přímku p9 existuje přím
ka d9 která rovněž přímku p kolmo protíná tak9 že platí abc = d. 

Důkaz. Sestrojme roviny a, p, y svazku {p}9 které po řadě obsahují přímky a9 b9 c 
a roviny <xl5 $l9 yx nevlastního svazku, které rovněž obsahují po řadě přímky a9 b9 c 
a jsou kolmé k přímce p. Z konstrukce je zřejmé, že libovolná rovina vlastního svazku 
{p} je kolmá k libovolné rovině uvažovaného nevlastního svazku. Proto platí podle 
věty 1: axP = Pa l9 pxy = yp l 5 axy = yoct. Pro součin abc dostaneme tak po úpravě 
abc = (aocx) (PPÍ) (yyA) = (otPy) ( a ^ ^ J . Podle věty 2 však je ocpy = 8 , 0 ^ ^ = 8X. 
Zřejmě je 8 1 8X a abc = 88x = d. Přímka d přitom kolmo protíná přímku p. 

O přímých shodnostech dokážeme 
větu 10. Libovolnou přímou shodnost <D lze vyjádřit ve tvaru součinu souměr

ností podle dvou přímek. 
Důkaz. Shodnost O vyjádříme postupně ve tvaru součinu osových souměrností: 
a) podle tří pHmek a9 b9 c, z nichž dvě jsou různoběžné, 
b) podle tří přímek n, o, p9 z nichž dvě (např. n, 0) jsou různoběžné a dvě (např. 

o9 p) kolmo protínají jistou přímku, 
c) podle dvou přímek g9 h. 
a) Podle pomocné věty 12 je O = ocPyS. Podle věty 9 je aPy = a s a pro O dostá

váme O = ae8. Libovolným bodem O e a sestrojme nejprve podle pomocné věty 9 
rovinu et tak, aby O = aex8l9 a dále rovinu X J_ eí9 8 t. Potom platí podle věty 1 
O = aex(XX) 8X = a(exX) (Xb^ = abc, kde b = exX9 c = XSX. Různoběžné přímky 
a9 b incidentní s bodem O určují jistou rovinu co. 

b) Bodem O veďme jednak přímku /, která kolmo protíná přímku c, jednak rovinu 
7c J_ /. Roviny TU, © mají společný bod O, a jsou tedy buď různoběžné, nebo splývají. 
V prvém případě existuje přímka m = 7unco, rn-L/a podle pomocné věty 14 platí 
abm = n(0 e n). Dále je podle věty 4 ml = o, /c = p. Pro O tak máme O = abc = 
= (abm) (mí) (Ic) = nop. Přitom n, o jsou různoběžné, o, p protínají / kolmo. 

V případě 7C = co je a, b ± l a tvrzení věty ověříme přímo podle pomocné věty 14. 
c) Kolmice q k přímkám n, / v bodě O splňuje spolu s přímkami o9 p předpoklady 

pomocné věty 14, a proto platí qop = h. Podle věty 4 je nq = # a pro O máme výsle
dek 

O = nop = (ngr) (gop) = gh. 

Množina G všech shodností prostoru se rozpadá podle pomocné věty 13 na dis
junktní podmnožiny: množinu Gp všech shodností přímých a množinu Gn všech 
shodností nepřímých. 

Množinu Gp rozdělme na podmnožiny 

Gx (množina obsahující shodnost Q>1 = gh = I, g = h)9 

G2 (množina obsahující shodnosti 0 2 = gh, g \\ h9 g 4= h)9 

G3 (množina obsahující shodnosti 0 3 = #ft, 0 je různoběžná s ft), 
G4 (množina obsahující shodnosti 0 4 *= gh, g ye mimoběžná s h). 
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Množinu Gn rozdělme na podmnožiny 
G5 (množina obsahující shodnosti 0 5 = pe = a, podle věty 6, je-li p e s), 
G6 (množina obsahující shodnosti 0 6 = p^, je-li p | e, p £ s), 
G7 (množina obsahující shodnosti 0 7 = p^, je-li p různobězná s e). 
Z diskuse o samodružných bodech shodností z jednotlivých podmnožin vyplývá, 

že jsou tyto podmnožiny po dvou disjunktní. Proto má smysl 
definice 9. Jsou-li g9 h rovnoběžné'různé přímky, nazývá se shodnost gh posu

nutím v prostoru. 
Jsou-li g, h různoběžné přímky, nazývá se shodnost gh otočením kolem přím

ky v prostoru. 
Jsou-li g, h mimoběžné přímky, nazývá se shodnost gh šroubovým pohybem 

v prostoru. 
Je-li přímka p rovnoběžná s rovinou e, ve které neleží, nazývá se shodnost pe 

posunutou souměrností v prostoru. 
Je-li přímka p různobězná s rovinou 8, nazývá se shodnost pe otočenou sou

měrností v prostoru. 
Výsledky předchozích úvah shrňme ve 
větu 11. Existuje sedm druhů shodností v prostoru. 

Přímé shodnosti jsou: 1. identita, 
2. posunutí v prostoru, 
3. otočení kolem přímky v prostoru, 
4. šroubový pohyb. 

Nepřímé shodnosti jsou: 5. souměrnost podle roviny, 
6. posunutá souměrnost, 
1. otočená souměrnost. 

Tradiční názvy jednotlivých druhů shodností souvisí ovšem s jejich vlastnostmi. 
Toto detailní zkoumání nebudeme provádět. Z věty 11 rovněž snadno vyplývá, že 
involutorní shodnosti podle definic 4, S, 6 jsou všechny možné involutorní shodnosti 
prostoru. Souměrnost podle přímky patří mezi otočení v prostoru, souměrnost podle 
bodu je otočenou souměrností. 

Expozimetr s hledáčkem 

vyrábí japonská firma Minolta. Expozimetr má zorný úhel 9° a hodí se zejména pro snímky 
proti světlu. Má odporovou fotonku z CdS, možnost měřeni barevné teploty, zařízeni pro zkoušeni 
vlastni baterie, velký rozsah použitelnosti. Stojí podle toho — 55 dolarů. 

Sk 

Fotografickou emulzi s deriváty polyvinylchloridu 

místo želatiny vyvinuli leningradští vědci. Je průhlednější a trvanlivější než želatinová a snese 
zpracováni ve vroucích roztocích; zpráva se však nezmiňuje o její citlivosti. 

Sk 
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