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O INTEGRALNI GEOMETRIII)
ZBYNEK NADENIK, Praha

Integralni geometrie je disciplina, ktera v sobé slucuje pocet pravdépodobnosti,
teorii miry, diferencialni geometrii a teorii konvexnich téles. Velmi zhruba fe€eno —
tak jako se diferencialni geometrie zabyva studiem diferencialnich invariantd, jsou
pfedmétem integralni geometrie vztahy mezi invarianty integralnimi, tfeba v eukli-
dovském prostoru studium integrald, které jsou invariantni pfi pohybu.

Integralni geometrie vznikla z geometrickych pravdépodobnosti?). Od pravdé-
podobnosti poéitanych kombinatoricky, kdy pocty pifipadd pfiznivych a mozZnych
jsou koneéné, li§i se tzv. geometrické pravdépodobnosti nekone¢nym poétem pfi-
padd. Velmi znamym ptikladem je uloha o jehle hrabéte BUFFONA z druhé poloviny
XVIII. stoleti. V sedmdesatych letech minulého stoleti zavedl M. W. CROFTON
miru pro dvouparametrovou mnoZinu pfimek v roviné, tj. jisté integraly vzaté
pies vSecky pfimky mnoZiny. Byl prvni, kdo vedle miry dvouparametrové mnoZiny
bodd v roving (tj. obsahu rovinné plochy tmi body vypln&né) uvaZoval i jinou miru.
Croftonovy myslenky, které umoZiiuji bezprostfedni fe§eni Buffonovy tlohy (viz
pozn.?) pod &arou), prohloubili v poslednich letech minulého stoleti H. POINCARE
a E. CARTAN, ale jejich plodnost se ukazala v plné $ifi aZ v poloviné tficatych let,
kdy je oZivil W. BLASCHKE, ktery se svymi spolupracovniky a Zaky vydal velkou sérii
praci s tymZ nazvem Integralgeometrie.

Pokusime se ukazat metody a Castecné i dosah integralni geometrie na pfikladu
geometrické interpretace izoperimetrického deficitu. Ma-li konvexni uzaviena kfivka
délku L a omezuje-li oblast o obsahu F, plati tzv. izoperimetrickd nerovnost I? —
— 4nF = 0, v niZ rovnosti je charakterizovana kruZnice. Vyraz na levé strané nerov-
nosti se nazyva izoperimetricky deficit.

Dejme tomu, Ze v roviné¢ s pravouhlou soustavou soufadnic x, y se pohybuje

1y Clanek je upravenou autorovou pfednaskou na I. éeskoslovenské konferenci o diferencidlni
geometrii v zafi 1961 na Richtrovych boudach v Krkonosich.

2) Geometrickymi pravdépodobnostmi se u nds zabyval profesor teoretické fyziky na brnénské
universit¢ B. HosTinsky (1885 —1951). Vydal r. 1926 ve sbirce Kruh kniZku Geometrické
pravdépodobnosti a mnohem krat$eji a elementarnéji o nich znovu pojednal v Poétu pravdépodob-
nosti v Cesté k védéni z r. 1950. Kapitoly II, III a IV prvni kniZky jsou v podstaté uvodem do in-
tegralni geometrie. ReSeni BUFFONOVY Ulohy je v prvni kniZce na str. 38 a ve druhé na str. 81 a 82.
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n&jaky obrazec, ktery si miZeme myslit vystfiZeny z lepenky. Zvolme na tom pohy-
bujicim se obrazci bod B a z n&ho vychézejici vazany vektor v (obr. 1). Poloha obrazce
bude jednozna¢né uréena soufadnicemi x, y bodu B a thlem ¢ € (0,2n ) m&fenym
v kladném smyslu od kladné &asti osy x k vektoru v. Integral

J‘dx dy de ?) (1)

vzaty pres viecky uvaZované polohy bodu B a vektoru v se nazyva kinematicka
mira mnoZiny poloh naSeho obrazce. Snadno se zjisti, Ze tento integral se neméni

Obr. 1 Obr. 2

pti pohybu. Tak pfedné pfi pevném ¢ udava integral J‘dx dy pravé obsah plochy,

kterou pii pohybu obrazce vyplni bod B — a obsah plochy je ovSem pohybovy
invariant. Pfi prvném bodu B narfista pfi otageni hel ¢ o aditivni konstantu, a tedy
d¢ je opét invariant.

Jako ptiklad, kterého hned dale vyuZijeme, vypocitime kinematickou miru
mnoZiny orientovanych tseek I, které protinaji pevnou usetku délky I, (obr. 2).
Bod B ztotoZnime s podateénim bodem nasi pohybujici se orientované usecky,
za vektor v vezmeme pfimo tu orientovanou useku a osu x zvolime v prodlouZeni
pevné tisecky. Jde pak o vypocet integralu (1) pfes viecky moZné polohy nasi pohyblivé

usecky. Integral (1) vypotitime dvojnasobnou integracifdx dyde = f[J‘dx dy] do,

pfi &emZ vn&jsi integraci je tieba provést od 0 do 27 a vnitini integral je tfeba vzit
pres viecky mozné polohy bodu B pfi konstantnim ¢. Ale pfi konstantnim ¢ vyplni
bod B kosodélnik (na obr. 2 vysrafovany) obsahu lly|sin ¢|, a to je pravé vnitfni
integral. Hledana kinematicka mira je tedy

2n n 2n
'[ llylsin | do = J‘ ll, sin ¢ do —J‘ Uy sin @ dp =

0 (V] n
= o[ — cos @5 — lo[ — cos p]2" = 4ll,,

3) Je to oviem trojnasobny integral. V integralni geometrii se zpravidla vicenasobny integral
nevyznalujz piisluinym pottem integracnich znameni.
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nebot
@ e0,n) = |sin ¢l =sinp a @e(n,2n)=|singp| = —sing.

UvaZujme nyni mnoZinu M vSech orientovanych usefek délky I, které protinaji
pevnou lomenou &aru délky L, sloZenou ze dvou u se€ek délek I, a I,. Rozdélme nejdii-
ve mnoZinu M ve tfi: v mnoZinu M,, jejiZz kazda usecka protind jen prvni stranu
lomené &ary, v mnozinu M,, v niZ kaZzda useCka protina jen druhou stranu lomené
dary, a kone¢né v mnoZinu M,, téch usecek, které protinaji obé& strany nasi lomené
¢ary. Mira mnoZiny M, + M,,, tj. mnoZiny use€ek, které protinaji prvni stranu lo-
mené &ary, je podle vySe provedeného piikladu (pro strudnost klademe dx dy dg =
= dK) :

dK = 4l,1. @)
M;+M;y,

Kinematicka mira mnoZiny M, + M,,, tj. mnoZiny useéek, které protinaji druhou
stranu lomené &ary, je

dK = 4l,1. (3)
M;+M;
AvSak
J‘dK=JdK+J‘dK, f dK=JdK+JdK. 4)
M,+M;, M, My, M2+M;, M M,

Se¢tenim vztaht (2) a (3) plyne vzhledem k (4)

4(11+lz)l=de+JdK+2de=I1.dK+fl.dK+ jZ.dK
M, My M,

M, M, M;2
¢ili
4L,l = fn dK ,
M .
kde n znamena pocet priseCikii pohybujici se tse¢ky s pevnou lomenou ¢&arou.

Postup Ize okamZité rozsifit na lomenou ¢aru celkové délky L, o libovolném poctu
stran. A jesté vic. Podobnym zplisobem lze odvodit toto tvrzeni: Necht je dana pevna
lomena &ara o délce L, a pohybujici se tuha lomena &ara o délce L (pfi pohybu se
neméni jeji strany a uhly). Oznaéme M mnoZinu viech poloh pohybujici se lomené
C¢ary, v nichZ protina pevnou lomenou ¢aru. Pro urcitou polohu pohybujici se lomené
¢ary oznaéme n pocet priseéiki obou &ar. Pak plati pro kinematickou miru mnoZiny
M

J ndK = 4L,L. 5)
M

Limitnim pfechodem se nahlédne, Ze ve v&t& pravé vyslovené Ize lomené ¢ary nahradit

717



libovolnymi kfivkami. (5) je pak POINCAREUV vzorec, na némZ je zaloZeno mnoho
vysledkd integralni geometrie.

UvazZujme pevnou konvexni oblast Q2 o obsahu F; délka jeji hranice I' necht je
L. Déle uvaZujeme kruh o poloméru r, ktery se v nasi rovin¢ pohybuje tak, Ze stale
protina hranici I oblasti Q (obr.
3). Podle Poincaréova vzorce plati
pro kinematickou miru mnoZiny
M vsech popsanych poloh naseho
kruhu

jn dxdyde =
M
=4.L.2nr, (6)
kde x, y jsou — jako dfive — sou-
fadnice jistého bodu B pevné spo-
jeného s kruhem, ¢ uhel (dfive
podrobné popsany) kladné polo-
osy x s jistym vektorem s poca-
te¢nim bodem v bodé B a pevné
spojenym s kruhem, a konecné n

pocet pruseciki pevné Cary I’
Obr. 3 s hrani¢ni kruZnici pohyblivého

kruhu; tento pocet je oviem —
nehledime-li ke zvla$tnim pfipadim dotyku — vZdycky sudy. Zvolime-li za bod B
pravé stfed pohyblivého kruhu, pak pfi pevném bodé B a ménicim se ¢ od 0 do 2n
kruh nezméni svoji polohu, a tedy

2n
Jn dx dy do =.[ [fn dxdyjld(p = Zan dxdy, (7
M ° S N

kde N znamena mnoZinu stfedd B naSich kruhi, protinajicich hranici I" oblasti Q.
Z (6) a (7) plyne
fn dxdy = 4rL. , (8)
N
Integral nalevo v (8) vyjadfime jest& jinak. Rozdélme mnoZinu N na &asti N,, N,
N, ... takto definované: N,, je ta ast mnoZiny N, ktera je vyplnéna stfedy téch poloh
naSeho pohyblivého kruhu, v nichZ jeho hraniéni kruZnice mé s hranici I' oblasti
Q spoleénych pravé 2i bodd (i = 1,2, ...). Od zvlatnich pfipadi riznych dotykd
muZeme zase odhlédnout, nebot je jich vidy nejvy§ jednoparametrové mnoZstvi
a to lze pfi dvojnasobném integralu zanedbat. Pak je

jndxdy=I2dxdy+j4dxdy+f6dxdy+... 9)

N2 N4 Ne
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Ozna&ime-li F,, F,, Fy, ... obsahy mno¥n N,, N,, N, ..., mame podle (9) a (8)
4rL = 2F, + 4F, + 6F4 + ... (10)

Sjednoceni N mnozin N,, N4, Ng, ... o celkovém obsahu F, + F, + Fg + ...
je — jak jsme uZ vySe fekli — vyplnéno stfedy téch poloh naseho pohyblivého kruhu
o poloméru r, v nichZ ma spole¢né body s hranici I'. Obsah mnoZiny N vypocitame
jesté jinak. Oznagme r, polomér kruZnice vepsané &afe I (tj. nejvétsi kruZnice, kterd
nemé Zadny bod vn& I'). Pfedpokladejme v daldim r = r,. Pak je mnoZina N Cast
roviny, kterd je omezena uzavienou farou vné paralelni k éafe I' ve vzdalenosti r.
MnoZina N se tedy sklada z oblasti Q a z plochy vySrafované na obr. 1. Obsah této
vySrafované plochy je roven obsahu obdélnika s vySkou r a se zakladnou o délce L
rovné délce ¢ary I' zvétsenému o obsah kruhu poloméru r (nahlédne se to snadno
z obr. 3, kde 23 a 15 jsou normaély ke kfivce I v jejich bodech 2 a 1 a 14 je rovnobézka
s 23; 1234 je ptiblizn& obdélnik a 145 je pFiblizn& kruhova vyseg). Pro obsah mnoZiny
N dostavame tak Steinertv vzorec F + rL + nr?, a tedy

F+rL+7Zr2=F2+F4+F6+... (11)

2 2
Ponévad? pak 2rL — (F + rL + nr?) = <4£ - F) -7 <2£— r) , dostaneme, kra-
n n

time-li v (10) dvéma a ode&teme-li (11), tento vztah:

2 2
E—-F — T £—r =F4+2F6+..- (12)
4n 2n

V relaci (12) je r libovolné &slo nikoliv mensi nez r,. Pro délku 2zr, kruZnice
vepsané do ¢ary I' o délce Ljisté plati 2nr, < L. Lze tedy zvolit r tak, aby 2nr = L.
Pti této volb& vymizi dvojmoc nalevo v (12) a dostavame

I?> — 4nF = 4n(F, + 2Fs + ...). (13)

Tim je podan geometricky vyznam izoperimetrického deficitu. Z (12) lze téZ snadno
dokazat, Ze se anuluje tehdy a jen tehdy, kdyZ ¢ara I' je kruZnice. To v§ak jiZ nebude-
me provadét.

Jiz J. STEINER se domnival, Ze dokazal izoperimetrickou vlastnost kruZnice,
a marn& mu to vymlouval L. DIRICHLET (chyba byla v existenéni &4sti diikazu). Prvni
ji dokazal C. WEIERSTRASS v sedmdesatych letech minulého stoleti, aZ vybudoval
exaktni zaklady varia¢niho poctu. Od té doby byla dokazdna mnoha jinymi zplisoby
(velmi jednoduie to provedl H. LEBESGUE). Je paradoxni, Z¢ snadn&ji se dokéZe
zostieni izoperimetrické nerovnosti neZ p¥imo nerovnost sama. (To plati i o vyse
uvedeném dilkazu, viz pfechod od (12) k (13) v jeho zavéru). O geometrickou inter-
pretaci izometrického deficitu se pokusil vroce 1929 Dan T. BONNESEN; ale mnohem
peknéji a jednoduseji se to podafilo o nékolik malo let pozd&ji Argentinci L. A.
SANTALOOVI. Jednu z jeho interpretaci jsme vyse uvedli.
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